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Contraste de hipodtesis (I): Hipotesis generales-1

Se trata de contrastar el cumplimiento de m hipodtesis lineales de la forma:
H,:AB=c (1)

en donde A es una matriz (mxk) de numeros reales, de rango m, 3 es un vector (kx1) de valores
de parametros del MLG y ¢ es un vector (mx1) de numeros reales.

Para evaluar en qué medida los datos dan soporte a la hipdtesis buscaremos una medida de
distancia escalar, computable y que tenga una distribucion conocida bajo H,.

Sea § = AB — ¢, la desviacion a queB da lugar con respecto al cumplimiento estricto de (1).
Suponiendo que se cumplen las hipotesis del MLG, la distribucion de & bajo H; es:

5| X ~N|0,0’A(XTX) ' AT|
HO
este estadistico no es adecuado para contrastar (1) ya que: a) es un vector, lo que no permite

contrastar conjuntamente todas las hipotesis, y b) su distribucion depende de parametros
desconocidos. A partir de ¢ puede formarse un nuevo estadistico cuya distribucion condicional es:

A -1 A
_ - (A3 —c)' A(XTX)‘lAT (AB —c)
F =6 [cov(6)] 6= | 2 | ~ (2)
0'6 H
que se llama distancia de Mahalanobis. Este estadistico es una medida escalar de distancia al
cumplimiento de la hipdtesis nula, pero depende de un parametro desconocido, a?
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Contraste de hipotesis (I): Hipotesis generales-1

Bajo las hipdétesis del MLG puede demostrarse que:
~2

o
(—K) =5~ X, ©)

3

y que esta variable aleatoria es independiente de (2). Por tanto dividiendo (2) y (3), y
suponiendo que H, es cierta, se obtiene:

1 (AB—c) [AXTX)"A] (A3 -c)
F_ m o o F

0, equivalentemente:

- (AB —c) [A(XTXA);AT]_ (AB —c) e @
mao:

El estadistico F es computable, ya que no depende de parametros desconocidos, y escalar, por
lo que mide la distancia total al cumplimiento conjunto de todas las hipétesis.
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Contraste de hipotesis (lll): Casos particulares-1

Si se desea contrastar una sola hipoétesis, la expresion (1) puede escribirse como:
.
H,:a 8=c
en donde a es un vector k x1 de numeros reales y ¢ es un escalar. En este caso, la
expresion (4) se simplifica a:
(@B —c)

- éfaT(XTX)—la ; 1,n—k
0

y la raiz cuadrada de este estadistico se distribuye como una t de Student:
a’B-c

t =
G.Ja"(X"X) 'a

~ T (5)
Ho

Un contraste muy importante de este tipo es el de significacion individual de un parametro,
en donde la hipdtesis nulaes H; : 3. =0 Y, por tanto, el estadistico de contraste queda:

~n

= AﬁiA ~ 1
sd.(3) "

(6)
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Contraste de hipodtesis (IV): Casos particulares-2

A veces resulta interesante contrastar conjuntamente la hipotesis de que un grupo de

parametros sea estadisticamente distinto de cero. Por ejemplo, si se desea contrastar la
significacion de las h ultimas componentes de 3, la hipétesis nula se formularia como:

By

2

Ho:[0 1, ] ‘=0

donde 3,,3, son subvectores de 3 de dimensiones (k-h) y h, respectivamente, e I, es la
matriz identidad de dimension (hxh). Particularizando (4) para este caso, se obtiene:

B (v.) B,
~ h¢é?

en donde V,, es la submatriz (hxh) rectangular inferior de (X" X )™ tal que 62 V,, = cov(;3,)

F

~ Fh,nfk

Ver. 28/09/2006, Slide # 6



Indice
» Contraste de hipotesis
« Estrategias de contraste
* Intervalos y regiones de confianza
* Prevision

 Estimacion restringida



Estrategias de contraste (I): nivel de significacion

A partir de una medida de distancia escalar, computable y que tiene una distribucion
conocida bajo H,, pueden adoptarse dos estrategias basicas de contraste.

La primera consiste en escoger a priori un nivel de significacién para el contraste, que
mide el maximo riesgo que se esta dispuesto a asumir de rechazar erroneamente H,,.

Nivel de
confianza

Nivel de
confianza

Nivel de
significacion Zonas de

A
U, A S
A
v

1
1
'
'
1
1
'
'
Dl

[
L

Zona de no Zona de

Zona de no
rechazo rechazo

rechazo

Elegir un nivel de significacion concreto permite dividir el conjunto de valores posibles del
estadistico en dos zonas: la zona de no rechazo y la zona de rechazo. Si el valor muestral
del estadistico cae en la zona de rechazo, se decide que la hipotesis nula es falsa. En caso
contrario, la muestra no permite rechazar la hipotesis. Debe tenerse en cuenta que no
rechazar H, no es lo mismo que aceptar H,.

La configuracion de las zonas de rechazo y no rechazo depende de la distribucién del
estadistico bajo H, y del tipo de hipotesis (de una cola, de dos colas, ...).
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Estrategias de contraste (Il): p-valor

La segunda estrategia consiste en medir el nivel de significacion marginal (o p-valor) del
estadistico.

El p-valor mide el riesgo de rechazar erroneamente H,, dado el valor que se ha obtenido del
estadistico. Por tanto, cuanto menor sea el p-valor, mas evidencia tenemos en contra de la
hipotesis nula y mas tenderemos a rechazarla.

p-valor

p-valor

Valor del _T

estadistico ~ Valor del _T
estadistico

Ambas estrategias (escoger a priori un nivel de significacion para el contraste y decidir a
partir del p-valor) son validas. Suele usarse mas el p-valor, porque es menos arbitrario v,
ademas, los programas economeétricos modernos suelen calcularlo de forma automatica.
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Intervalos y regiones de confianza (1)

A veces interesa calcular entre qué valores pueden oscilar los parametros para un nivel de
confianza dado. Ademas de su propio interés, los intervalos de confianza o regiones de
confianza resultantes pueden usarse como una estrategia alternativa de contraste de hipoétesis.

Para calcular intervalos de confianza necesitamos relacionar los parametros desconocidos con
valores computables, mediante una expresion con una distribucion conoc:ida1 ajo hipotesis
estandar. Bajo las hipotesis del MLG, se cumple que: 3 ~ N 5,03 (XTX) y, por tanto:

5o xx(3-p)
O'2 “

S

el denominador de este estadistico no puede evaluarse, ya que la varianza del error es
habitualmente desconocida. Utilizando de nuevo (3) y teniendo en cuenta que ambas variables
son independientes, llegamos al siguiente resultado:

A T T A
(B-8) X"X(5- 8] (7)
K52 ~ Fk,n—k
consecuentemente, si se fija un nivel de significacion arbitrario «, y teniendo en cuenta que la
distribucion F de Snedecor es siempre positiva, el siguiente resultado es cierto:

(B—8) X"X(B—B)<ké*F,, (o)

(a) el percentil 1-a de una variable F de Snedecor de k y n-k grados de libertad.

P =1—a«

siendoF,__ .
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Intervalos y regiones de confianza (Il)

El argumento de P[] en la expresion anterior delimita un subconjunto de R¥ que es la region de
confianza que buscamos. La derivacion de un resultado analogo para un subconjunto de los
parametros del modelo resulta inmediata.

Asimismo, mediante un desarrollo analogo al anterior se obtiene que:

M ~to, (8)

s.d.( ﬁi)
por tanto, fijando un nivel de significacion arbitrario a, se obtiene un intervalo de confianza para
el verdadero valor de un sélo parametro:

PIB —t, (a/2)sd.(B)< B <A+t (a/2)sd.(B)=1-a

H A | il 1_ ~ /DO A
siendo t, , (a/2)el percentil 1- /2 de una va
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Prevision (I): Prevision puntual

Sea un modelo de regresion lineal:
y=XpB+e (9)

Una vez estimado el modelo para una muestra de tamaino n, nos planteamos el problema de
estimar las m siguientes observaciones de la variable endégena, suponiendo que:

y =X pB+¢" (10)
en donde:
y*: Vector (mx1) con m valores desconocidos de la variable enddgena.
X Matriz (mxk) con m valores conocidos de las k variables exdgenas del modelo.

e”: Vector (mx1) de perturbaciones aleatorias, cuyas propiedades estocasticas son idénticas a
las del vector € en (9)

Utilizaremos como predictor la esperanza de y*condicionada a X'y a la estimacion de 16
obtenida por MCO a partir de la muestra (n observaciones). Formalmente:

E(y'|x.8)=y =x'8 (11)
Bajo los supuestos habituales (excepto normalidad) el predictor (11) tiene dos propiedades

fundamentales: 1) la esperanza del error de prevision es nula y 2) su varianza es minima
dentro de la familia de predictores lineales con esperanza nula del error.
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Prevision (lI): Propiedades de la prevision puntual

1) Esperanza del error de prevision. Si definimos el error de prevision como:
v =y -y (12)
restando (11) y (10), se obtiene:
y -y =X(8-8)-
por tanto, si 3 es un estimador insesgado, al tomar esperanzas a ambos lados de (12) resulta:

~ %

£ (7)o
2) Eficiencia. En primer lugar obtendremos la expresion de la varianza del error de prevision.
Por definicion:
.
e }
1

cov(y')=E(y'y™)=€{[x" (8- 8) <X (35
=E|\X'(B-p)(B-8) X7 +eeT X' (B-p)eT (B p) X7

Por la hipétesis de ausencia de autocorrelacion, los errores en (9) y (10) son independientes y
las esperanzas de los productos cruzados en la expresion anterior son nulas, de donde resulta:

~ % * -1 *
cov(y')=c'|I+ X (X"X) X7 (13)
Si en vez de (11) se utilizara un predictor lineal alternativo, }7 = X*B la matriz de covarianzas

de la prediccién seria: cov(y* - y*> =o'+ X COV(SB X Ty, por el teorema de Gauss-
Markov Cov(}?* _ y") _ COV(}7*> es una matriz semidefinida positiva.
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Prevision (lll): Prevision por intervalo

Bajo las hipotesis habituales, y es una combinacion lineal de variables aleatorias normales,

por lo que:
-1

~ %

} yTI+X (XTX) XT| y
; ~ X

o
en donde el denominador de la ultima expresion es desconocido. Teniendo en cuenta
nuevamente el resultado (3) y la independencia de ambas distribuciones, se cumplira que:

g+ X (XTX) XT|

y ~N { 0,0’ [I + X (xTx)‘1 X

~ %

y

a9 ~ |:m n—k
Mo ’
Por tanto, si se fija un nivel de significacién arbitrario «, se tiene que:
- * _1 ~
P{y*T[Hx*(xTx) lxﬂ y <mé’F, , (a )1:1—04
L ! J

siendo F_ (a)el percentil 1- o de una variable F de Snedecor de m y n-k grados de
libertad. En el caso particular de la prevision un periodo hacia adelante, tendriamos que:

yn+1 —You _ yn+1 —You
6\/1—|—X;TH (XTX>_1 X;H S'd'(yn+1)

=P Yoty (/2)80.(Y, ) < Voo < Vo o (a/2)sd. (Y, )| =1-a
siendot (a/Z) el percentil 1- o/2 de una variable t de Student de n-k grados de libertad.
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Estimacion restringida (1)
En ocasiones, puede resultar interesante estimar un modelo de regresion sujeto a
restricciones lineales del tipo (1), porque:

» un analisis previo indica que estas restricciones son plausibles e imponerlas permite
obtener estimaciones mas precisas, o bien,

* se desea contrastar si la muestra rechaza estas restricciones, comparando los
resultados que se obtienen estimando libremente y con restricciones

Las restricciones lineales pueden imponerse:
* por sustitucién, o
« aplicando el método de minimos cuadrados restringidos linealmente (MCRL).

Ejemplo (estimacion restringida mediante sustitucion): Sea la siguiente funcion Cobb-
Douglas transformada logaritmicamente:

Iny, =3, + B,Ink, + 3,Inl. +¢, (t=12,...,n)

... Y supongamos que se quiere imponer la restriccion ,81 + ,()’2 — 1 (rendimientos constantes
de escala). Esto puede conseguirse reescribiendo el modelo como:

Iny, =8, + 5, Ink, +(1—58,))Inl, +¢,; Iny, —Inl. = 3, + B,(Ink, —Inl,) +¢, ;

k
In%zﬁo +ﬁ1|n|_t+5t

t t

Por tanto, la restriccién puede imponerse eliminando un parametro y transformando las
variables, lo que da lugar a un nuevo modelo que puede estimarse libremente por MCO.
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Estimacion restringida (lI): Estimador MCRL
Asimismo, se pueden imponer restricciones generales sobre las estimaciones resolviendo el
problema: _ A A -
Min S(B)=(y —XB)" (y - XB)
sujeto a: AB =cC
.. cuyo Lagrangiano es: £(3, u) = (y — X8)" (y — X B)+ p" (A3 — ¢)o0, equivalentemente:
L(BN)=(y —XB) (y — XB)+2X"(AB —c)
—yTy—28"X"y+ B X"XB+2XTAB —2X"¢c
=yTy —28"X"y + BTX"XB+2B"ATA-2¢"\

Las condiciones de primer orden para la resolucion del problema son:

oL o .
8,3() 0;— 2XTy + 2XTXIBMCRL + 2AT}‘MCRL =0; IBMCRL Buco — (XTX> AT}‘MCRL
9L0)

I =0; ABMCRL =C

sustituyendo la primera condicion en la segunda se obtiene: :
5 Ty\ ! AT . Tyv\ ! aT| 5
Aﬁmco_A(X X) A" Mycre = € 5 Aucre = A(X X) A ] (A/@MCO_C)
y sustituyendo de nuevo este resultado en la primera condicion resulta:

Buon = Puco —(XX) AT[A(X7X)" 47| (AByeo ) (1)
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Estimacion restringida (11l): Propiedades del estimador MCRL

Las propiedades del estimador restringido, en comparacion con las del MCO, son:

« Si las restricciones son ciertas y el estimador MCO es insesgado, el estimador MCRL
también es insesgado. Analogamente, si las restricciones son falsas, el estimador
MCRL es sesgado.

* La matriz COV(,@MCO )— COV(,BAMCRL) es semidefinida positiva, por lo que el estimador
MCRL tiene menos incertidumbre que el MCO y, consecuentemente,

* si las restricciones son ciertas, el estimador MCRL es mas eficiente que el MCOf.

* La suma de cuadrados de los residuos del estimador MCRL es mayor o igual que la
del estimador MCO:S(3,,cr, ) = S(Buco)

Esta ultima propiedad sugiere que la contrastacion de hipotesis podria reducirse a estudiar si
imponer la hipotesis como restriccion cambia significativamente el ajuste del modelo.
Concretamente, siH, : A3 = ¢ es cierta, el contraste habitual de hipétesis puede realizarse
a partir de los estadisticos:

F— n—Kk S(BMCRL)_S(BMCO) ~E

(15)

3 m,n—k
m S(Buco) H,
F:n_kanco_RI\acm ~ E (16)
m 1-Rio oy "

0

T Esto no contradice el Teorema de Gauss-Markov, ya que MCRL utiliza mas informacioén (las restricciones) que MCO.
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Estimacion restringida (IV): Demostraciones
Para demostrar que (15) es equivalente a (4) partimos de:
é\MCRL:y_XI?MCRL:ij/BMCRII.\_i_XIBMCO_X16MC’(\): .
=Yy _XIBMCO _X(IBMCRL - IBMCO) - émco _X(/BMCRL - IBMCO)

2 _ AT 2 . 2 _ AT A .
Por tanto, denotando s(8y,cr, ) = EycriEmcrr 3 S(Buco) = Emcotmeo ¥ t€NIENdO €N cuenta que,
por las propiedades de MCO, las variables explicativas son ortogonales a los residuos:

S(Bucr) = S(Buco) + (IBAMCRL — Buco )T XX (IéMCRL - /émco);
S(IéMCRL )— S(/B:MCO) - (IBAMCRL o Bmco )T XX (IBAMCRL - /BAMCO); por(14)
S(Bucre) —S(Buco) =

= (AByco—c) |A(XTX) " AT

= (ABuco—c) |A(X"X) ' AT| (Afyeo—c)

por tanto, la diferencia de sumas residuales coincide con el numerador del estadistico F
habitual. En cuanto al denominador, es trivial que:

- m -
maf ZHS(IBMCO)
La expresion (16) se obtiene inmediatamente teniendo en cuenta que, por definicién:
SBuco) . g> 1 S(Buca)
~ \T R ’ MCRL ~— ~ AT R
(y_“y) (y_“y) (y_“y) (y_“y>
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