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Contraste de hipótesis (I): Hipótesis generales-1
Se trata de contrastar el cumplimiento de m hipótesis lineales de la forma:

0 :H =A cβ (1)

en donde A es una matriz (m×k) de números reales, de rango m, β es un vector (k×1) de valores 
de parámetros del MLG y c es un vector (m×1) de números reales.

Para evaluar en qué medida los datos dan soporte a la hipótesis buscaremos una medida de 
distancia escalar, computable y que tenga una distribución conocida bajo H0.

Sea                     , la desviación a que     da lugar con respecto al cumplimiento estricto de (1). 
Suponiendo que se cumplen las hipótesis del MLG, la distribución de δ bajo H0 es:

ˆδ = −A cβ β̂

este estadístico no es adecuado para contrastar (1) ya que: a) es un vector, lo que no permite 

εδ σ −⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦
2 1

0

, ( )∼N
H

T TX A X X A0

p ( ) y q ) , q p
contrastar conjuntamente todas las hipótesis, y b) su distribución depende de parámetros 
desconocidos. A partir de δ puede formarse un nuevo estadístico cuya distribución condicional es:

ˆ ˆ( ) ( ) ( )T −−⎡ ⎤ 11T TA c A X X A A cβ β

que se llama distancia de Mahalanobis. Este estadístico es una medida escalar de distancia al
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que se llama distancia de Mahalanobis. Este estadístico es una medida escalar de distancia al 
cumplimiento de la hipótesis nula, pero depende de un parámetro desconocido, εσ

2



Contraste de hipótesis (II): Hipótesis generales-1

Bajo las hipótesis del MLG puede demostrarse que:

σ̂2

y que esta variable aleatoria es independiente de (2). Por tanto dividiendo (2) y (3), y 
i d H i t bti

( ) n kn k ε

ε

σ
χ

σ −− 2
2 ∼ (3)

suponiendo que H0 es cierta, se obtiene:

ˆ ˆ( ) ( ) ( )T

m σ

−−⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦
11
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T TA c A X X A A cβ β
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−=
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o, equivalentemente:

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
ˆ

T

m n kF F
−−

−

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦=

11

2 ∼
T TA c A X X A A cβ β (4)

El estadístico F es computable, ya que no depende de parámetros desconocidos, y escalar, por 
lo que mide la distancia total al cumplimiento conjunto de todas las hipótesis.

,ˆ m n km Hεσ
2

0
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lo que mide la distancia total al cumplimiento conjunto de todas las hipótesis.



Contraste de hipótesis (III): Casos particulares-1

Si se desea contrastar una sola hipótesis, la expresión (1) puede escribirse como:

0 :H c=Ta β
en donde a es un vector k x1 de números reales y c es un escalar. En este caso, la 
expresión (4) se simplifica a:

0 β

ˆ( )cF F− 2Ta β

y la raíz cuadrada de este estadístico se distribuye como una t de Student:

,
( )

( )ˆ n kF F
Hεσ

−−= 12 1

0

∼T Ta X X a
β

ˆ

( )ˆ
n k

ct t
Hεσ

−−

−
=

1

0

∼
T

T T

a
a X X a

β
(5)

Un contraste muy importante de este tipo es el de significación individual de un parámetro, 
en donde la hipótesis nula es                     y, por tanto, el estadístico de contraste queda:0 : iH β = 0 

β̂
ˆ ˆ. .( )

i
n k

i

t t
s d H

β
β −=

0

∼ (6)
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Contraste de hipótesis (IV): Casos particulares-2

A veces resulta interesante contrastar conjuntamente la hipótesis de que un grupo de 
parámetros sea estadísticamente distinto de cero Por ejemplo si se desea contrastar laparámetros sea estadísticamente distinto de cero. Por ejemplo, si se desea contrastar la 
significación de las h últimas componentes de β, la hipótesis nula se formularía como:

[ ]0 :H
⎡ ⎤
⎢ ⎥ =⎢ ⎥⎣ ⎦

0 0h I  
β
β

1

donde            son subvectores de β de dimensiones (k-h) y h, respectivamente, e Ih es la 
matriz identidad de dimensión (h×h). Particularizando (4) para este caso, se obtiene:

⎢ ⎥⎣ ⎦β2

,1 2β β

1

en donde V22 es la submatriz (h×h) rectangular inferior de                 tal que                       

( )
,

ˆ ˆ

ˆ h n kF F
h εσ

−

−=

1

2
∼

T
2 2 2 2Vβ β

( )−1TX X ˆˆcov( )ˆεσ =2
2 2 2V β22 ( ) g q( ) ( )ε 2 2 2β
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Estrategias de contraste (I): nivel de significación

A partir de una medida de distancia escalar, computable y que tiene una distribución 
conocida bajo H0, pueden adoptarse dos estrategias básicas de contraste.

La primera consiste en escoger a priori un nivel de significación para el contraste que

Nivel de

La primera consiste en escoger a priori un nivel de significación para el contraste, que 
mide el máximo riesgo que se está dispuesto a asumir de rechazar erróneamente H0. 

Nivel de

Nivel de 
significación

Nivel de 
confianza

Nivel de 
confianza

Zonas designificación

Zona de no Zona de Zona de no

Zonas de 
rechazo

rechazo rechazo

Elegir un nivel de significación concreto permite dividir el conjunto de valores posibles del 
estadístico en dos zonas: la zona de no rechazo y la zona de rechazo. Si el valor muestral 
d l t dí ti l d h d id l hi ót i l f l E

Zona de no 
rechazo

del estadístico cae en la zona de rechazo, se decide que la hipótesis nula es falsa. En caso 
contrario, la muestra no permite rechazar la hipótesis. Debe tenerse en cuenta que no 
rechazar H0 no es lo mismo que aceptar H0.

La configuración de las zonas de rechazo y no rechazo depende de la distribución del
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La configuración de las zonas de rechazo y no rechazo depende de la distribución del 
estadístico bajo H0 y del tipo de hipótesis (de una cola, de dos colas, ...).



Estrategias de contraste (II): p-valor

La segunda estrategia consiste en medir el nivel de significación marginal (o p-valor) del 
estadístico.

El p-valor mide el riesgo de rechazar erróneamente H0, dado el valor que se ha obtenido del 
estadístico. Por tanto, cuanto menor sea el p-valor, más evidencia tenemos en contra de la 
hipótesis nula y más tenderemos a rechazarla.

p-valor

p-valor

Valor del 
estadístico Valor del 

estadístico

A b t t i ( i i i l d i ifi ió l t t d idiAmbas estrategias (escoger a priori un nivel de significación para el contraste y decidir a 
partir del p-valor) son válidas. Suele usarse más el p-valor, porque es menos arbitrario y, 
además, los programas econométricos modernos suelen calcularlo de forma automática.
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Intervalos y regiones de confianza (I)
A veces interesa calcular entre qué valores pueden oscilar los parámetros para un nivel de 
confianza dado. Además de su propio interés, los intervalos de confianza o regiones de 
confianza resultantes pueden usarse como una estrategia alternativa de contraste de hipótesis.

Para calcular intervalos de confianza necesitamos relacionar los parámetros desconocidos con 
valores computables, mediante una expresión con una distribución conocida bajo hipótesis 
estándar. Bajo las hipótesis del MLG, se cumple que:                                         y,  por tanto:( )ˆ ,N εσ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

12∼ TX Xβ β
T

el denominador de este estadístico no puede evaluarse, ya que la varianza del error es

⎣ ⎦
( ) ( )ˆ ˆ

k
ε

χ
σ

2
2

∼

T TX Xβ− β β− β

el denominador de este estadístico no puede evaluarse, ya que la varianza del error es 
habitualmente desconocida. Utilizando de nuevo (3) y teniendo en cuenta que ambas variables 
son independientes, llegamos al siguiente resultado:

( ) ( )ˆ ˆT TX Xβ− β β− β (7)

consecuentemente, si se fija un nivel de significación arbitrario α, y teniendo en cuenta que la 
distribución F de Snedecor es siempre positiva, el siguiente resultado es cierto:

( ) ( )
,ˆ k n kF

k εσ
−2

∼
β β β β ( )

distribución F de Snedecor es siempre positiva, el siguiente resultado es cierto:

siendo el percentil 1-α de una variable F de Snedecor de k y n-k grados de libertad

( ) ( ) ( ),
ˆ ˆ ˆ k n kP k Fεσ α α−

⎡ ⎤≤ = −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
2 1

T TX Xβ− β β− β

( )F α
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siendo                 el percentil 1-α de una variable F de Snedecor de k y n-k grados de libertad.( ),k n kF α−



Intervalos y regiones de confianza (II)

El argumento de P[] en la expresión anterior delimita un subconjunto de    , que es la región de 
confianza que buscamos. La derivación de un resultado análogo para un subconjunto de los 
parámetros del modelo resulta inmediata

k

parámetros del modelo resulta inmediata.

Asimismo, mediante un desarrollo análogo al anterior se obtiene que:

ˆ
i i t∼β − β (8)

por tanto, fijando un nivel de significación arbitrario α, se obtiene un intervalo de confianza para 
el verdadero valor de un sólo parámetro:

( )ˆ. . n k
i

t
s d −∼

β
(8)

siendo el percentil 1 α/2 de una variable t de Student de n k grados de libertad

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ/ . . / . .i n k i i i n k iP t s d t s dα α α− −
⎡ ⎤≤ ≤ + = −⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2 1β − β β β β

( )/t α 2siendo                  el percentil 1- α/2 de una variable t de Student de n-k grados de libertad.( )/n kt α− 2

Ver. 28/09/2006, Slide # 12



Índice
• Contraste de hipótesis generales

• Estrategias de contraste• Estrategias de contraste

• Intervalos y regiones de confianza

• Previsión

• Estimación restringida

Ver. 28/09/2006, Slide # 13



Previsión (I): Previsión puntual
Sea un modelo de regresión lineal:

= +y X β ε (9)

Una vez estimado el modelo para una muestra de tamaño n, nos planteamos el problema de 
estimar las m siguientes observaciones de la variable endógena, suponiendo que:

= +* *y X ∗β ε (10)
en donde:

: Vector (mx1) con m valores desconocidos de la variable endógena.

: Matriz (mxk) con m valores conocidos de las k variables exógenas del modelo

= +y X β ε (10)

*y
*X : Matriz (mxk) con m valores conocidos de las k variables exógenas del modelo.

: Vector (mx1) de perturbaciones aleatorias, cuyas propiedades estocásticas son idénticas a 
las del vector    en (9)

U ili di l d di i d l i ió d

X
∗ε

ε
* *X βUtilizaremos como predictor la esperanza de     condicionada a      y a la estimación de 

obtenida por MCO a partir de la muestra (n observaciones). Formalmente:
y *X β

( )ˆ ˆˆ,E = =* * * *y X y Xβ β (11)

Bajo los supuestos habituales (excepto normalidad) el predictor (11) tiene dos propiedades 
fundamentales: 1) la esperanza del error de previsión es nula y 2) su varianza es mínima 
dentro de la familia de predictores lineales con esperanza nula del error

( )y yβ β ( )
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dentro de la familia de predictores lineales con esperanza nula del error. 



Previsión (II): Propiedades de la previsión puntual
1) Esperanza del error de previsión. Si definimos el error de previsión como:

t d (11) (10) bti

ˆ= −�* * *y y y (12)

restando (11) y (10), se obtiene:

por tanto, si     es un estimador insesgado, al tomar esperanzas a ambos lados de (12) resulta:
( )ˆˆ − = − −* * *y y X ∗β β ε

β̂

2) Eficiencia. En primer lugar obtendremos la expresión de la varianza del error de previsión. 
Por definición:

β

( )E = 0�*y

Por definición:

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( ) ( )

ˆ ˆcov

ˆ ˆ ˆ ˆ

T

T T

E E

E

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+⎢ ⎥

� � �* * *T * *

* *T T * T *T

y y y X X

X X X X

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

β β ε β β ε

β β β β ε ε β β ε ε β β

Por la hipótesis de ausencia de autocorrelación, los errores en (9) y (10) son independientes y 
las esperanzas de los productos cruzados en la expresión anterior son nulas, de donde resulta:

( )( ) ( ) ( )E= − − + − − − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
T T T TX X X Xβ β β β ε ε β β ε ε β β

⎡ ⎤1

Si en vez de (11) se utilizara un predictor lineal alternativo,                   la matriz de covarianzas 
de la predicción sería:                                                                 y, por el teorema de Gauss-

( ) ( )cov σ
−⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
12�* * T *Ty I X X X X (13)

=
�� * *y X β

( ) ( )cov covσ− = +2
�� * * * *Ty y I X Xβ
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p y p
Markov                                            es una matriz semidefinida positiva.

( ) ( )y y β
( ) ( )cov cov− −
� �* * *y y y



Previsión (III): Previsión por intervalo
Bajo las hipótesis habituales,      es una combinación lineal de variables aleatorias normales, 
por lo que:

�*y

{ }⎡ ⎤1 ( )
−−⎡ ⎤ 11� �*T * T *T *I X X X X

en donde el denominador de la última expresión es desconocido. Teniendo en cuenta 
l l d (3) l i d d i d b di ib i li á

( ){ },N σ
−⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

0
12� ∼* * T *Ty I X X X X ( )

mχσ

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦ 2
2 ∼

T T Ty I X X X X y

nuevamente el resultado (3) y la independencia de ambas distribuciones, se cumplirá que:

( )
,ˆ m n kF

mσ

−−

−

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

11

2

� �
∼

*T * T *T *y I X X X X y

Por tanto, si se fija un nivel de significación arbitrario α, se tiene que:
mσ

( ) ( ),ˆ m n kP m Fσ α α
−−

−

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎪ ⎪+ ≤ = −⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦

11 2 1� �*T * T *T *y I X X X X y

siendo                 el percentil 1- α de una variable F de Snedecor de m y n-k grados de 
libertad. En el caso particular de la previsión un período hacia adelante, tendríamos que:

( ),m n kF α−

( )⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

ˆ ˆy y y y− −1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* * ˆ. .ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ/ . . / . .

n n n n
n k

T n
n n

k k

y y y y
t

s d y

P y t s d y y y t s d y

σ

α α α

+ + + +
−−

+
+ +

=
+

⎡ ⎤⇒ − ≤ ≤ + = −⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 1 1

1
1

1 1

1 1 1 1 1

1

2 2 1

∼
Tx X X x
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siendo                  el percentil 1- α/2 de una variable t de Student de n-k grados de libertad.( )/n kt α− 2

( ) ( ) ( ) ( )/ . . / . .n n k n n n n k nP y t s d y y y t s d yα α α+ − + + + − +⇒ ≤ ≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦1 1 1 1 12 2 1
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Estimación restringida (I)
En ocasiones, puede resultar interesante estimar un modelo de regresión sujeto a 
restricciones lineales del tipo (1), porque:

• un análisis previo indica que estas restricciones son plausibles e imponerlas permite 
bt ti i á i biobtener estimaciones más precisas, o bien,

• se desea contrastar si la muestra rechaza estas restricciones, comparando los 
resultados que se obtienen estimando libremente y con restricciones 

Las restricciones lineales pueden imponerse:Las restricciones lineales pueden imponerse:
• por sustitución, o
• aplicando el método de mínimos cuadrados restringidos linealmente (MCRL).

Ejemplo (estimación restringida mediante sustitución): Sea la siguiente función CobbEjemplo (estimación restringida mediante sustitución): Sea la siguiente función Cobb-
Douglas transformada logarítmicamente:

y supongamos que se quiere imponer la restricción (rendimientos constantes
ln ln ln ( , , , )t t t ty k l t nβ β β ε= + + + =0 1 2 1 2 …

β β+ = 1... y supongamos que se quiere imponer la restricción                      (rendimientos constantes 
de escala). Esto puede conseguirse reescribiendo el modelo como:

β β+ =1 2 1

ln ln ( )ln ; ln ln (ln ln ) ;t t t t t t t t ty k l y l k lβ β β ε β β ε= + + − + − = + − +0 1 1 0 11

Por tanto, la restricción puede imponerse eliminando un parámetro y transformando las

ln lnt t
t

t t

y k
l l

β β ε= + +0 1
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Por tanto, la restricción puede imponerse eliminando un parámetro y transformando las 
variables, lo que da lugar a un nuevo modelo que puede estimarse libremente por MCO.



Estimación restringida (II): Estimador MCRL
Asimismo, se pueden imponer restricciones generales sobre las estimaciones resolviendo el 
problema: ˆ ˆ ˆMin ( ) ( (

ˆ
S

j t

= − ) − )β β β

β

Τy X y X

A
... cuyo Lagrangiano es:                                                                                o, equivalentemente:ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ( ), = − ) − )+ −L β μ β β μ βΤ Τy X y X A c

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ( )) )+2β λ β β λ βΤ Τy X y X A cL

:sujeto a =βA c

( ) ( ( ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

, = − ) − )+2 −

= − + +2 −2

= − + +2 −2 

2

2

β λ β β λ β

β β β λ β λ

β β β β λ λ

Τ Τ T Τ T Τ Τ

Τ Τ T Τ T Τ Τ Τ

y X y X A c

y y X y X X A c
y y X y X X A c

L

Las condiciones de primer orden para la resolución del problema son:

( )−∂
= − + +2 = = −

∂
0 0

1
2 2 ;

() ˆ ˆ ˆ;ˆ
L β λ β β λ
β

T T Τ T Τ
MCRL MCRL MCRL MCO MCRLΤ X y X X A X X A

sustituyendo la primera condición en la segunda se obtiene:
λ

∂
∂

= =
∂

0
() ˆ;L

β

βMCRLA c

sustituyendo la primera condición en la segunda se obtiene:

y sustituyendo de nuevo este resultado en la primera condición resulta:
( ) ( ) ( )ˆ ˆ;

−− −⎡ ⎤− = = −⎢ ⎥⎣ ⎦

11 1T Τ T Τ
MCO MCRL MCRL MCOA A X X A c A X X A A cβ λ λ β

⎡ ⎤ 1
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( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ
−− −⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

11 1T Τ T Τ
MCRL MCO MCOX X A A X X A A cβ β β (14)



Estimación restringida (III): Propiedades del estimador MCRL

Las propiedades del estimador restringido, en comparación con las del MCO, son:

• Si las restricciones son ciertas y el estimador MCO es insesgado, el estimador MCRL 
también es insesgado Análogamente si las restricciones son falsas el estimadortambién es insesgado. Análogamente, si las restricciones son falsas, el estimador 
MCRL es sesgado.

• La matriz                                             es semidefinida positiva, por lo que el estimador 
MCRL tiene menos incertidumbre que el MCO y consecuentemente

ˆ ˆcov( ) cov( )−β βΜCΟ ΜCRL
MCRL tiene menos incertidumbre que el MCO y, consecuentemente,

• si las restricciones son ciertas, el estimador MCRL es más eficiente que el MCO†. 

• La suma de cuadrados de los residuos del estimador MCRL es mayor o igual que la 
del estimador MCO: ˆ ˆ( ) ( )S S≥β βdel estimador MCO:

Esta última propiedad sugiere que la contrastación de hipótesis podría reducirse a estudiar si 
imponer la hipótesis como restricción cambia significativamente el ajuste del modelo. 
Concretamente si es cierta el contraste habitual de hipótesis puede realizarse

( ) ( )S S≥β βΜCRL ΜCΟ

0 :H =A cβConcretamente, si                        es cierta, el contraste habitual de hipótesis puede realizarse 
a partir de los estadísticos:

0 :H A cβ

,

ˆ ˆ( ) ( )
ˆ( ) m n k

S Sn kF F
m S H

−

−−
= ∼

β β
β

ΜCRL ΜCΟ

ΜCΟ

(15)
( )S H0
βΜCΟ

2 2

2

0
1 ,

MCO MCRL
m n k

MCO

R Rn kF F
m R H

−

−−
=

−
∼ (16)
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† Esto no contradice el Teorema de Gauss-Markov, ya que MCRL utiliza más información (las restricciones) que MCO.



Estimación restringida (IV): Demostraciones
Para demostrar que (15) es equivalente a (4) partimos de:

( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

= − = − + − =ε β β β β
β β β β β

MCRL MCRL MCRL MCO MCOy X y X X X
X X X

Por tanto, denotando                                                                              y teniendo en cuenta que, 
por las propiedades de MCO, las variables explicativas son ortogonales a los residuos:

( ) ( )= − − − = − −β β β ε β βMCO MCRL MCO MCO MCRL MCOy X X X
ˆ ˆ( ) ˆ ˆ ; ( ) ˆ ˆT Ts s= =β ε ε β ε εMCRL MCRL MCRL MCO MCO MCO

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆT

( ) ( )
( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ;

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ; por (14)
ˆ ˆ( ) ( )

T

T

s s

s s
s s

= + − −

− = − −

=

β β β β β β

β β β β β β

β β

T
MCRL MCO MCRL MCO MCRL MCO

T
MCRL MCO MCRL MCO MCRL MCO

X X

X X

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
ˆ ˆ

ˆ

T

T

s s
− −− − − −

− =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

1 11 1 1 1

β β

β β

β

MCRL MCO

T Τ T T T Τ T Τ
MCO MCOA c A X X A A X X X X X X A A X X A A c

A c A X( ) ( )ˆ
−−⎡ ⎤

⎢ ⎥
11

βT ΤX A A c

por tanto, la diferencia de sumas residuales coincide con el numerador del estadístico F
habitual. En cuanto al denominador, es trivial que:

( )= −βMCOA c A X( ) ( )−⎢ ⎥⎣ ⎦
βMCOX A A c

ˆm

La expresión (16) se obtiene inmediatamente teniendo en cuenta que, por definición:

ˆ( )ˆ mm S
n kεσ =

−
2 βΜCΟ

ˆ ˆ( ) ( )S S2 2β β
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( );

ˆ ˆ ˆ ˆ
MCO MCRL

S SR R= − = −2 21 1
β β

− μ − μ − μ − μ
ΜCΟ ΜCRL

T T

y y y yy y y y
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