NOTAS DE CLASE DE MACROECONOMIA
SUPERIOR 11

EQUILIBRIO GENERAL EN UNA ECONOMIA
CON DOS PERIODOS

VALORACION DE ACTIVOS

Esther Fernandez y Jesus Ruiz



DETERMINANDO EL TIPO DE INTERES DE
EQUILIBRIO EN UNA ECONOMIiA CON DOS
CONSUMIDORES Y DOS PERIODOS

Existen dos agentes representativos con idénticas preferencias pero con
dotaciones de bienes diferentes en cada instante:
CONSUMIDOR A:
. Dotacién periodo 1: ¢’
. Dotacién periodo 2: &'
CONSUMIDOR B:
. Dotacién periodo 1:af
. Dotacién periodo 2: ¥
DOTACIONES TOTALES POR PERIODO:
M= wf + C‘f
Yy = a{‘ + af
PROBLEMA DEL CONSUMIDOR A:
Max In ¢/ +BInc]

sujetoa: ¢ +s! =’

ol =(1+r)s’ +a

Solucion al problema:
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PROBLEMA DEL CONSUMIDOR B:

Max Inc” + BlInc,

clB,sB,cg
. B B _
sujetoa: ¢ +s° =af

o =(1+r)s” +af

Solucioén al problema:
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CONDICION DE EQUILIBRIO (lo que un agente ahorra es lo que pide
prestado el otro agente):

A B _ — — — — 4 B — 4 B
s7+s° =0 = 5=0 ¢ =y,c, =y,,donde ¢, =c¢ +¢,c, =c; *c,

De la condicion de equilibrio obtenemos el tipo de interés de equilibrio:
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Por tanto:
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DEFINICION _DE__EQUILIBRIO _GENERAL _(bajo utilidad
logaritmica)

Bajo el supuesto de que las dotaciones de bienes son no almacenables:
Un equilibrio competitivo es un tipo de interés {r} y unas asignaciones
{cl,cz} tales que:
a) el consumidor maximiza su utilidad sujeto a la restriccion
presupuestaria, tomando como dado el tipo de interés

c, =B (+r)c

b) la oferta se iguala a la demanda en los dos periodos:
c, =y,t=1L2 = s=0



VALORACION DE ACTIVOS (ASSET PRICING)

1. ACTIVOS SIN RIESGO

1.1 Valoracion de un activo

Suponga un individuo que vive dos periodos y decide cuanto consumir
en cada periodo. Suponga que la renta del segundo periodo no es
conocida con certeza, es decir, la renta del segundo periodo es una
variable aleatoria con una funcion de distribucion determinada, conocida
por el individuo. Suponga que en el primer periodo dispone de una renta
exogena (y,) y de activos sin riesgo (por ejemplo, bonos) que ha
heredado (4,), los cuales pagan un dividendo (d,) por cada activo. El
precio de compra/venta de cada activo es ¢,. En el primer periodo
decide, por tanto, cuanto consumir y cuanto de su renta dedica a comprar
activos (4,). En el segundo periodo decide cuanto consumir a partir de la
renta exdgena del periodo 2, y de renta obtenida 1) del cobro de los
dividendos (conocidos con certeza en el periodo 1) de los activos
comprados en el periodo anterior, y i1) de la venta de tales activos al
precio ¢,, conocido también con certeza en el periodo 1. Por tanto, el
problema sera:

Max  Ule)+BE[U(e)]

sujetoa: ¢ +q,4, =y, +(q, +d,)4, [1]
¢, =y, t(q, td,))4

el cual, es equivalente a este otro:

Max  U(c)) + B E[U(c,)]

sujetoa: ¢ + el c, =y, +(q, +d)4, + Ell y -
0 q, +d, ’ 1 b q, td, ’



De las condiciones de primer orden obtenemos la condicidn de Euler
habitual:

q,U'(c)=BE[U'c,)(q, +d,)] [3]
0, lo que es lo mismo,
¢, U'(c)) = Blg, +d,) E[U'(c,) | (4]

Esta condicion nos dice que el coste de no consumir hoy por comprar un
activo al precio ¢g,, en términos de utilidad , (es el lado izquierdo de [4]),
debe ser igual al beneficio que obtenemos en el periodo 2, esto es, los
pagos del dividendo mas el precio de venta de la accion, descontados, en
términos de utilidad esperada futura.
Por tanto, el precio del activo es:
¢ = ,BE{U (), ”’2)} (5]
U'¢)

Suponga el caso particular en que este agente no hereda ningtn activo en

el periodo 1 (4,=0); ademés suponga que en el periodo 2 no puede
vender el activo, por lo que el beneficio que obtiene del mismo proviene
unicamente del pago del dividendo (gq,=0), y el pago del dividendo
supongamos que vale 1; adicionalmente suponga que la funcién de
utilidad en cada instante es la logaritmica; en este caso el valor del
activo es

@ =/3E{ﬁ} [6]

)

Teniendo en cuenta que, en equilibrio, el consumo agregado es igual a la
dotacion de renta agregada de cada periodo (¢, =y,,c, =y,), la
valoracion de este activo sin riesgo (un bono por el que se paga g,
unidades en el periodo 1 y da una unidad de dividendo el periodo
siguiente) es

=B E {%} [7]



Por ejemplo, si la renta del periodo 2 siguiera un distribucion binomial
de modo que tomara el valor y,” (renta alta) con una probabilidad p“,y
el valor »,” (renta baja) con una probabilidad p” =1- p, el valor del
activo sin riesgo seria
_ N e )
a —ﬁ{—;p +—Lp"} [8]
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1.2 Rentabilidad de un activo sin riesgo

Cuando estudiamos el modelo de decision consumo-ahorro, en un
contexto con incertidumbre, la condicion de primer orden que debia
satisfacerse (aquélla en que la relacién marginal de sustitucion esperada
entre consumo hoy y mafiana debia ser igual a la rentabilidad bruta del

I _ Ule,) | _ <
m_lBE|:U'(Cl):|U(c,)‘lnc,ﬁE|:cz:| [9]

Si comparamos esta condicion con [5] obtenemos a qué es igual la
rentabilidad del activo sin riesgo:

lep=tth [10]
4,
Para el caso particular que hemos sefialado antes, si comparamos [9] con
[6], obtenemos a qué es igual la rentabilidad del activo sin riesgo:

1+r :i [11]
q,

ahorro), era



2. ACTIVOS CON RIESGO

2.1 Valoracion de un activo con riesgo

Supongamos ahora que este agente puede comprar activos cuyo
dividendo en el periodo 2 no es conocido en el periodo 1 con total
certidumbre. En este caso, el agente so6lo dispone como informacion en
el periodo 1, la distribucion de probabilidad del dividendo de tal activo
para el periodo siguiente. Supongamos también que en el Gltimo periodo
no puede vender los activos comprados en el periodo 1, por lo que en el
periodo 2, tiene como rentas para gastar: la renta exdgena y, y el
dividendo del activo multiplicado por el nimero de activos comprados
en el periodo 1.

El problema que resuelve este agente es
Max  U(c) +,BE[U(02)]

{cl,Al,cz}
sujetoa: ¢ +1A4 =y, [12]
¢, =y, +0,4

En tal caso, la condicion de primer orden del problema de este agente
sera

m :ﬁE{U,(Cz) 52} [13]
U'le)
donde ahora el dividendo O, no puede “sacarse” fuera del operador
esperanza ya que es aleatorio. Supongamos como antes que la renta del
periodo 2 sigue una distribucion binomial asi como los dividendos del
activo con riesgo, de modo que con probabilidad p“ la renta sera alta y
ademas los dividendos seran O, . Analogamente, con una probabilidad
p” =1- p“ la renta sera baja, y cuando esto suceda, los dividendos seran
0y . Notese que &% puede ser mayor o menor que J;, es decir, cuando se
da el estado de la naturaleza con renta alta, podriamos definir que el



dividendo 9, es menor que el dividendo en el estado con renta baja,
todo dependera de si la correlacidn entre el dividendo y la renta futura es
positiva o negativa. En este caso, bajo las condiciones de equilibrio
general, y bajo el supuesto de funcion de utilidad logaritmica, el valor de
este activo con riesgo sera:

7= /{%@"p" +21 W} [14]

b Y2
2.2 Rentabilidad de un activo con riesgo

Cuando estudiamos el modelo de decision consumo-ahorro, en un
contexto con incertidumbre, donde la rentabilidad del ahorro no es
conocida con certidumbre en el periodo 1, la condicidon de primer orden
que debe satisfacerse es

_ U'(Cz)
l_ﬁE{U'(co

donde ahora el término (1+r) no puede “sacarse” fuera del operador
esperanza porque es aleatorio. Comparando [13] con [15] tenemos que la

a +r)} [15]

rentabilidad del activo con riesgo debe obtenerse de la siguiente

expresion: i i
E{@(lﬂf) =E Mi} [16]
U'(c) | _U(Cl) i
o, para el caso con utilidad logaritmica y bajo equilibrio general,
E{ﬁ(Hr) —E ﬁi} [17]
Y2 ] | o 1

Para el caso particular en el que consideramos distribuciones binomiales
tanto para la renta del periodo 2 como para los dividendos de las
acciones, el calculo de la rentabilidad seria:



1°  Si ocurre el estado de la naturaleza donde la renta es alta

w=4ﬂ@} hﬂP&Hﬂﬁ
W W

(y,), entonces

y, por tanto, la rentabilidad bajo este estado de la naturaleza es:
Ja
=—-1 [18]
7
2° St ocurre el estado de la naturaleza donde la renta es baja
(), entonces

a

r

Wz%%@}lz{%awﬂ
Vs W

y, por tanto, la rentabilidad bajo este estado de la naturaleza es:

9 _

7’ =—-1 [19]
1,
3°  En definitiva, el rendimiento esperado sera
E(ry=p'r +p"r’ :P”[Jza ‘1} +p’ (iz; ‘1j 120]
h ’71

3. DIFERENCIAS ENTRE PRECIOS DE ACTIVOS

3.1 Diferencia dada por la prima de riesgo (risk premium)

Supongamos que el activo con riesgo tiene un dividendo esperado
idéntico al activo sin riesgo, es decir, d, = E(9,).

Resultado previo: Sean x, y dos variables aleatorias; entonces
se tiene que E(x -y)=E(x)-E(y) +Cov(x,y)

10



De la expresion [13] tenemos

n, :IBE|:U’(02)52 = IB|:E|:—U’(CZ):|E[CE] +C0V£—U’(Cz) éjj|

U'(cl) U'(cl) U'(cl) ’
o= l{E ﬁ}E[@]Wov[ﬁ,az]% 21]
b wildad logrimica | |, ”

- el
E(d;—d2q1+ﬂcov( 952j

W
es decir, la diferencia entre los precios del activo con riesgo y el activo
sin riesgo no es mas que la covarianza entre la relacién marginal de
sustitucion entre consumo hoy frente a mafana y los dividendos del
activo con riesgo. A esa diferencia la denominaremos prima de riesgo:

n-q = /8 COV[Z'ECZ)) , sz =Prima de Riesgo [22]

¢

Si el pago de un activo es alto cuando ¢, es alto (bajo), entonces la
covarianza dada en la expresion [22] sera negativa (positiva) y entonces
el activo sin riesgo tiene un precio mayor (menor) que el activo con
riesgo. Este resultado es denominado CCAPM (consumption capital
asset pricing model): lo que importa es la covarianza de los
dividendos y la utilidad marginal del consumo, no la varianza de los
dividendos. Por ejemplo, si los dividendos fueran aleatorios pero no
correlacionados con el consumo en el periodo 2, la teoria dice que el
activo con riesgo deberia tener el mismo precio que el bono.

3.2 Diferencia dada por las primas de impago (default premium)
Sea un activo que paga un dividendo d, sea cual sea el estado de la

naturaleza (como un bono), si bien el emisor del activo podria no pagar
el dividendo con una probabilidad A. A este bono se le denomina “bono

11



basura”. El suceso de impago se supone incorrelacionado con el estado
de la economia. En este caso, sabemos que la prima de riesgo sera cero
ya que la covarianza entre el dividendo y la utilidad marginal del
consumo en el periodo 2 es cero. Por tanto, el unico efecto del bono
basura es sobre el pago esperado. Asi, la diferencia resultante en el
precio en relacion a un activo sin riesgo es llamada PRIMA DE
IMPAGO. La condiciéon de primer orden para un agente que decide su
consumo intertemporalmente y la compra de un activo basura es:

- E{U'(cz) y }: 2 E{U'(cz)} E[d,] -

Ule) U'c,)
— U’(CZ) (1 — . =
_IBE{—U'(CI)}[dQ (1-A) +01] [23]
=(1-A)q,

El precio del bono basura serd menor que el del bono sin riesgo, es decir,
el rendimiento del bono basura sera mayor que el del bono seguro.

4. CURVA DE RENDIMIENTOS COMO PREDICTOR DE LA
EVOLUCION DE LA ECONOMIA

Supongamos que la diferencia en el precio de los activos se debe al
vencimiento de los mismos y no en la prima de riesgo o en la prima de
impago.

Supongamos un consumidor que vive 3 periodos y puede comprar en el
periodo 1 dos activos sin riesgo (uno a corto plazo y otro a largo plazo);
uno de ellos tiene un precio ¢; y da un dividendo en el periodo 2 igual a
d; ,y el otro tiene un precio ¢, y da un tnico dividendo en el periodo 3
igual a d; . Ambos precios deben satisfacer las condiciones de primer
orden habituales:

g U'e))= BE[U'(,)] d;

[24]
g/ U'c)) = B* E[U'(c;)] ds

12



Bajo utilidad logaritmica tendriamos

C
q, =B E{—l} d,
C,

[25]

9 =B E {ﬁ} dy
G

Supongamos ahora que el dividendo que da cualquiera de los activos

(tanto a corto como a largo plazo en cada periodo) es 1

(dy =d; =d] =1).

A partir de [25] podriamos obtener las rentabilidades de estos activos

como sigue:

(A7) == :

%S _IBE(C1/Cz)eq'g;eralIBE(M/yz)

1 1 1
(1+rL)2 = = =
] %L B’ E(C1 /03) cq. general /37 E(y1 /y3)

[26]

donde 7" es el rendimiento al vencimiento o TIR del bono a largo plazo.

Al grafico que relaciona los tipos de interés con el vencimiento es
denominado ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS DE INTERES (la
curva estimada es llamada “curva de rentabilidad”). Entender la
estructura temporal de tipos de interés es crucial para las decisiones de
politica monetaria y de inversion: Si se espera un valor bagjo de c;
entonces la utilidad marginal del consumo en el periodo 3 serd alta, lo
cual implica un tipo de interés bajo y por tanto, una curva de
rendimientos con pendiente negativa. En definitiva, una curva de
rentabilidades decreciente predice una caida en el crecimiento de la
economia.

13
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4.1 Conexion entre bonos a corto y a largo plazo

Seguimos suponiendo que el dividendo que da cualquiera de los activos
(tanto a corto como a largo plazo en cada periodo) es 1.
Bajo una funcion de utilidad logaritmica:

y :ﬂzE(ﬁc_z] :E(ﬁﬁ.ﬂc_zj _
c, G c, G

[27]
=E ,8i E ,80—2 +cov ﬂi,ﬁc—z
) G G G
Si la covarianza es cercana a cero, tenemos que
g’ =q’ -E(q;)  (Condicion de arbitraje) [28]

0, lo que es lo mismo, en términos de rendimientos:

2
1 1 1
L = SE S
l+n l+n 1 +r

que, tomando logaritmos e ignorando la desigualdad de Jensen
obtenemos la HIPOTESIS DE EXPECTATIVAS DE LA
ESTRUCTURA TEMPORAL DE TIPOS:




i=—(n" +EG)) [29]

4.2 Contratos forwards

De nuevo supongamos que hay 3 periodos y que el dividendo que da
cualquiera de los activos (tanto a corto como a largo plazo en cada
periodo) es 1. En el periodo 1 firmas un contrato que dice que te
comprometes a comprar un activo en el periodo 2 por un precio
negociado hoy f,, para obtener un dividendo en el periodo 3 igual a
d,=1. ;Coémo valorar este contrato? El valor en utilidad esperada del
precio es E( BU'(c,) fl); el valor en utilidad esperada del cobro del
dividendo es E (,82 U'(c) ) En equilibrio ambos valores deben ser
iguales para que no existan oportunidades de arbitraje; por tanto, el
precio del contrato forward es (notese que f, es conocido en el instante
inicial):
- leE[U'(%)] _ a
L OBEV)] @

Uno puede garantizarse el pago de d; =1 en el periodo 3 de dos formas:

[30]

i) Comprar hoy un bono a largo al precio g;"; 6

i1)) Comprar una cantidad f, de bonos a corto y firmar un contrato
forward; cuando los bonos a corto venzan, recibes f, y utilizas este
dividendo para pagar el forward contratado para el periodo 2,
obteniendo en el periodo 3 d;=1. Ambas estrategias de inversion
tienen el mismo precio como dice [30].

En teoria, los precios forward deberian ser predictores utiles de los

precios a corto futuros.
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