TEMA: REGRESORESESTOCASTICOSEN EL MODEL O DE REGRESION LINEAL
GENERAL (MRLG).

1. Introduccioén.

La hipotesis de que los regresores del MRLG son deterministas es poco redlista y
restrictiva. Veamos 4 casos en los que no se cumple este supuesto.

A) Simultaneidad. Sea el modelo de regresion:
Yie = Bo * BoYa * B * g (D
donde ignoramos que Y., es una variable endogena que sigue el modelo:
Yo = 85 * 0,X + V, (2
Pueden plantearse distintas situaciones Si:
A.1) y,, estambién una variable explicativa de (2) o no.
A.2) Lavariable determinista x, de (1) y (2) eslamismao no.

A.3) Lostérminos de error ¢, y v, estan correlacionados o no.

Pero sin entrar en cualquiera de esas 3 situaciones, nos fijamos sélo en (1). Es evidente que la
presenciade lavariable y,, en (1) invalida el supuesto de regresores fijos o deterministas.

B) Modelos dinamicos. En el modelo de regresion:

Yo = Bo * BiYes * BoX * & ©)

La presencia de y,, como regresor en (3) invalida el supuesto, ya que
Y1 = By * BYio *t ByX_, + g, Y POrtanto, y, , esunregresor estocastico.

C) Errores de medida. Se quiere estimar e modelo:

Yo = Bo * PiX g (4)
pero no se dispone de observaciones de x, sino de unavariable distinta x,” = x, + v,, donde x,’
eslavariable realmente observaday v, esun error de medida. Por tanto, sblo es posible estimar
el modelo:

Yo = 8 + 8% * g )
que no es exactamente igual a (4). No obstante, lapresenciade x,” en (5) invalida el supuesto de

regresores fijos.

D) M odelos con expectativas. Se quiere estimar el siguiente modelo lineal:
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re=Bo + Bymy + BE(m,) + & (6)

donde r, es un tipo de interés, m, es una variable sobre cantidad de dinero (un agregado
monetario) y E,(=,.,) eslaexpectativaque setieneen t sobre latasadeinflacion futurax, ;.
Sabemos que E, (x, ;) no es mas que la prediccion a horizonte un periodo de latasa de inflacion
y por tanto, E,(xn,,,) = ., - (1), donde e (1) denotael error de prevision a horizonte uno.
Es claro que la presencia de la variable expectativa en (6) invalida € supuesto del MRLG que
estamos analizando.

2. Propiedades del estimador M CO en presencia de regresor es estocasticos.

Sea el modelo sencillo y, = B, + B, X + ¢, donde X, esestocastica. Si estimamos por
MCO en desviaciones con respecto ala media de los datos, se tiene que:

5 :Zytxt:Z(lemst)xt:B L 28X @
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Es conveniente recordar que:

1) Si x, esunavariable determinista, ﬁl es un estimador insesgado de B,, yaque E[g,] = 0.
2) Si x, esestocastica, entonces:
> &X

2
X

(8)

E[B,] =8, + E

donde la esperanza del segundo término del lado derecho de (8) es unafuncién no lineal de las
varigdbles g, y X,.

Conclusién: Cuando no puede asegurarse la insesgadez de un estimador, hay que confiar en sus
propiedades asintoticas, tratando de ver s €l sesgo del estimador tiende a desaparecer a medida
gue aumenta € tamafio de la muestra. Es decir, en lugar de centrarnos en el sesgo, nos
centraremos en la consistencia del estimador.

ANEXO 1. Definicién: Un estimador f, obtenido con una muestra de tamafio N, es un
estimador consistentede 8 si:

limPr[|B, - B| <e] =1
N-oo

cuando ¢ es una cantidad positiva, tan pequefia como queramos. Es decir, un estimador es
consistente s, en el limite (cuando N es muy grande), la probabilidad de que el estimador tome
valores tan cercanos como queramos a verdadero valor B, tiende a uno. En otras palabras, €
estimador converge en probabilidad a 3:

(9)

By - B (10)
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o bien: plim [§N = B. Tanto (9) como (10) indican la consistencia de [§N. De unaforma gréfica,
y suponiendo queladistribucionde B, seasimétricay distintostamarios muestrales n, <n,<n;...,
la consistencia implica que la distribucion muestral es menos dispersa (mas plana) a medida que
creceny cuando n = «, ladistribucion colapsaracon 3.

Lema: Paraque [§N sea un estimador consistente de f3, son condiciones suficientes:

a) lim E[B,] = B
N- oo
lim VAR[$,] = 0
N- oo
Nétese que @) y b) son condiciones suficientes de consistencia, pero no necesarias.

b)

ANEXO 2. Propiedades del operador plim (limite en probabilidad). Si tenemos dos
estimadores consistentes (B, y @), Se cumplen las siguientes propiedades:

a) plim(é, + B,) = plimé, = plimB, = a + B

b) plim(&,f,) = plimé, plimB, = a-p

c) plim(é, / By) = plima, / plimB, = a / B, Sempreque p = O.
d) plim f(a,) = f(a) sendo f unafuncion continua cualesquiera.

e) plim a = o, puesto que o esun parametro constante.

Volvamos al gjemplo inicia paraestudiar si ﬁl es un estimador consistente cuando X, es
una variable estocastica. Tomando limites en probabilidad en (7):

)X
. plimy ex, plim Nt
plimpB, = B, + =B, + (12)

plimY" x? Y X

pI|m=

thz _ Z(Xt—)f)z
N

donde usamos que es un estimador consistente de la var (x,), por lo

que: N
2
X
plim Z L= var (x,)
N
A

También sabemosque ZNtX‘ esun estimador consistente dela cov (e, X,) , por lo quevolviendo
a(11):



cov(e, %)

var (x,) (12)

pI|'m[A31 =B, +

Concluyendo, para que ﬁl seaconsistente, tiene que anularse lacovarianzaentre g, y X.
En el caso de que el regresor, alin siendo estocastico, no esté correlacionado con el error «,, €
estimador MCO seguirasiendo consistente. Pero s e regresor estacorrelacionado con el error del
modelo, el estimador MCO ni siquiera seraconsistente. En esta Gltima situacion, habra que buscar
un procedimiento distinto de estimacion.
3. Ejemplos. M odelos dinamicos.

Vamos a estudiar la consistencia del estimador MCO en distintos modelos dinamicos.
CASO 1. Supongamos € siguiente modelo dindmico:

Y, = BY, * & (13)

donde |B| < 1; g, esun proceso de ruido blanco y las variables y, e y, ; estan medidas en
desviaciones con respecto a su media. Cabe sefidar que:

a) Seincumple el supuesto de regresoresfijos, porque y, , = f(g,_,) y por tanto, el regresor de
(13) es estocéadtico.

b) El estimador MCO de B en (13) es consistente, ya que ¢, es ruido blanco. Es decir,
Y., = f(e_,) # T(a(g)), ya que g, tiene covarianza nula con e, ,. Se ha visto que esta
condicion es la que se tiene que cumplir para garantizar la consistencia del estimador MCO.

Demostracion: El estimador MCO de 3 en (13) tiene la expresion:

- B Z Yi¥iq N Z &Y

BMCO - =P I — (14)
> yil > yﬁl
Estudiamos consistencia tomando limites en probabilidad a (14):
olim > &Y 1
, 3 N COV(‘St yt,l)
plim Byeo = B + =p + ——— (15)
Z yﬁl Var(yt*l)

plim

N

Para calcular la cov(e, Y, ,), sabemos que (13) se puede escribir como:

(1 - BB)y,, = g,0bien,y, = ¢ + Bg,_, + B? , + .. = Y. B%, (16)

A partir de (16) se tiene que:



ou(s, Y1) = E(E B, ,)5] = 0 an
porque E[ge, ] = 0, Vt,s.
CASO 2: Supongamos €l siguiente modelo dinamico:
Ve = BYig * g (18)
& = @8, * & (29

donde |[B| < 1, |@,| < 1y a, esunproceso deruido blanco. Enel modelo (18) los datos estan
medidos en desviaciones con respecto ala media. En primer lugar, por el mismo motivo que en
el Caso 1, sabemos que existe un regresor estocastico en (18). En segundo lugar, sabemos que
estimador MCO de (18) esinconsistente porgue €l error sigue una estructura AR(1), en donde la
covarianzaentre ¢, Y ¢, , esdistinta de cero. Por €llo, lacovarianzaentre y, , y e, seratambién
distinta de cero.

Demostracion: El error de (18) segin (19) sigue una estructura AR(1). Ello implica que
v, = cov(e, &) = (pjlyo donde vy, = var(e,) = cﬁ/l - (pf.Ademés, igual que en el Caso 1:

olim > €Y1
cov(e, Y, ;)

P N .
plim B0 = B > . B —Var(yt,l) (20)

N

plim

cov(e, ¥, ,) = E[(Y. B%, )&l = Ele ;5] + E[Bg ] + .= @17, + B(piyo .. 20
s=0
Laconclusion esque en este caso esnecesario buscar un estimador distinto al MCO que, a menos,
sea consistente.
4. Estimador de Variables Instrumentales (V1).
En el caso del modelo (18)-(19) paraestimar consistentemente por V1, hay que buscar una
variable instrumental, denotada por z,, que sustituya al regresor y, , , de manera que cumpla dos

condiciones:

1) Uninstrumento valido para y, , hade ser unavariable distinta pero correlacionadacon ella. Es
decir, la cov(y, ; z) = O.

2) Un instrumento valido no puede estar correlacionado con el término de error, ¢,. Es decir, la
cov(e, z) = 0.



Busgueda de instrumentos validos:

En el caso que nos ocupa hay que buscar instrumento(s) vaido(s) paralavariable y, ,. Se
comienza siempre probando con el pasado de esta variable, es decir, con y, , , ¥, 5, ... EC.
Escogemos z = Y, , Y vemos si cumple las dos condiciones:

1) El instrumento esta correlacionado con y, ., de acuerdo con el propio modelo.

2) Esta condicion no secumpleyaque y, , = f(g,_,) = f(g(e,)). Enconcreto, al seguir g, un
AR(1), lacov(ge, ,) = y0<pi. Laconcluson esque no sirven como instrumentos ningun retardo
dey, ,, a no cumplir ninguno la condicion 2).

Sin embargo, s en e modelo bajo estudio se incluye ademas un regresor determinista,
denotado por x:

Yo = BYq + 0% * g (21)

siguiendo €l error un proceso AR(1), es facil encontrar un instrumento adecuado que seria X,_, .
Comprobando las dos condiciones:

1) x,_,estacorrelacionado con y, . Estoloindicael propio modelo: y, , = By, , + 8X_; + &4

2) x,_, ho esta correlacionado con ¢,. ESto es asi, porque s X, es determinista, sus retardos
también lo serén 'y por tanto, la cov(x,_,¢,) = O.

5. Estimador de Variables Instrumentales (VI).

Expresion ddl estimador de VI:

Este estimador no surge de un criterio de optimalidad, como ocurre con €l estimador MCO
gue minimiza la sumade los cuadrados de los residuos. Simplemente es un estimador consistente
Cuya expresion matricial es la siguiente:

B, = (ZTX) 12Ty (22)

donde Z es una matriz de tamafio (nxk) en la que los regresores estocasticos del modelo se
sustituyen por sus instrumentos y los deterministas se dejan en el modelo tal como aparecen. La
matriz X recoge los regresores del modelo original, sendo también de tamafio (nxk) . Por
ultimo, Y es un vector de tamafio (nx1) que recoge las observaciones de la variable enddgenadel
modelo. Enel gemplo anterior, dondey, = By, ; + X + ¢, laexpresonmatricial del estimador
por VI se ofrece a continuacion. Escribiendo las columnas de las matrices Z y X, en este caso:

Z= [Xt—l Xt] , X = [yt—l Xt]

[ﬁ] ) Z X 1Y Z X 1% B Z YiX 1
Sl [ XV XX | [ 2w

(23)



Nétese que lamatriz Z TX no es simétrica, siendo esto importante para calcular su inversa.

Propiedades del estimador de VI:

1) Esun estimador consistente. La demostracion es sencilla. Tomando limites en probabilidad a
la expresion (22):

plim B, = plim[(ZTX)*Z7Y] = plim[(ZTX)*ZT(XB + &)] =
= plim[B + (ZTX) 12 Te] = B + plim[(ZTX)1ZT¢] =

Ty |t T
Z'X pll'mZ‘S:B

(24)

=B + plim

donde plim [Z T¢]/N = 0, yaque las variables instrumentales siempre se escogen para que no
tengan correlacion con el término de error de la ecuacion.

2) No es un estimador eficiente. La matriz de varianzas-covarianzas del estimador por VI no es
necesariamente la varianza asinttica minima. La razén es que, en genera, existen multiples
instrumentosno correlacionadosconlaperturbaciony si conlasvariablesexplicativas estocasticas.
Por tanto, escogiendo un Unico instrumento, €l estimador puede que no sea€ficiente. No obstante,
a no tener otra alternativa, €l estimador por VI es, a menos, consistente.

Ejercicios para el alumno: 1) Estudiar la consistencia del estimador MCO en & modelo (13),
cuando €l error sigue una estructuradetipo MA(1) y detipo MA(2). En el caso de inconsistencia,
proponer un estimador de VI adecuado.

2) Estudiar laconsistenciadel estimador MCO en el modelo (21), cuando el término de error tiene
una estructura de tipo ARMA(1,1). En €l caso de inconsistencia, proponer un estimador de VI
adecuado.



