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1 El modelo de regresién lineal

El objeto bédsico de la Econometria consiste en especificar y estimar un

modelo de relacién entre las variables econémicas relativas a una determinada
cuestion conceptual. Por ejemplo, para conocer en profundidad el compor-
tamiento del consumo privado agregado de un pais, serd preciso especificar y es-
timar un modelo de relacién entre observaciones temporales de consumo privado
y renta disponible. De modo similar, para analizar si la expansién monetaria



en un pais ha sido inflacionista, sera preciso especificar y estimar un modelo de
relacién entre las tasas de inflacion y las tasas de crecimiento histéricas de algin
agregado monetario. En su forma mds general y, por tanto, mds abstracta, tal
modelo de relaciéon puede representarse como:

Y = f(XlaX27X37 7Xka6)

donde Y es la variable cuyo comportamiento se pretende explicar, y X1, Xo, ..., Xi

son las distintas variables que se suponen potencialmente relevantes como fac-
tores explicativos de la primera. El vector denota una lista de pardmetros que
recogen la magnitud con que las variaciones en los valores de las variables X; se
transmiten a variaciones en la variable Y.

Vamos a limitarnos aqui al estudio de modelos de relacién o modelos de
regresion lineales, es decir, del tipo:

Y =B+ 81 X1 + By Xo + B3X3 + ... + 5 X

en el que resulta evidente que los pardmetros transmiten directamente efectos
inducidos por los valores de las variables X; sobre la variable Y, que se pretende
explicar.

La estimacién de tales relaciones se efectiia a partir de informacién
muestral acerca de los valores tomados por Y, X1, Xs, ..., Xk, y trata de cuan-
tificar la magnitud de la dependencia entre ellas.

Con objeto de ganar precisién y aprender més acerca del proceso de relacién
entre las variables consideradas querremos evaluar criticamente la validez de las
hipétesis propuestas por la Teorfa Econémica acerca de las relaciones estimadas
que, en ocasiones, consistirdn en si determinada variable explicativa entra o no
en la relacién que se analiza, o si aparece con un determinado coeficiente, por
ejemplo, 1 6 -1. Ejemplos del primer tipo son las cuestiones:

1) Influye el déficit sobre los tipos de interés?

2) I Afecta el precio de la competencia a la demanda de nuestro producto?

mientras que ejemplos del segundo tipo son:

3) . Es el crecimiento monetario neutral, es decir, incide con coeficiente
unitario sobre la inflacién?

4) . Tiene la demanda de nuestro producto elasticidad-precio unitaria?

es decir, jel efecto de un aumento de un 10% en el precio es una caida del 10%
en la demanda?

Estos son problemas de inferencia estadistica, similares a los que resolvi-
mos para contrastar hipétesis acerca de la esperanza o la varianza, desconocidas,
de una determinada distribucién de probabilidad. Por tdltimo, especialmente en
cuestiones macroecondémicas, estaremos interesados en efectuar un ejercicio de
seguimiento coyuntural y de previsién de las variables analizadas. Todo ello
puede realizarse de modo riguroso mediante la utilizacién de procedimientos
econométricos que vamos a estudiar en éste y en los dos préximos capitulos.

Asi, mediante métodos econométricos, el analista econémico puede tratar
de responder a preguntas como:

1) jcudles son los determinantes de la tasa de inflacién?



2) sobre la base de la informacién histérica disponible, ;cudl es la im-
portancia cuantitativa de cada uno de dichos determinantes?

3) . podemos contrastar algunas de las implicaciones de la Teoria Econémica
acerca del efecto que variables como el crecimiento monetario tienen sobre la
tasa de inflacién?

4) Lqué sugiere el modelo que hemos estimado para la tasa de inflacién
acerca del comportamiento de esta variable durante el préximo ano?

Es crucial que el analista econémico:

a) comience delimitando muy claramente la cuestién tedrica que va a ser
el centro de su ejercicio empfrico,
b) a continuacion, debe tratar de identificar cudl es la variable cuyo

comportamiento pretende explicar, y cudles son sus determinantes potenciales.
Denominamos a este proceso especificacién de un modelo de relacién entre vari-
ables econémicas. Como parte del proceso de especificacion, el investigador
toma posicién acerca de qué variable influye sobre cuédl, es decir, propone una
relacién causal. A diferencia del analisis que pudo efectuarse mediante un co-
eficiente de correlacién, que no descansa en una determinada direccién en la
relacion entre dos variables, un anélisis de regresién en Econometria supone que
una variable X influye sobre otra variable Y, y no al revés;

c) luego, el analista debe escoger cuidadosamente la informacién estadis-
tica relevante para cuantificar tal relacién, y

d) debe proceder a su cuantificacién, es decir, debe estimar los pardmet-
ros desconocidos que aparecen en la relacién antes especificada;

e) por ultimo, utilizard el modelo de relacién estimado, ya sea a efectos
de contrastacién de algin supuesto tedrico, mediante un proceso de inferencia,
o como elemento de anilisis y seguimiento de la variable cuyo comportamiento
escogié explicar.

1.1 El modelo de regresiéon lineal simple.

Vamos a limitarnos inicialmente al estudio del denominado modelo de re-
gresion lineal simple, que considera una sola variable explicativa X:

Y =0+ 05,X (1)

En aplicaciones practicas disponemos de una muestra de observaciones de
ambas variables, y el modelo anterior sugiere que la relacién entre las dos vari-
ables se satisface para cada una de las observaciones correspondientes. En al-
gunas ocasiones especificaremos modelos de relacién como (1) con el objeto de
estimar el comportamiento de determinados agentes econémicos. Un ejemplo
importante consiste en entender la evolucién del consumo agregado del sector
privado de una economfia real. En algunos casos se tratard de una muestra de
datos temporales, y tendremos una relacién del tipo (1) para cada instante de
tiempo. Para ello, considerariamos el modelo:

Ci=0y+ 6., t=1,2,..,T



donde Y; denota el PIB del pafs, o la renta disponible del sector privado
(renta total, menos impuestos, mds transferencias), segin el alcance que se
quiera dar al andlisis. Los subindices ¢ hacen clara referencia al hecho de que
éste serd un modelo a estimar con datos de series temporales. El coeficiente
B, indica la variacién que experimenta el consumo privado del pafs al variar, a
lo largo del ciclo econémico, la variable renta que hayamos incorporado como
variable explicativa en (1).

En otros casos se dispondrd de una muestra de seccién cruzada o de
datos transversales, y tendremos una relacién como (1) para cada una de las
unidades muestrales que, en datos transversales, estan constituidas por familias,
empresas, pafses, comunidades auténomas, etc.. Por ejemplo, si disponemos de
datos de observaciones de consumo y renta disponible de un conjunto de familias,
podriamos especificar:

C; = ﬂo +B1}/i7 1= 1,2,...,TL (2)

siendo éste un modelo en que la interpretacién del coeficiente 8, serfa ahora
diferente de la que hicimos con datos de series temporales; en tal caso, ; nos
proporciona el incremento que se produce en el gasto en consumo de una familia
cuando aumenta su renta. No tendria ninguna connotacién temporal, pues no
hemos utilizado datos de tal tipo. De hecho, si dispusiésemos de dos muestras de
seccion cruzada, de las mismas familias, pero obtenidas en distintos momentos
de un ciclo econdémico, bien podria ocurrir que la estimacién del coeficiente 3,
variase significativamente entre ambas muestras.
En otras ocasiones, se pretende estimar una relacién que no es de com-
portamiento, sino que refleja, mds bien, un determinado proceso econdémico,
como pueda ser la produccién de bienes. Asi, un modelo como:

Cy =By + b1 K + BoLy, t=1,2,...,T

podria interpretarse como la linealizacién de una funcién de produccién agre-
gada del tipo Cobb-Douglas para una determinada economia real, en la que
los coeficientes B, vy B4 serfan las elasticidades de produccién de ambos inputs.
En este caso, necesitarfamos un modelo de regresién algo mds complejo que el
modelo de regresién simple, que incluya varias variables explicativas.

FEl problema que nos interesa en economia estriba en la estimacién de los
valores numéricos de los dos coeficientes del modelo de regresién, por ejemplo,
Bo y B en (2), asi como en la posibilidad de contrastar hipdtesis acerca de sus
verdaderos valores numéricos, que son desconocidos.

1.2 Componentes del modelo de regresién

Por razones de exposicion, y sin pérdida alguna de generalidad, suponemos
en lo sucesivo que disponemos de una muestra de seccién cruzada, y manten-
emos el criterio notacional que venimos utilizando, designando con mayisculas
las variables genéricas con las que trabajamos: Y, X, y por minisculas las obser-
vaciones numéricas incluidas en las muestras: 41,42, ..., Yn, L1, T2, ..., L. DeNo-



tamos el modelo de regresién, como relacién entre las variables: Y = 5,4+ 8, X,
mientras que denotamos la relacién entre cada par de observaciones por: y; =
By + Byzi. Resulta evidente que es imposible que una relacién como (1) se
satisfaga para todas y cada una de las observaciones: ¢ = 1,2, ...,n. Si ello ocur-
riese, podriamos sustituir las dos primeras observaciones muestrales de ambas
variables en (1), y determinar exactamente los valores de los coeficientes 3, y

ﬂ13

1. = BotBiT1
Y2 ﬁo+ﬁ1fc2

obteniendo las estimaciones de dichos coeficientes con tan sélo estas dos
observaciones muestrales. Sin embargo, no debe sorprendernos que al incorporar
los valores numeéricos de ambos coeficientes, junto con los de las variables Y y
X correspondientes a la tercera observacion en (1), y3 = 8, + 5123, la relacién
no se cumpla, salvo por una enorme casualidad.

Queda claro, por tanto, que no es obvio como obtener estimaciones de
los coeficientes del modelo lineal simple a partir de una determinada muestra
de T observaciones temporales, o n observaciones de seccién cruzada. A ello
dedicaremos algunas de las siguientes secciones. En cualquier caso, nos en-
frentamos a una aparente paradoja: el modelo (1) no se satisfard para todas
las observaciones muestrales, no importa qué valores numéricos asignemos a sus
coeficientes S, y 8. Por ello, no consideramos exactamente el modelo (1), sino
una variante del mismo:

yi =B+ Bixi +u;, 1 =1,2,3,...,n

donde la dltima variable, u;, denominada perturbacién estructural o término
de error del modelo de regresion no es observable, y permite explicar las diferen-
cias entre los dos miembros de la igualdad en (1). El problema de interés estriba
en la estimacién de los dos coeficientes en el modelo (2), cuando se dispone de
una muestra de observaciones para las variables Y; y X;, aunque sin disponer
de observaciones de la variable u;.

La variable cuyo comportamiento se pretende explicar, Y;, recibe el
nombre de variable dependiente, mientras que la variable X; recibe el nombre
de variable independiente. En ocasiones, también se denomina a Y; variable
endégena o variable a explicar, mientras que a X; se le denomina variable
exdgena o explicativa. Los coeficientes 3, y 5, se denominan término constante
y pendiente del modelo de regresién simple, respectivamente.

La perturbacion aleatoria, variable no observable para la que, en conse-
cuencia, no dispondremos nunca de observaciones muestrales, se supone incor-
relacionada con la variable X;. Su interpretacién es diversa:

a) en primer lugar, puede contener otras variables explicativas que, aun
siendo relevantes, no acertamos a especificar;
b) también pudiera ser que, aun siendo conscientes de la existencia de

tales variables, no dispusiéramos de observaciones muestrales para las mismas;



c) por ltimo, el término de error puede estar reflejando errores de me-
dida en la variable dependiente Y;, que suelen surgir porque las variables que
utilizamos en la estimacion reflejan aproximadamente, pero no exactamente, los
conceptos que querriamos incorporar en el modelo.

En el caso de la funcién de consumo anterior, es dificil en la préctica
disponer de datos precisos acerca de los gastos en consumo de una determinada
familia: en primer lugar, el consumo es un flujo, y la recogida de datos en un
determinado instante de tiempo puede producir todo tipo de distorsiones en
dicha variable. Para evitar este tipo de dificultades, en ocasiones, se utiliza
como variable de consumo el resultado de sustraer de los ingresos declarados
por la familia, el ahorro realizado durante el periodo.

Una vez estimados los coeficientes 8, y $; en (2), tendrfamos una
ecuacion lineal, una recta, entre el gasto en consumo y la renta de un conjunto
de familias, denominada recta de regresién.

La recta de regresién proporciona la mejor relacién existente entre las
variables Y y X, en el caso de una regresién simple, o entre la variable dependi-
ente, Y y el conjunto de variables explicativas, en una regresién lineal multiple.
Es tentador interpretar la recta de regresiéon como si nos proporcionase el valor
esperado de Y condicional en los valores que pueda tomar la variable X. El
concepto de esperanza condicional es, desde luego, muy importante en el anali-
sis estadistico de datos econémicos. Por ejemplo, un banco central puede estar
interesado en un determinado momento en estimar la trayectoria que seguiria
la tasa de inflacién condicional a que dicho banco siga una politica monetaria
restrictiva. Querrfa asimismo caracterizar la trayectoria esperada de la inflacién
condicional a que se ponga en préctica una politica monetaria expansiva, y as{
comparar ambas trayectorias esperadas, y escoger la politica monetria acorde
a la senda de inflacién preferible. De modo simple, este es un ejemplo del im-
portante problema de disenio de politica monetaria. Los modelos econométricos
pueden ayudar en este tipo de situaciones. Una vez estimados los coeficientes
8, disponemos de valores numéricos para ellos, y fijando una senda numeérica
para X (tasa de crecimiento monetario) podemos calcular una senda numérica
para Y (tasa de inflacién). Este ejercicio también se conoce como prediccion
por escenarios. Se trata de establecer sendas o escenarios alternativos para X,
cuyos efectos se quieren comparar entre si, estimar la senda de Y bajo cada uno
de dichos escenarios, y calcular el resultado econémico o de cualquier otro tipo.

El mismo esquema aplica a la gestién de la empresa, o en muchos con-
textos financieros. Por ejempo, una empresa se estd planteando la conveniencia
de dos politicas de publicidad alternativa, una de bajo y otra de alto coste.
Si, utilizando datos histéricos, estima un modelo de regresién que explique las
cifras de ventas (V') utilizando el gasto en publicidad (X) durante los tltimos
40 anos, puede utilizar el modelo estimado para calcular aproximadamente las
ventas que puede esperar bajo cada una de las dos politicas de publicidad. A
continuacién, un sencillo cdlculo, aplicando los méargenes con que opera a las
cifras de ventas estimadas y sustrayendo el coste de la campana publicitaria,
podré decidir la preferencia por una u otra de las dos campanas.



Existe una limitacién, sin embargo, y es que si recordamos el concepto de
esperanza condicional, sabemos que dicha esperanza condicional esj, en general,
una funcién no lineal. Es decir, para calcular el valor esperado de Y para un
determinado valor numérico de X, deberiamos utilizar la esperanza de la dis-
tribucién de Y condicional en X , y ésta es, en general, una funcién no lineal.
Cuando ambas variables, Y y X, tienen una distribucién conjunta Normal, en-
tonces, la esperanza condicional es una funcién lineal, pero no lo es en cualquier
caso. Si no aceptamos la Normalidad de la distribucién conjunta, entonces la
regresion sélo se puede entender como una aproximacion a la esperanza condi-
cional de Y, dado X.

Por tanto, en este capitulo imponemos una forma funcional lineal para la
dependencia de Y respecto de X y no hay ningiin razén para pensar que la recta
de regresién es una esperanza condicional. Para cada nivel de renta concreto
como y*, la recta estimada nos proporciona una estimacién o prediccién de gasto
en consumo. Si hay alguna familia en la muestra con dicha renta, su gasto en
consumo observado no coincidird, salvo por casualidad, con el nivel previsto por
la recta estimada. La diferencia:

i; = C; — (B — B1X4),

que puede ser positiva, si el gasto en consumo excede del estimado por la recta,
0 negativa, si el gasto observado es inferior al estimado, se conoce como residuo
de dicha observacién muestral, denotado por 4; y, como veremos en la seccién
2, juega un papel fundamental en la estimacién del modelo de regresién. Es
importante observar que la recta de regresién estimada proporciona el nivel
de consumo que deberfamos prever para cualquier nivel de renta, incluso si y*
no coincide con el de ninguna familia en la muestra. En tal caso tenemos un
verdadero ejercicio de prediccién.

En resumen, cuando se lleva a cabo un ejercicio empirico como la esti-
macion del modelo de consumo (2), se tiene en mente un argumento del siguiente
tipo: con el modelo (2) no se pretende explicar el comportamiento de la renta
disponible de las familias, sino de su nivel de gastos en consumo. Para ello, con-
sideramos las observaciones de la variable explicativa, la renta Y;, como fijas:
es decir, creemos que si hubiésemos entrevistado a otras n familias, hubiéramos
generado los mismos datos para dicha variable. Sin embargo, las observaciones
muestrales de la variable dependiente, el consumo C};, habrian sido diferentes,
como consecuencia de: a) aspectos especificos, no observables, de las familias en-
cuestadas, b) errores de medida de diferente cuantia a aquellos en los que hemos
incurrido en la muestra actualmente disponible, etc., y que aparecen recogidos
en la perturbacién aleatoria. El término de error es una variable aleatoria, difer-
ente para cada observacién muestral, y su realizacién no es observable. Por el
contrario, el residuo es observable, puesto que se construye a partir de las esti-
maciones y de los datos de las variables dependiente e independiente. Término
de error y residuo son entes de diferentes naturaleza.

Desde el punto de vista puramente estadistico, el modelo de regresién
no tiene necesariamente una connotacién de causalidad en la relacién entre



variables. Del mismo modo que podemos estimar una regresién de una variable
Y sobre otra variable X, podemos estimar una regresién en el orden inverso.
Sin embargo, el andlisis de este modelo elemental no trata a ambas variables
de igual modo: las variables explicativas se consideran deterministas, mientras
que la variable dependiente se considera aleatoria. El papel que juega cada una
de las variables debe decidirse en funcién del aspecto tedrico que estd siendo
objeto de estudio. En el ejemplo de consumo y renta, es evidente que queremos
explicar los gastos en consumo en funcién de la renta, y no al revés; el consumo
es la variable dependiente, y la renta es la variable independiente. Por eso, el
investigador debe decidir de antemano el papel que juega cada una de estas dos
variables, porque el tratamiento estadistico del modelo de regresién no concluye
nada a este respecto. Sin embargo, su utilizacién en Econometria se efectia
condicional en una determinada hipdtesis acerca de la direccién de la relacion,
y no al revés.

El modelo de regresién presupone que los valores numéricos de la vari-
able dependiente gastos de consumo, Cj, se generan, en la realidad, a partir
de los valores tomados por la variable renta Y; y precisamente a través de la
relacién (2). En general, creemos que los procesos econémicos son algo mds
complejos, y que se precisa mds de una causa para explicar adecuadamente el
comportamiento de una variable como el consumo, C;, o bien formas funcionales
méas complicadas que la lineal. Sin embargo, el modelo de regresién simple es
también una herramienta 1til, al menos en una primera aproximacién, desde la
que no es muy complejo pasar al andlisis del modelo de regresién lineal miiltiple,
cuyo estudio en profundidad dejamos para el capitulo siguiente, asi como para
cursos superiores.

Comentemos un poco més en detalle estos aspectos:

1.3 Supuestos del modelo de regresién lineal

1. Linealidad en las variables: en algunos casos, el supuesto de que la deter-
minacién de los valores del gasto en consumo, C;, a partir de los de la renta,
Y;, se produce a través de un modelo lineal es excesivamente restrictiva,
pues creemos que el modelo de relacién es més bien no lineal. Examinare-
mos en el proximo capitulo una variedad de modelos alternativos al lineal
que aqui analizamos. Sin embargo, en la mayoria de estos casos, el mod-
elo lineal es nuevamente una buena aproximacién al verdadero modelo,
no lineal, de relacién entre variable dependiente e independiente. El caso
quizd més paradigmético de no linealidad, surge cuando se cree que el por-
centaje de aumento en renta disponible que se transmite a consumo, no
es constante, sino que decrece con el nivel de renta. Nétese que el modelo
lineal tiene la propiedad de que el cociente de incrementos consumo/renta
disponible o, si se prefiere, la derivada del consumo con respecto a la renta
disponible, es 1, constante y, por ello, independiente del nivel de renta. Se
tendria una relacién muy distinta con un modelo del tipo:

Ci =By + BYi —ﬂQYQ +u;, 1=1,2,...,n



Este tipo de no linealidad en las variables puede incorporarse al analisis
sin gran dificultad, del modo que veremos en el préximo capitulo,

. Linealidad en los pardmetros: muy diferente es la situacién en que los
pardmetros entran en la relacién entre variable dependiente e independi-
entes de modo no lineal. El tratamiento que requieren tales modelos, con
excepcién de algunos casos sencillos, es sustancialmente mas complejo, por
lo que no es discutido en este texto,

. Esperanza matemadtica nula: suponemos que la esperanza matematica del
término de error w; del modelo es cero: E(u;) = 0,i = 1,2,...,n. Si,
por el contrario, tuviésemos: FE(u;) = a # 0 , éste serfa un efecto con-
stante sobre Y; y, por ello, determinista, y deberfa incluirse como parte
del término constante 5, en (1). Una situacién en que este supuesto no
se cumplirfa es cuando el investigador, por error, omite del modelo una
variable explicativa relevante. Asi, supongamos que en vez de especificar
el modelo:

Yt = 60 + 611'15 + /62x2t +u, t= 172733 aT
se especifica el modelo:
Yt = ﬂO +ﬂ1mt +’Ut, t= 1a2537"'7T

en el que, inadvertidamente, se ha omitido la variable explicativa Xs.
En este ultimo modelo, erréneamente especificado, el término de error
vy serfa igual a: vy = Byxor + ug, y Su esperanza matemdtica: E(vy) =
E(Byzrat+ur) = E(Byxat) + E(ut) = By E(x2:)+0, donde F(X3) denota la
esperanza matematica de los valores que toma la variable omitida, Xs, que
suponemos constante a través del tiempo. Como consecuencia, F(v;)serd
distinta de cero en general,

. Varianza constante del término de error (Homocedasticidad): suponemos
que la varianza del término de error, que denotamos por Var(u;) = o2
para todo ¢ = 1,2, ...,n, es la misma para todas las observaciones mues-

trales, ya sean éstas de naturaleza temporal o de seccién cruzada,

. Ausencia de autocorrelacién: ademds, suponemos que los términos de er-
ror correspondientes a dos observaciones muestrales cualesquiera, que son
dos variables aleatorias diferentes, son estadisticamente incorrelacionadas
(autocorrelacion espacial en un corte transversal de datos ordenados ge-
ograficamente).

. Estabilidad temporal: otro supuesto incorporado en el modelo es que sus
coeficientes, 5, y B, son constantes en el tiempo; igualmente, creemos
que el modelo es el mismo para todas las observaciones muestrales. Si
disponemos de datos de series temporales, no hay submuestras de tiempo
en las cuales los modelos sean diferentes; si estamos explicando los habitos



de consumo de las familias espanolas, creemos que la dependencia con-
sumo/renta es igual para familias de renta alta y renta baja, o para fa-
milias que habitan en un medio rural y para las que viven en un medio
urbano,

Causalidad unidireccional: también suponemos que existe una relacién
causal desde la variable explicativa X hacia la variable endégena Y, es de-
cir, cambios en X influyen sobre cambios en Y, pero no al revés. Ello debe
basarse en la naturaleza de la cuestién conceptual que se estd analizando,
y el investigador siempre debe tener buenos argumentos al respecto, pues
ésta no es una cuestiéon empirica, sino tedrica. De aqui surge la denomi-
nacién de variable exégena para X, es decir, determinada fuera del modelo,
y variable endégena, es decir, determinada dentro del modelo, para Y.

En el ejemplo de relacién entre inflacién y crecimiento monetario, si du-
rante el periodo muestral se ha seguido una politica monetaria consistente
en fijar un determinado crecimiento anual para la cantidad de dinero y
seguirlo estrictamente, el crecimiento monetario serd una variable exo-
gena en el modelo que pretende explicar la tasa de inflaciéon. Si, por el
contrario, se ha seguido una politica monetaria en la que el crecimiento
monetario se ha decidido en cada periodo como funcién de las tasas de
inflaciéon que hasta entonces se han registrado, entonces, no estaria justifi-
cado calificar de ex6geno al crecimiento monetario a la inflacién de endé-
gena; quizd ambas deberian ser consideradas variables endégenas, para lo
que necesitamos otro tipo de modelos

. Variables explicativas deterministas: el modelo incorpora el supuesto,
claramente restrictivo, acerca de que la variable explicativa Xes deter-
minista. La variable endégena Y no lo es, pues depende de la evolucién
de una variable aleatoria: el término de error del modelo, w.

En el ejemplo de relaciéon entre expansiéon monetaria e inflacién, este
supuesto significa la creencia de que, si pudiésemos volver al ano inicial
en las mismas condiciones econémicas entonces existentes, y recoger otra
muestra para el mismo periodo, obtendriamos los mismos valores del crec-
imiento monetario. Desde este punto de vista, las tasas de crecimiento de
la oferta monetaria que se han observado en este periodo son las tnicas
que pudieron haber ocurrido, con independencia de la informacién de que
dispuso la autoridad monetaria, y de los objetivos de politica econémica
que se trazaron. Sin embargo, nétese que, en esta hipotética situacion,
las tasas de inflacién observadas para el periodo serian diferentes entre
distintas muestras, debido a su componente estocdstica u;.

Enlazando con la discusién que mantuvimos en el punto anterior, podria
tener sentido mantener el supuesto de una tasa de crecimiento monetario
determinista bajo una politica monetaria de fijacién de una tasa de crec-
imiento constante todos los anos; por el contrario, no podria mantenerse
dicho supuesto bajo una politica en que el crecimiento de la oferta mone-
taria se hace depender del "estado" de la economia y, en particular, de la
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evolucién de la tasa de inflacién. De este modo, la clasificacién de las vari-
ables explicativas en "exégenas" o enddégenas" estd ligada a que podamos
mantener el supuesto de que son de naturaleza determinista.

En un anélisis mds general del modelo de regresién, que precisa de un
instrumental técnico méds complejo que el que presentamos en este texto, se
considera que las variables explicativas son también estocdsticas, como sin duda
queremos creer en la realidad. En estas condiciones més generales, el modelo de
regresion lineal simple estd plenamente justificado bajo el supuesto de que las
dos variables que en él aparecen, X e Y, tienen una distribucién de probabilidad
conjunta de cardcter Normal o Gaussiano. En efecto, ya vimos al estudiar esta
familia de distribuciones que la esperanza de la variable Y condicional en la
variable X, es una expresion del tipo (1), donde las constantes 8, y /3; estdn
relacionadas con los momentos de primer y segundo orden de la distribucién
bivariante Normal. De hecho, en tal caso, trabajamos generalmente bajo el
supuesto de distribucién Normal conjunta de todas las variables que aparecen
en el modelo de regresién, e interpretamos éste como la esperanza condicional
ya mencionada, lo cual puede extenderse al caso de varias variables explicativas.

2 El estimador de Minimos Cuadrados Ordinar-
ios
Supongamos que queremos estimar el modelo:

yi =B+ Bixi +u;, 1 =1,2,3,...,n

donde suponemos que: 1) w; es una variable aleatoria con E(u;) = 0y
Var(u;) = o2 para todo i, 2) los valores z; son fijos, 3) 8, y 1 son constantes
desconocidas. Esta es la especificacién del modelo de regresién lineal simple.
Para ello, el investigador dispone de una muestra de 16 observaciones acerca de
dos variables X e Y, la idltima de las cuales queremos explicar por medio de la
primera:
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Cuadro 1

Productode
Desviadones Desviadores
Vda Resdio enXd enXeY respedc
expliccdo  Resdwo aedado cuadredo  desssnedias

n Y X X2 XY  Y-gwadk u Xu w X-mX)2  (Y-mY)(X-mX)
1 16 15 25 240 163 038 50 ou 208 151

2 18 13 169 4 147 326 424 1066 6.6 136

3 8 u m 8 131 514 565 2639 03 -26

4 9 8 64 2 107 -174  -139 303 59 9.0

5 9 6 b (%] 91 014 09 02 197 164

6 10 8 64 0 107 074 59 055 59 6.6

7 12 9 8L 108 115 046 41 021 21 10

8 14 1 144 168 139 006 08 000 24 21

9 13 10 100 130 123 066 6.6 044 02 01

10 10 5 p:3) 50 83 166 83 275 26 146

u 7 9 8l 63 15 454  -409 2060 21 82

12 15 12 144 180 139 106 128 113 24 36

13 16 13 169 28 147 126 164 160 6.6 85

14 18 18 34 34 187 073 -131 053 57.2 402

15 15 10 100 150 123 266 266 709 02 -10

16 13 8 64 ™ 107 226 181 511 59 -08

Sues: 28 167 1911 253 20800 000 000 8022 1674 13419
Medias: 1269 1044 11944 14081 1269 000 000 501 1050 839
Vaiawss 1171 1050 6.70 501

Asi, tenemos un sistema de ecuaciones:

16 = BO+B1X1+111,
18 = BO+B1X2+ﬁ2,
8 = Bo+B1Xs+ s,
13 = By+ B X6 + fue

que no puede resolverse, pues contiene 18 incégnitas, By y 5, junto con
los 16 residuos w; pero sélo 16 ecuaciones. Podriamos fijar los residuos igual
a cero en dos ecuaciones y utilizarlas para obtener estimaciones Bo y Bl. Pero
dichas estimaciones dependerdn del par de ecuaciones seleccionadas, por lo que
tal procedimiento no es adecuado. El método apropiado consiste en obtener
valores numéricos para B, y B; que satisfagan de la manera mds aproximada
posible, simultdneamente, las 16 ecuaciones del sistema anterior.
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Una vez estimados los coeficientes , se puede calcular para cada obser-
vacion :
Ui = Bo + 51X (3)

en el que las estimaciones 50 y Bl han sustituido a los verdaderos valores,
desconocidos. La expresion (3) representa la estimacién, de acuerdo con el
modelo econométrico, del valor que debia haber tomado la variable dependiente
Y. Habra siempre una discrepancia entre el valor realmente observado y; v la
estimacién anterior, el residuo correspondiente a dicha observacién muestral:

4 = yi — (By — Byz:),

Grifico 1
Nube de puntos, recta de regresion,
valores ajustados, residuos

Y * — -
* Y=@+bX)
'3
B3
A b 3
YO
x A=Y - Y, =Y, - @+bX,)
% B3
Tk (V%)
" Yo
X, X

Parece razonable que un posible criterio que defina a un estimador sea
la minimizacién de la magnitud de los residuos que dicho estimador genera. Tal
idea es correcta, pero hay varias dificultades para hacerla practica: en primer
lugar, tenemos no un residuo, sino un conjunto de n residuos, por lo que no
se trata de minimizar un residuo determinado, sino una medida conjunta del
tamano global de todos ellos.

Una vez obtenidas unas estimaciones numeéricas de los coeficientes, po-
drfa pensarse en sumar los n residuos generados: Y ., @;, y €SCOger cOmMO es-
timacién el par de valores Bo y Bl que produce la menor suma de residuos.
Una dificultad con tal procedimiento es la cancelacién de residuos negativos con
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residuos positivos. Ademds, si realmente se pretendiese minimizar la suma de
residuos, bastarfa generar residuos de tamano muy grande, pero negativos, lo
cual no es adecuado.

El estimador de minimos cuadrados que introducimos en esta seccién
utiliza como criterio la minimizacién de la Suma de los Cuadrados de los Resid-
uos (SCR), o también Suma Residual, aunque hay que recordar que es una suma
de cuadrados. Se trata, por tanto, de seleccionar valores de los coeficientes 3,
y [ que resuelvan el problema:

n
Minimizar SCR = E a?
50751 i=1
Noétese que el residuo asociado a cada observacién 4,7 = 1,2, ...,n, depende
de los valores de los coeficientes escogidos, porque:

@ = yi — (Bo + B1z:)

de modo que el problema anterior puede escribirse:

n R . 2
Minimizar SR = Z (yZ — By — 51561')
Boshh i1
La solucién a este problema de optimizacién se denota por: Bo: Bl, y se
denomina estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios (que abreviaremos como
MCO) de los coeficientes del modelo de regresion lineal simple. El estimador
MCO escoge, de entre todas las posibles, la recta que minimiza la suma de
los cuadrados de las distancias entre cada punto de la nube generada por las
observaciones muestrales y el asignado por la recta.
Derivando SR con respecto a ambas variables (5, v ;) e igualando
dichas derivadas a cero, tenemos:

OSR Z”' P
9B, - i=1 (yi ~Fo - ﬁlzz) =0 )
ISR Z" P
0B, - i=1 (yi —fo - ﬂlxi) zi =0 ®)

con matriz de derivadas segundas:

625R 2n 22?=1 ZT;

9Bo0B, 22w 2) i a?

que tiene por determinante:

2
n n n 2 n _=\2
DET=4{nY a? - <§ m) =n? (Zi—lxz —x2> = 2 iz ()
n n
i=1 i=1

14
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que es positiva. Como el primer menor, el elemento (1,1) de esta matriz,
que es 2n, es también positivo, podemos afirmar que la solucién al sistema de
ecuaciones (4) y (5) serdn, los valores numeéricos de los coeficientes 5, y 8, que,
efectivamente, alcanzan un minimo de la Suma Residual.

Si resolvemos dicho sistema, obtenemos:

Z Yi = ”Bo - 81 Z Ti (6)
i=1 i=1
doviw = o) wmi—pi) 4} (7)
i=1 i=1 i=1

que constituyen un par de ecuaciones simultdneas en las incégnitas, BO, 31.
Este sistema se conoce como sistema de ecuaciones normales.
Utilizando los estadisticos que aparecen en la ultima fila del Cuadro 1,
tendriamos:

203 = 168, + 1678,
134,2 = 1678, + 5,

que resuelto, proporciona las estimaciones MCO:

By =4,35; 3, =0,799

con dichos datos. La sexta columna del cuadro presenta los valores previstos
por el modelo para la variable dependiente. La columna siguiente muestra los
residuos, es decir, la diferencia entre los valores de Y y los valores previstos por
el modelo.
En general, si primero despejamos 3, en (6), tenemos:

B _ Z?:l Yi — b1 E?:l Z; _ .
0 n

=y — [T (8)

que podremos utilizar para obtener el estimador MCO de f,, una vez que
tengamos el estimador de 1. Substituyendo en (7), tenemos:

1 _ _
31 _ S yimi — 5 0 @) O0is vi) _ ey (@ = 7) (yi — 3/) _ 2w Sy
= 2 = \2 2 zy

D1 T — % (i i) i (2 — ) e Sa

9)

donde S, S2, S7, Si, Sy, denotan, respectivamente, la covarianza, varian-

zas 'y desv1ac10nes tipicas muestrales de X e Y. Las expresiones (8) y (9) son

utiles, pues proporcionan directamente las estimaciones MCO como funcién de
estadisticos muestrales, sin necesidad de resolver el sistema de ecuaciones nor-

males. Primero se calcula ﬁl y, luego, se obtiene: 50 =y— le Ello demuestra
una propiedad del estimador MCO: la recta estimada pasa por el punto (7, Z).
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Noétese que las ecuaciones anteriores pueden escribirse también:

n
E Jiiai =0
i=1

que son dos propiedades del estimador de minimos cuadrados:

1) la suma de los residuos que genera el estimador de minimos cuadrados
es igual a cero, lo que no necesariamente ocurre con otro procedimiento de
estimacién [ver suma de la columna 7 del Cuadro 1], y

2) los residuos de minimos cuadrados estan incorrelacionados con la vari-
able explicativa del modelo. Cuando se considera un modelo de regresion lineal
general o miiltiple, que incluye no una, sino k variables explicativas, los residuos
de minimos cuadrados estdn incorrelacionados con todas las variables explicati-
vas del modelo [ver suma de la columna 8 del Cuadro 1].

2.1 Esperanza matemaética

La expresién del estimador MCO de la pendiente del modelo de regresién lineal
simple puede escribirse:

=

1

(10)
como una combinacién lineal ponderada de las observaciones de la variable
endégena, con ponderaciones:

T, — X

n —\2
>ic (@i — )
En esta cadena de igualdades hemos utilizado el hecho de que la suma de las

desviaciones de una variable con respecto a su media muestral, es siempre igual
a cero. Las ponderaciones en esta expresién suman cero:

o =

o — T; —T :Z?:l(a:i—i) _ 0 —0
7:2:; ' zz:; Sy (@ — 2)° Y (@i—1)? Y (- 3)?

Adems4s:

> (2 - 7)° Yiw-a? S\T @-27) &

n T —
E T, = E Ti— ¥ o Sy =z Y 4
i=1

> iy @i —na? 2oy 7 —na?

K3
ST 20 (na) F 0 | S, aF —

16

2
s — €T, = = 2 = —
SA\XL@-2)") " Y- X (@ - 22w 4 2?)

i (@i =) (i —9) _ Y (@i - D)y Ti— T N o
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Recordemos que estamos suponiendo que los valores x1,zs,... tomados por
la variable X son fijos, es decir, no estdn sujetos a ninguna incertidumbre, de
modo que, si volviésemos a tomar otra muestra de igual tamano, tendriamos
para dicha variable las mismas observaciones numéricas, una por una, que las
que ya disponemos. Tan sélo las observaciones 41, y2,... de la variable endé-
gena Y diferirian de las actualmente disponibles, debido a que las realizaciones
muestrales de la perturbacién aleatoria w;, el inico componente aleatorio de
Y, serian diferentes de las actuales. Vamos a utilizar ahora repetidamente el
cardcter determinista no aleatorio, de la variable X.

Si sustituimos en (10) y; por su expresion a través del modelo de regre-
sién, tenemos:

B, = a; (Bo + Bywi + w;) Zzaiﬁo—i—zaiﬂlmi—i-zaiui = (11)
i=1 i=1 i=1 i=1
= By Zai + B4 Zail’i + Zaiui = Bo0+ 8.1+ Zaiui =
i=1 i=1 i=1 i=1
n
= b+ Zaiui
i=1

donde hemos utilizado las dos propiedades antes demostradas. Esta es una
representacién muy 1til, que presenta el estimador de minimos cuadrados de la
pendiente como una combinacion lineal de las perturbaciones del modelo, con
coeficientes «;, méds una constante desconocida, el verdadero valor de dicha pen-
diente. Los coeficientes «; en dicha combinacion lineal varfan de una muestra a
otra con los valores de la variable explicativa, X, por lo que el valor numérico del
estimador de minimos cuadrados también variarfa si dispusiéramos de distintas
muestras recogidas en distintos periodos de tiempo, por ejemplo.

Es importante recordar que suponemos que la variable explicativa es deter-
minista. Es decir, que los valores numéricos observados en la muestra para dicha
variable son los 1nicos posibles, dadas las unidades de observacién muestral,
sean individuos, empresas, familias, o un conjunto de observaciones de detemri-
nada frecuencia (diaria, mensual, trimestral anual) a lo largo de un determinado
intervalo de tiempo. Recordemos que de una muestra a otra, cambiarian los val-
ores observados de la variable dependiente, y; porque cambiaria la realizacién
numérica de las perturbaciones u;, pero no porque cambiasen los valores de la
variable explicativa x;, que serfan los mismos entre distintas muestras extraidas
de las mismas unidades de observacién.

A continuacién, vamos a obtener la esperanza matemadtica y la varianza de
los estimadores de minimos cuadrados de 3, y ;. Esto es necesario para poder
proceder a contrastar hipétesis acerca de sus verdaderos valores que, recordemos,
son desconocidos. Disponemos de una estimacién numérica, obtenida con la
muestra disponible, que seria diferente si pudiésemos calcularla con otra muestra
distinta.

Tomando esperanzas, y notando que:
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FE (azul) = aiO =0

tenemos:

E (ﬁ1> =p+E (Z ai“i) =B+ Y E(au) =B+ Y o (w) =B,
=1 =1 =1

lo que prueba que el estimador MCO del pardmetro 3 es insesgado, puesto
que su esperanza matemadtica coincide con el verdadero valor del pardmetro que
se pretende estimar, que es desconocido.

Notemos que el supuesto de que la variable explicativa no es aleatoria es
crucial para probar la ausencia de sesgo del estimador de minimos cuadrados. En
las expresiones anteriores nos hemos encontrado con E (a;u;) , y cada «; depende
de todas las observaciones z;,j = 1,2,...,n. Si fuese aleatoria, no sabrfamos
decir nada acerca de la esperanza matemdtica E(x;u;), salvo haciendo supuestos
espec “ficiaos acerca de la covarianza entre ambas variables aleatorias, x; vy u;,
pero mucho menos acercad ela esperanza F (o;u;) .

Recordando que la expresién del estimador MCO del término independiente

By es:

=
o
I
<
|
=
—
8l

notemos que:

E(y)=0y+E (Blf) + E(u) = By + 517

por lo que:

E (Bo) = E(y) — E(By7) = (By + $17) — E(By).2 = (By + B12) — B1Z = By

de modo que, al igual que ocurria con la estimacién de 3, el estimador MCO
de B, es también insesgado.

La recta de regresién estimada pasa por el punto (z,7). Es decir, el valor
numérico que la recta de regresién estimada asocia a la variable dependiente Y
cuando X = T es, precisamente, Y = g. En efecto:

y=Fo+ Bz =(y-Bz)+ha=y

El punto (Z, %) se conoce en ocasiones como el centro de gravedad de la nube
de puntos (z;,y;),i = 1,2,..., N.
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2.2 Matriz de covarianzas

Todo estimador puntual debe ir siempre acompanado de una medida de
dispersién del mismo, generalmente su varianza, de modo que podamos juzgar
el grado en que se aproxima al verdadero valor del pardmetro que pretendemos
estimar. Pero ademds, para poder llevar a cabo un anélisis de inferencia es-
tadistica, es decir, para poder contrastar si alguno de los coeficientes 5, 6 8, o
ambos, toman determinados valores tedricos, es preciso disponer de desviaciones
tipicas de sus estimaciones. Estos no son sino un caso particular de los proble-
mas de estimacién e inferencia estadisticos, y los resolvemos de modo similar,
mediante la construccién de intervalos de confianza, al nivel deseado, alrededor
del valor hipotético que se pretende contrastar.

Recordemos el supuesto de que las perturbaciones aleatorias del modelo cor-
respondientes a todas las unidades muestrales tienen la misma varianza, o2. Por
tanto, si partimos de la expresién (11) que antes obtuvimos para el estlmador
de 3, tenemos:

Var(ou;) = a?Var(u;) = a?o?

para cualquier 2 = 1,2, ... . Entonces, puesto que la covarianza entre u; y u;
es igual a cero, se tiene:

Z ;Us = Z E (Oq,ui) = Z OtiE (Uz) = Z OéiO =0
i=1 i=1 i=1 i=1

Var i ;U = i Var(a;u;) = Z oszar (u;) = Z a2
i=1 i=1

Si calculamos la suma de los cuadrados de las ponderaciones:

2

o3 _omer ) N @) ! _
Z ; D iy (i — j)z [E:L:l (z; — 5:)2 ’ D iy (i — j)2 nS;

siendo S? la varianza muestral de X : S2 = Y"1 | (2; — )% /n.
Como el estimador §; es la suma de una constante (el verdadero valor §,)
y una variable aleatoria (la suma ponderada de las perturbaciones) [ver (11)],

la varianza de (; serd igual tan sélo a la varianza de esta tltima suma:

2
u

Var (Bl) Var ZazuL = 0' Za = z:aif _ nUS%

i (i —7

Para obtener la varianza del estimador MCO de BO, notemos que:
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Var (By) = Var(g)+Var(8,2)~2Cou(y, B12) = Var(y)+2*Var(8,)~22Cou (5, B,)
donde aparece la varianza de la media muestral de la variable endégena, que

podemos calcular, del siguiente modo: si sumamos la expresién (1) del modelo
lineal simple para todas las observaciones muestrales, tenemos:

Zyz—ZBoﬁ-lel +Zul—nﬁo+512xz+2ul
i=1 i=1 i=1 i=1

y, dividimos por el tamano muestral, n:

y=py+B1T+u

lo que puede utilizarse para probar que:

2 2
Var(y) = Var(By+ 812+ @) =Var(By) + Var(8,z) + Var(a) =040+ % = %
Cov(y,u;) = Cov(By+ B2+ U, u;) = Cov (By,u;) + zCov (By,ui) + Cov (U, u;) =
B 1 1,
= 0+O+H;C’0v(uj,ul)f ~Ou
_ 2 _ . 1 n
Cov(5.8,) = Cou <y,51 - 2;(%) Cov (5, 8,) + zgowcw P =0+ Job o =
por lo que tenemos:
. i R o2 , o2
Var = Var(y)+z“Var —2zCov(y, =24z c =
(50) @) (B1) 0.0 = T2

y, por tanto:

Cov (30,51> = Cov (g - 51@31) =zCov (Q,BJ —zVar (31> =

Argumento alternativo:
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Bo =y
Bo—EBy = (Bi-B)a+u
vor (i) = ({5 m) ] = B [(1- )] 5@ 285, ) ] -

| )
Pero B [(B - EB)a| =E (Z oziui) (
Luego : Var (30) — #2Var ([31) +Z

Cov (Bo.B1) = E[(Bo—50) (B —51)] :E[(u—@l—ﬂ;)z (

- B [a (81 _ 51)} —ZE {(Bl —~ 51)2] =0—zVar (31) = —%

que indica, entre otras cosas, que el signo de la covarianza entre Bo y [31 es
el opuesto al signo de la media muestral de la variable X.

Supongamos que dicha media fuese positiva, y también que el error de esti-
macién de 8, fuese asimismo positivo, es decir, que hubiésemos estimado (sin
saberlo), un valor Bl superior al tedrico. Su producto por la media de X gener-
aria, en promedio, una contribucién positiva del error de estimacion a la expli-
cacion de la variable Y :

y=PBo+ BT +u=[By+5Z]+ Kﬂo_ﬂo) + (51 _51) f}
donde en el corchete de la derecha, el segundo sumando estd teniendo una
contribucién positiva. Para compensarlo, la estimacién MCO de f3, estarfa por
debajo de su valor verdadero: 3, > Bo- Es decir, si el estimador de Minimos
Cuadrados sobreestima (3;, entonces infraestima /3. Si infraestimamos 3, en-
tonces sobreestimamos [,. Lo contrario ocurrirfa si la media muestral de X
fuese negativa.

3 El modelo de regresion lineal en desviaciones
respecto de la media

Como hemos visto en la seccién anterior, a partir del modelo de regresién lineal:

Yi :ﬂo+ﬂlxi+ui; 1= 1,2,3,...,Tl

se deduce que:
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y=py+hr+u

y, restando, teneos un modelo en el que cada variable aparece en desviaciones
respecto de su media muestral:

yi—g=01(x; =)+ (u;—a), i=1,2,3,....,n

Notese que la primera y tercera ecuaciones son validas para cada observacion
muestral y tenemos, en cada una de ellas, tantas relaciones como observaciones
muestrales, mientras que la segunda ecuacién aplica sélo a las medias muestrales
y constituye, por tanto, una unica relacion.

En el modelo en desviaciones no hay término independiente, y el término de
error es distinto del término de error del modelo original.

Si estimamos este modelo en diferencias por minimos cuadrados, tendremos
el mismo estimador de 3; que en el modelo original, ya que:

Var (x; —z) = Var(z;)
Cov[(zi —2),(yi —y)] = Cov(x;,ys)

Aunque no habremos estimado [, puesto que dicho pardmetro ha desapare-
cido del modelo, podemos utilizar la relacién que obtuvimos antes para calcular
Bo =9 — Bz

La varianza del término de error del modelo en diferencias es ligeramente
distinta del modelo original, puesto que:

Var (u; —a) = FElu;(u;—1a)]= E(uf) — FE(u;n) =
"y 1 n—1
— EW?)-E ZE:& 212 2

Los residuos del modelo estimado con las variables en desviaciones respecto
de la media son:

0=y —y) — B (wi—2) =y — (§ — 512) — By
y, por tanto, coinciden numéricamente, con los que se obtienen estimando el
modelo con las variables originales.

4 Estimacién de la varianza del término de error
o perturbacién aleatoria del modelo
Conociendo las expresiones analiticas de las varianzas de ambos estimadores,

asi como también de su covarianza, podremos contrastar hipétesis acerca de val-
ores tedricos para alguno de los dos coeficientes, y también contrastar hipétesis
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conjuntas, acerca de ambos simultdneamente. Pero en ellas aparece la vari-
anza del término de error o2, que es desconocida. Debemos, por tanto, estimar
este pardmetro, y utilizar su estimacién en lugar de su verdadero valor, que es
desconocido.

Por similitud, parece razonable utilizar la varianza muestral de los residuos
como un estimador de la varianza poblacional ¢2. Los residuos de minimos
cuadrados tienen media cero, como muestra la primera ecuacién normal, por lo
que su varianza muestral es: Sz = £ 3" 4? = SCR/n. Pero estimamos con
una pequena correccion:

1 - n
~2 § ~2 2
=1

n—2 n—2

Tomamos n—2 y no simplemente n en el denominador, pero que el estimador
&i sea insesgado [ver Apéndice]. Una vez que se dispone de una estimacién de
la varianza, puede utilizarse en las expresiones de la varianza de los estimadores
de los coeficientes, de manera que tenemos asi estimaciones de las varianzas de
los coeficientes estimados, lo que indicaremos con un circunflejo encima de la
palabra "Varianza".

Ejemplo.- Con los datos del Cuadro 1, tenemos una Suma Residual, es decir,
una suma de cuadrados de residuos, de 80,2. Ello nos lleva a la estimacién de
la varianza del término de error:

J— 80, 2
~2 ~2 9 ~
(o n_2;:1ul 6-2 5,729 = &, ,393
Suma Cuadrados Re siduos 5,014
R* = 1- =1-= =1-0,428 = 0,572
Suma Total 11,715 ’ ’

Podemos utilizar ahora la estimacién de o2 en las expresiones de las varianzas
de los estimadores de Minimos Cuadrados:

) o2 5,729 2
_ u =" =0,03417 = DT =0,1
Var (51) S (- 3)? 167,9 00T = (B1> S
. np2 5,729 1911 2
v TR O Y . =4,075 = DT =2,02
(o) = e T e ore L0 PT () =2
o o2 5,729
Cov (50,51) = _Z?:l (s — j)z == 167,9(10’4> = —0,354

Finalmente, el modelo estimado se representa escribiéndolo como la funcién
lineal que es, anotando debajo de los coeficientes estimados sus desviaciones tipi-
cas que son, asimismo, estimadas, como acabamos de ver, pues sus verdaderos
valores dependen de o2:

23



yi = 4,354+ 0.799x; + u;, R?>=0,572; 6, = 2,393
(2,02)  (0,185)

Ejemplo.- Consideremos un modelo muy sencillo:

Yi = BO +uia

en el que aparece una constante como tnica variable explicativa, por lo que se
denoomina modelo constante de regresién. El estimador MCO ser4 el estadistico
muestral que minimice la suma de los residuos, que en este caso es:

n n

SCR=Y a7 => (yi—By)*,

i=1 =1

por lo que se trata de minimizar la suma de las desviaciones al cuadrado
entre los valores muestrales de la variable Y y un estadistico. La solucién a
dicho problema de minimizacién estd dada por la media muestral, y el valor
minimizado es, por tanto, la varianza muestral. En consecuencia, el estimador
del modelo constante de regresion es la media muestral. Ello significa que la
media muestral es el estimador 6ptimo, cuando no se dispone de informacién
acerca de ninguna otra variable. En tal situacién, lo mejor que podemos hacer
es aproximar cada valor potencialmente observable de la variable Y por la me-
dia muestral de que dispongamos. Es, desde luego, un estimador algo pobre,
pero nos sirve de referencia a la que hay que mejorar; es decir, contando con
informaciéon muestral acerca de alguna otra variable, hemos de conseguir esti-
maciones MCO de un modelo de regresion tales que la Suma de Cuadrados de
Residuos que generan sea inferior a la varianza muestral de Y. Pero ello va a
ocurrir siempre. Cuando se estima el modelo constante, la Suma de Cuadrados
de Residuos, que es la varianza de Y, coincide con la Suma Total, por lo que
el coeficiente de determinacién es igual a cero. Ningiin otro modelo tendrd un
coeficiente de determinacién inferior.

5 Eficiencia

En el modelo de regresion, la aleatoriedad proviene del término de error,
de quien suponemos que tiene esperanza matemdtica nula y varianza o2. La
aleatoriedad se transmite a la variable y;, que tiene esperanza E(y;) = Bo+512:
y varianza o2, igual a la de u;, de quien se diferencia en una constante, 8,+ 3, ;.
Por otra parte, (10) muestra que el estimador MCO de 3; depende linealmente
de las observaciones de la variable aleatoria Y. También Bo es una combinacién

lineal de las observaciones y;:
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By = g—Bz=9- (ﬂﬁZaiui) Z=y-pE -1 (Zai(yz-—ﬁo—ﬁlwi> =
3 i=1

n n n n
= §-BZ-TY ayi+BTYy ai+FTY mi=7—BT—TY iyt Ber.0+ BTl =

=1 i=1 i=1 i=1

n n n n
_ 1 _ 1
= y_mélaiyi:ﬁElyi_xélaiyi:E (n—xai)yi
1= 1= 1=

i=1

Pues bien, el estimador MCO es de minima varianza dentro de la clase de
estimadores lineales:

Theorem 1 (Teorema de Gauss-Markov).- Bajo los supuestos del modelo llineal
de regresion, el estimador MCO es el estimador lineal insesgado de minima var-
1anza de los coeficientes del modelo de regresion.

Proof. Consideremos un estimador lineal de la pendiente del modelo de regre-

sién:
n

B = Z CilYi
i=1
que supondremos distinto del estimador de minimos cuadrados, es decir,
que no todas las constantes ¢; son iguales a las a;. Para que este estimador sea
insesgado ha de cumplirse:

=
—
oW
iy
~—
Il

Bod ci+ By wi+0
1=1 =1

que serd igual a B, y, con ello, el estimador (3; serd insesgado sélo si se
cumple, simultdneamente:

n
Zci =0
=1
n
Zcixi = 1
i=1

Suponemos, por tanto, que las constantes c¢; satisfacen ambas condiciones.
Teniendo en cuenta que tanto Y . ; ¢; como Y ., ¢;x; son constantes, la vari-
anza de este estimador es:

Var (Bl> =Var <§”: ciui> = Z Var (ciu;) = o? Zcf
p , ,
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de modo que, para probar que el estimador de minimos cuadrados tiene
menor varianza que este estimador lineal insesgado genérico, habremos de probar

que:
n

271( mrLEP Pl

i=1
con independencia de cudles sean las constantes ¢;,7 = 1,2,...,n
Para ello, consideremos la expresion:

( M) Zc —22@

3

i=1

1

(; — 2+Z< Yo 1(x —;E)Q)

1 (w; — 2)° — 5
= c; — 2 O = ci —2
Z Zz 1 (l’ - x)Q " 1:21 [Z:l:l (LEZ — .f)2:| ’ l:zl ' Zn

L >0

- ZC S (@i—a)?

donde la tltima desigualdad proviene del hecho de que el punto de partida
es una suma de cuadrados y por tanto, necesariamente positiva.
Pero esto significa que, como querfamos mostrar:

n
d &> %
i=1 2im (@ — T)
]

El teorema de Gauss-Markov es importante, por cuanto que afirma que
la matriz de covarianzas del estimador MCO es inferior a la de cualquier otro
estimador lineal e insesgado. Es decir, la diferencia entre ambas matrices, en el
orden citado, es semidefinida negativa. Ello tiene implicaciones mds ttiles: la
varianza del estimador MCO de 3 es inferior a la de cualquier otro estimador
lineal e insesgado de dicho coeficiente, y lo mismo ocurre con la varianza del
estimador MCO de 3.

Cuando el término de error del modelo tiene una distribucién Normal,
tenemos un resultado atin mds importante, que afirma que el estimador MCO
es eficiente, es decir, tiene la menor varianza posible (la menor matriz de covar-
ianzas), dentro de la clase de los estimadores insesgados, sean estos lineales o
no.

Theorem 2 Teorema de Rao.- Si se cumplen las condiciones de la Seccion 13.1
y, ademds, el término de error del modelo tiene distribucion Normal, entonces el
estimador MCO es el estimador insesgado de minima varianza de los coeficientes
del modelo de regresion.
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Proof. La demostracién se basa en probar que, cuando el término de error del
modelo de regresién tiene distribucién Normal, u; ~ N(0,02), entonces el esti-
mador de Minimos Cuadrados coincide con el estimador de Médxima Verosimili-
tud. Como este tltimo es siempre (bajo condiciones muy generales y, por tanto,
faciles de satisfacer) el estimador de minima varianza o eficiente, habremos
probado que, en este caso especial, el estimador de minimos cuadrados también
loes. m
Consideremos el modelo de regresién con término de error Normal:

yi = B + i + ui u; ~ N(0,07)
del que escribimos la funcién de verosimilitud:

n

1 2 2
L B 70',2 s, L1, s L2y ey , T = 767“'1‘,/2011,
(ﬂO /61 u/yl 1,Y2,22 Yn n) ll;[la_u\/%
y su logaritmo:
n n n u2
lnL(ﬁmﬁlvai/yhxh"'72-/7“"13”) = —§lnai—§ln(2ﬂ)—z2;ﬁ -

i=1

n 2
= Dol Dnem -y WP B

202
i=1 u

El estimador de Méxima Verosimilitud se obtiene derivando en la expresién
anterior con respecto a los pardmetros desconocidos: Sy, 31,02, e igualando a
cero dichas derivadas.

Pero sin necesidad siquiera de hacer dicho célculo, ya apreciamos que los
valores numéricos de 3, y S;que maximizan InL son los mismos que minimizan
la Suma de Cuadrados de los Residuos, ya que ésta entra con signo menos
en la expresién de In L. Por tanto, los estimadores de Minimos Cuadrados y
de Méxima Verosimilitud de ambos pardmetros coinciden, y el teorema quda
probado.

Este resultado es importante, porque justifica el uso del estimador de Mini-
mos Cuadrados, dadoq ue es un estimador eficiente. Pero, como con cualquier
teormea, es preciso entender el conjunto de ocndiciones bajo las que puede afir-
marse la conclusién que se ha obtenido. En nuestro caso, es especilamente
importante recordar que la eficiencia del estimador de Minimos Cuadrados se
obtiene si el término de error del modelo sigue una distribucién Normal, pero
no necesariamente en otro caso.

El estimador de Maxima verosimilitud de la varianza del término de error
es:
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que es parecido, aunque no idéntico, al estimador MCO de dicho parametro.
De hecho, como sabemos [ver Apéndice] que el estimador MCO de o 2 es inses-
gado, podemos asegurar que el estimador de maxima verosimilitud es sesgado:

. -2 —2 R -2
E(6%y)=E (nn U?wco) = nTE (63%ico0) = nTUi

Sin embargo, su sesgo desaparece al aumentar el tamafno muestral por cuanto
que el factor (n — 2)/n tiende a uno. El estimador MV de la varianza es, por
tanto, asintéticamente insesgado.

6 Propiedades adicionales del coeficiente de
determinacién

6.1 Expresién alternativa:

nooa n ~ —\2
R2—1_ D U i Ui — )

2?21 (yi — ?7)2 E?:l (yz - @2

6.2 Relacion con el coeficiente de correlacion lineal en un
modelo de regresién lineal simple:

Comenzamos obteniendo una expresion para la Suma de Cuadrados de los Resid-
uos de la estimacién de minimos cuadrados:

sor = Ywt =Y - =3 fu-(r+ B -n)] -

i=1 i=1 i=1 z
n . Szy 2 n . Sajy n B B

= Z(yz—y) + 2 Z(fﬁi—ﬂf) —QSQZ(yZ—y)(xi—x):
i=1 T i=1 T ;=1

por lo que el coeficiente de correlacién lineal puede escribirse:
S?
2 Ty

ns? sz T szsz P

R?2=1
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