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Capitulo 1

Introduccién’

1.1. Matrices de correlaciones cruzadas

Considerar un vector y; = (Y1t ..., Yrt) k-dimensional de series
temporales . Un proceso estocdstico es estacionario (en sentido débil)
si sus primeros y segundos momentos son invariantes con el tiempo.
Esto es si

i) E(y;) = p para todo t.
i) El(ye—p)(yi—n—p)'] =Ty(h) = F;(—h) paratodoty h =0,1,...

La media i es un vector k —dimensional que consiste en la esperan-
za no condicionada de los componentes de y;. La matriz de covarianzas
I',(0) es una matriz (kx k). El i-ésimo elemento de la diagonal principal
de I'y(0) es la varianza de y;;, mientras que el elemento (i,j)- ésimo de
I',(0) es la covarianza entre y;; e y;;. A sus elementos los denotamos
por Pzg<0)

Sea D una matriz diagonal (k x k) donde la diagonal estd formada
por las desviaciones tipicas de y; parat=1,...,k. Esto es,

D:diag(m,“',m>

La matriz de correlaciones cruzadas en el retardo h (CCM) para y; se
define como:

o(h) = DT, (W) D!
En concreto, el (i, 7)-ésimo elemento de py, es
F"(h) . Oov(yibyj,t—h)

pij(h) = m m  std(ya) std(y;)

1Se basa en el capitulo 8 del libro de Tsay.
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

donde std denota desviacion estandar, esto es el coeficiente de correla-
cién entre y;; € Yj—p.

Comentarios:

= La matriz de correlaciones cruzadas contemporanea
p(0) = DT, (0)D

es una matriz simétrica con elementos en su diagonal principal
igual a la unidad, esto es p;;(0) = p;i(0),—1 < p;;(0) < 1y
pii(0) = 1 para 1 <i,j < k. Sus elementos nos dan las correlacio-
nes contemporaneas entre los elementos del vector ;.

= Los elementos de CCM para el retardo h > 0 nos muestran la
correlaciones entre los diferentes elementos del vector y; e vy,
por lo que p;;(h) mide la dependencia lineal de y;; en y;;_j que se
observé h periodos antes. En consecuencia, si p;;(h) # 0y h > 0,
se dice que la serie y;; va por delante o antecede (leads) a la serie
yir en el retardo h. De igual forma, pj;(h) mide la dependencia
lineal de y;; en y;¢—p. Si pji(h) # 0y h > 0, se dice que la serie
y;ir va por delante o antecede a la serie y;; en el retardo h. El
elemento de la diagonal principal de p;(h) es el coeficiente de
autocorrelacion con h-retardos de y;;.

» En general, para h > 0 p;;(h) # p;i(h) parai # j porque los
dos coeficientes de correlacién miden relaciones lineales diferentes
entre las series y;; y yj¢. Por lo tanto, en general I'y(h) y p(h) no
son matrices simétricas.

» Utilizando que Cov(z, z) = Cov(z,z) y el supuesto de estaciona-
riedad débil, se tiene que

COU(yz‘t, ’yj,t—h) = COU(yj,t—h, yit) = COU(?/jt, yi,t+h) = COU(yjn yi,t—(—h))

por lo que I';;(h) = I';;,(—h). Dado que I'j;(—h) es el elemento
(j,1)-ésimo de la matriz I', (—h), y la anterior igualdad se satisface
para 1 < 14,5 < k, tenemos que

Ly(h) =Ty (=h) v p(h) = p'(=h)
En consecuencia, al contrario de lo que ocurre en el caso univa-
riante, p(h) # p(—h) para h > 0.

Dado que p(h) = p/(—h) en la practica es suficiente con considerar
la matrices de correlaciones cruzadas p(h) para h > 0.
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1.2.

Dependencia lineal

Las matrices de correlaciones cruzadas, {p(h) | h =0,1,---} de un
vector de series temporales estacionario (al menos en sentido débil),
contiene la siguiente informacion:

» Los elementos de la diagonal principal {p;i(h) | h =0,1,---} son

las funciones de autocorrelacién de y;;.

= El elemento de fuera de la diagonal p;;(0) mide la relacién lineal

contemporanea entre y;; € Y

» Para h > 0, los elementos de fuera de la diagonal p;;(h) mide la

dependencia lineal de y;; en el valor pasado v,

En general, las relaciones lineales que pueden existir entre dos series
temporales y;; v y;: se pueden resumir como sigue:

1.

No existe relacion lineal entre y;; e yj; si p;j(h) = p;i(h) = 0 para
todo h > 0.

. Uit € Yj¢ estan correlacionadas contemporaneamente si p;;(0) # 0.

. Yit € y; no presentan relaciones lineales retardo-adelanto (lead-

lag) si pij(h) = 0y pji(h) = 0 para todo h > 0. En este caso se
dice que las dos series estan desparejadas (uncoupled).

. Existe una relacién unidireccional entre y;; e yj; si p;;(h) = 0 para

todo h > 0 pero p;i(g) # 0 para algin g > 0.

. Existe una relacién de retroalimentacién (feedback) entre vy e yjq

si pij(h) # 0 para para algun h > 0 pero p;;(g) # 0 para algin
g > 0.

Una aproximacion mas informativa para analizar las relaciones en-
tre series temporales es la de construir un modelo multivariante. Mas
adelante veremos algunos de estos modelos. De todas formas, analizar
las matrices de correlaciones cruzadas es informativo y puede servir
como analisis previo.

En la préactica, tendremos que utilizar un estimador de I'y(h) y de
p(h). Dados los datos a utilizar y, | t = 1,---, T, estas matrices pueden
estimarse de forma consistente, bajo ciertas condiciones, mediante los
siguientes estimadores:

’

R 1 Z
Ly(h) = T Z (vr —9)(Yt—n — T) , h>0
t=h+1
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donde ¥ = (Ethl yt> /T es el vector de medias muestrales. La matriz
de correlaciones cruzadas p(h) se estima con

~ A

p(h)y =D T,(R)D,  h>0

donde D es una matriz diagonal (k x k) con las desviaciones tipicas
muestrales de los componentes del vector y; en su diagonal.

Ejemplo 8.1 del capitulo 8 del Tsay

Considerar el fichero! de datos m-ibmspln.txt:
Periodo: 1926:01 - 1999:12 (T = 888), frecuencia mensual.
Variables:
IBM: Monthly log returns of IBM stock
SP500: Standard & Poors 500 index.
Vector bi-variante de series temporales y; = (I BM;, SP500;).

IBM monthly log returns in percentages (1926:1 a 1999:12)
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Monthly log returns of SP 500 index in percentages (1926:1 a 1999:12)

i
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'El fichero IBM-SP.gdt contiene también esos datos en formato Gretl.
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Estadisticos principales
de los rendimientos mensuales en logaritmos de IBM y el indice SP500
(en tantos por ciento, Enero 1926 a Diciembre 1999)

Variable Media Mediana Minimo Méximo
IBM 1,24023  1,22299 —30, 367 30,0971
SP500 0,537164 0,936600 —35, 584 35,2219

Variable Desv. Tip. C.V. Asimetria  Exc. de curtosis

IBM 6,72868  5,42535 —0,236855 1,92779
SP500 5,64472 10,5084 —0,522144 8,14155

Matrices de Correlaciones cruzadas
(valor critico? al 0,05 (a dos colas) = 0,0658)
h=0 h=1
IBM S P500 IBM —1 SP500—1
1,0000 0,6356 0,0758 0,1012 IBM
1,0000 0,0445 0,0761 S P500

h=2 h=3
IBM —2 SP500—-2|IBM -3 SP500—3
0,0163 -0,0597 -0,0189 -0,0710 IBM
0,0214 -0,0157 -0,0735 -0,1103 | SP500
h=4 h=>5

IBM —4 SP500—4 | IBM —5 SP500—5
10,0228  -0,0331 0,0044 0,0671 IBM
0,0392 0,0239 0,0024 0,0845 | SP500

2Los valores en negrita dentro de la tabla indican una correlacién significativamente
distinta de cero. El valor critico corresponde a 2\/T siendo T = 888.
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Coeficientes de correlacion, usando las observaciones 1926:01 - 1999:12
(se ignoraron los valores perdidos)
valor critico al 5% (a dos colas) = 0,0658 para T = 888

IBM IBM.1 IBM.2 IBM.3 IBMA4
1,0000 0,0758 0,0163 —0,01890 —0,0228 IBM
1,0000 0,0755  0,0182 —0,0186 IBM.1
1,0000  0,0780  0,0186 IBM.2
1,0000  0,0762 IBM.3
1,0000 IBM.4
IBM.5  SP500 SP500.1 SP500.2 SP500.3
0,0044  0,6356  0,1012 —0,0597 —0,0710 IBM
—0,0226  0,0445  0,6355  0,1011 —0,0603 IBM.1
—0,0184  0,0214  0,0440  0,6355  0,1006 IBM.2
0,0176 —0,0735  0,0249  0,0451  0,6434 IBM.3
0,0760  0,0392 —0,0729  0,0250  0,0458 IBM.4
1,0000  0,0024  0,0395 —0,0729  0,0254 IBM.5
1,0000 0,0761 —0,0157 —0,1103 SP500
1,0000  0,0758 —0,0167 SP500.1
1,0000  0,0756 SP500.2
1,0000 SP500.3
SP500.4  SP500.5
~0,0331  0,0671 IBM
~0,0707 —0,0329 IBM.1
~0,0600 —0,0706 IBM.2
0,0990 —0,0611 IBM.3
0,6432  0,0988 IBM.4
0,0456  0,6432 IBM.5
0,0239  0,0845 SP500
~0,1098  0,0242 SP500.1
~0,0165 —0,1097 SP500.2
0,0764 —0,0163 SP500.3
1,0000  0,0762 SP500_4
1,0000 SP500.5
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IBM con respecto a SP 5 (con ajuste m nimo-cuadrAEtico)
a0

Y =0,833 + 0,758X
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IBM con respecto a SP1 (con ajuste m nimo-cuadrAstico)
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Los graficos muestran que las dos series estan contemporaneamente
correlacionadas. De hecho el coeficiente de correlacién muestral para
h = 0 entre las dos series de de 0,64 siendo significativo al 5%. Sin
embargo, las correlaciones cruzadas en el retardo h = 1 son muy débiles
si es que existen.

La correlaciones cruzadas significativas al 5% aparecen para los
retardos 1 y 3.

= SP500 presenta cierta autocorrelacion muy marginal en los retar-
dos 1y 3,

= IBM depende débilmente de los retardos 1 y 3 de SP500, primero
positivamente y luego de forma negativa. Esta observacion se basa
en el elemento (1,2) de las CCM en los retardos h = 1y h = 3.
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FAC de SP500

1F T T T T Y- 1.96/T05
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1.3. Contrastes de Portmanteau Multivariantes

El contraste univariante de Ljung-Box @(m) ha sido generalizado
para el caso multivariante por Hosking y Li-McLeod. Para una serie
multivariante la hipdtesis nula del contraste y la alternativa son:

Hy:p(1)=---=p(m)=0 vs. H,:p(i)#0 para algin i=1,---

El estadistico se utiliza por tanto para contrastar si no hay ni auto-
correlacion ni correlaciones cruzadas en el vector de series temporales
y;. El estadistico es:

m

h=1

tr (I, (W)L, ()1, ()T, (0))

T—h

donde T es el tamano muestral, k es la dimensién del vector y; y tr(A)
es la traza de la matriz A, esto es la suma de los elementos de la
diagonal principal de A. Bajo la hipdtesis nula y ciertas condiciones
de regularidad, Qr(m) sigue una distribucién asintética x? con k*m
grados de libertad.

Para el ejemplo de IBM y SP500, se obtienen los siguientes valores
del estadistico para diferente eleccion de m.

Q2(1) = 9,81 > x*(4)0.05 = 9,448  Q(5) = 47,06 > x*(20)0,05 = 31,41

Q2(10) = 71,65 > x*(40)9,05 = 55, 758

Asi, el contraste de Portmanteau multivariante confirma la existen-
cia de dependencia lineal en el tiempo en el vector bivariante de series
de rendimientos IBM y SP500.

Dado que se rechaza la hipotesis nula, entonces podemos estar inte-
resados en proponer un modelo multivariante que permita analizar las
relaciones dindamicas entres estas variables, y que nos pueda servir por
ejemplo para predecir. Uno de estos modelos es el Vector Autorregre-
sivo (VAR) que seguidamente pasamos a estudiar.
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Capitulo 2

Procesos Vectoriales
Autorregresivos Estables?

2.1. Condicion de estabilidad

VAR(p)

y=v+Ay1+ ..+ A0, +w t=0,£1,£2,...
» yy = (Y1t, - - -, Yre) un vector (k x 1) de variables aleatorias,

» A; matrices fijas (k x k) de coeficientes,

A1 @125 .. Qikg
A= CL2.1,1; 22 - . a2.k,i
Akl Q24 .- Qkkg

» v = (v4,...,%)" es un vector de términos de intercepto permi-

tiendo la posibilidad de que E(y;) sea distinta de cero.

» Finalmente, u; = (uy, ..., ug)’ es un vector (k x 1) de innova-
ciones tal que E(u;) = 0, E(wu,) = 3, E(uul) = 0 para t # s
donde

E(u?) E(uyug) ... E(upug)
. _ E(uguy) E(u?) oo Euggugy)
E(uktult) E(uktu%) Ce E(uzt)

se supone finita y no singular.

2Se basa en los capitulos 2,3 y 4 del libro de Liitkepohl.
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12 CAPITULO 2. PROCESOS VAR ESTABLES
VAR(1) estable

y=v+ Ay 1 +u  t=0,+1,+2 ...

Se dice que un VAR(1) es estable si todos los valores propios de A,
tienen médulo menor que la unidad. Equivalentemente, el VAR(1) es
estable si

det(I, — A1z) # 0 para |z] <1

Esto es, todas las raices del polinomio det(/; — A;2) caen fuera del
circulo unidad.

Ejemplo 1:
Y1t %1 0,5 0 0 Y1,t—1 Uyt
ya | = |2 |+ 0,1 0,1 0,3 Yor—1 | + | U
Ysi V3 0 0,2 0,3 Y3,t—1 U3zt
1 00 0,5 0 0
det(l, — A1z)=1]0 1 0| —-1]0,1 0,1 0,3 |z]=
0 0 1 0 0,2 0,3
1-0,5z 0 0
—0,1z 1-0,1z —0,32 | =(1—-0,52)(1 — 0,4z — 0,032%)
0 —0,2z 1-0,3z

Raices del polinomio:

s De (1 —0,521) =0 se obtiene z; = 1/(0,5) = 2

= De (1 —0,42 — 0,032?) = 0 se obtienen otras dos raices:
g = WA o ) = 15,4858 25 = 2,1525

Todas ellas son reales y mayores que uno en valor absoluto. Por lo
tanto el proceso VAR(1) es estable.

Ejercicio: ; Qué hubiera ocurrido si ay; = 17 jSeria el proceso estable
en ese caso?
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Companion form:

; Cémo representar un proceso VAR(p) en forma de VAR(1)?

\Yﬁ/ =n-+ \Ai_, Yo+ U

(kpz1) (kpzkp)
w 1) [0 s e
G I I I R U Il I
A IR T O A | P B
Y; es estable si det(ly, — Az) # 0 para |z| <1
Dado que:
det(Iy, — Az) = det(I, — Ayz — ... — A,2P)

Entonces se dice que y; es un proceso VAR(p) estable si

det(Iy — A1z — ... — Ay2P) # 0 para |2| < 1
Ejemplo 2:
Yie | _ | 1 0,5 0,1 Y1,t—1 0 0 Y1,t—2 U1t
[ Yot ] N [ Vo ] + [ 0,4 0,5 Ya,t—1 + 0,25 0 Y2,t—2 + Ut
—— ~—— ——
Yt v Ay Yt—1 Aa Yt—2 Ut
Companion Form:
Y1t n 0,5 0,1 0 0 Yit—1 U1t
Yot | 2 + 0,4 0,5 0,25 0 Ya,t—1 + Ut
Yi,t—1 - 0 1 0 0 0 Y1,t—2 0
Y2,t—1 0 0 1 0 0 Y2,t—2 0
—— ~—— ——
Y: n A Y1 U;
1-0,5z —=0,1z 0 0
| —0,4z 1-0,5z2 —0,25z 0| | ([o—A1z) —Asz|
det(li-Az) =) 0 1 0|7 - L |~

0 -z 0 1
= |IQ||([2 — Alz) — (_AQZ)[EI(_ZIQ)| = |.[2 - Alz — AQZQ‘
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0,11 [ 0 0],
057102 0]~

=1-—2+0,2122 —0,0252%

10 0,5
|IQ—A12—A222‘:|[0 1]—[04

1—-0,5z —0,1z2
—0,42 — 0,252 1—-0,5z

Las raices de este polinomio son una real y dos imaginarias,
z21=1,3 23=3,55+4,260y 23 = 3,55 — 4,26

Todas ellas satisfacen ! |z| > 1. El proceso es estable.

2.2. Representacion de Medias Moéviles

Haciendo sustituciones repetidas en el proceso Y; = n+ AY; 1 + U;
se obtiene hasta la j — esima:

Yi= (I + At AN+ ATY o+ Y AU

i=0
Bajo la condicion de estabilidad:
Esto se debe a que, dada la condicién de estabilidad,

» La secuencia A*,i = 0,1,..., es absolutamente sumable. Por lo
tanto y 72, A'U;_; existe en media cuadratica.

= Cuando j — o0,
(Inp + Ao+ Ay — (I, — A) ™'y

» Cuando j — oo entonces A/T! converge a cero rdpidamente por
lo que podemos ignorar el término A7*Y;_;_; en

Representacion MA para Y,

Yi=C+ ZAiUtfi
i=0

donde Y; viene expresado en términos de las innovaciones pasadas

y presente Uy y del término medio, ¢ = (I, — A) ™'

'En el caso de las rafces imaginarias |z2| = |z3] = 1/(3,55)2 + (4,26)2 = 5, 545.
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Representaciéon MA para y,
Utilizando la matriz de seleccién (k x kp), J = [ I, 0 ... 0 ],

Y = JYt - JC"‘ZJAlJ,JUt_z

=0
Ye = p+ iq)iut—i
donde p = (I — Ay — Ay — ... — f;p)_lu, O, = JAJ U, = JJU, y
u; = JU;. Dado que A; son absolutamente sumables también lo son ®;.
Obtencién de ¢; ¢=0,1,2,...

Una forma mas directa de computar las matrices de coeficientes de
la representacion de MA para y; es la siguiente. Utilizando el operador
de retardos L tal que L'y, = y,—; podemos escribir:

yp=v+ AL+ ...+ ALy +

ALy = v+

donde A(L) = (I, — AyL — ... — A,LP). Sea ®(L) = 332, ®,;L* tal que
O(L)A(L) = I). Entonces

O(L)A(L)y: = O(L)v+ P(L)uy

v = (220 Pi)v + 22 P

Si det(A(z)) # 0 para |z| < 1, se satisface la condicién de estabili-
dad, entonces A(L) es invertible, existe A(L)™! = ®(L), sus matrices

de coeficientes son absolutamente sumables y por lo tanto el proceso
®(L)uy = A(L) ' uy estd bien definido. Por otro lado,

(1) =Y 0 =A(1) = (L — A — ... — 47"
i=0
Las matrices de coeficientes ®; se pueden obtener de
Ik = (q)o —+ q)lL -+ @2[;2 + - )(Ik - AlL e — Apr>
Operando y agrupando términos en funcion del operador de retardos

se tiene que:

(I)OZIk (IJi:ZCDZ-,jAj,Z':LQ,...conAj:()paraj>p

j=1
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Por lo que de estas ecuaciones se pueden ir computando recursivamente
Oy, Dy, .. ..

Ejemplos:
Para un VAR(1) estable:

CI)O:I]C ®1:A1 @2:14%57@1:14117

Ejemplo 1:
Y1t 1% 0,5 0 0 Y1,t—1 U1t
You | =12 | +1]0,1 0,1 0,3 Yop—1 | + | U
Yai V3 0 0,2 0,3 Y3,t—1 Uzt
0,5 0 0 0,25 0 0
$, =101 0,1 0,3 ]|,P,=1 0,06 0,07 0,12 |,
0 0,2 0,3 0,02 0,08 0,15

0,125 0 0
¢s= | 0,037 0,031 0,057 |, etc.
0,018 0,038 0,069

Para un VAR(2) estable:

Qy=1;, P1=A4; Py=P1 A+ Ay, 0, =D 1A + Pi2As, -

Ejemplo 2:
Y | _ | i 0,5 0,1 Y1,t—1 i 0 0 Y1,t—2
Yot Vo 0,4 0,5 Yat—1 0,25 0 Ya,t—2

SN—— N——
Yt v Ay Yt—1 Ao Yt—2
0,5 0,1 10,29 0,1 1 0,21
q)l_[o,zl 0,5]’ ¢2_l0,65 0,29]’ q’3_l0,566

ete.

0,079
0,21

|
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2.3. Procesos Estacionarios

Proposicién. FEstabilidad = FEstacionariedad

Un proceso y;, t = 0,41, 42, ..., VAR(p) estable es estacionario?.
Utilizando la representacion de medias moviles:

Y=+ Y Py

Ely)=p =Tz — A —...— A) v
Ly (h) = El(ye — 1) (Yr—n — p1)’]

= B @i + 00 @it ni) (X520 Patty i)’

= Zfio (I)h-HEu(I);

Para un VAR(1):

@ T (0) = T2 8,5, = 52 ALY, (A1)
» Iy(h) =ATy(h—1), h>0

« Ty(h) = A'Ty,  para h >0

Teorema de descomposicion de Wold.

Todo proceso estacionario x; se puede representar como la suma de
dos procesos incorrelacionados z; e y;, donde z; es un proceso determi-
nista perfectamente predecible de su propio pasado e y; es un proceso
que tiene una representacion MA,

Yt = Z Dy
i=0

donde @4 = I, u; es un proceso ruido blanco y la suma infinita esta de-
finida en media cuadratica aunque las ®; no son necesariamente abso-
lutamente sumables.

2 e . . . . . ey o1

Dado que estabilidad implica estacionariedad, la condicién de estabilidad se conoce
también como condicién de estacionariedad. Un proceso no estable no es necesariamente
no estacionario
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Si ademds las ®; son absolutamente sumables y existe A(L) tal
que A(L)®(L) = I con coeficientes absolutamente sumables, entonces
®(L) es invertible y

Y= A+ w VAR(o0)

i=1

donde A(z) = I, — X2, Azt = (32, ®;2) ™! para |z| < 1. Dado que
la sumabilidad absoluta de las A; implica que las matrices de coefi-
cientes del VAR convergen a cero rapidamente esto supone que bajo
condiciones bastante generales todo proceso estacionario sin componen-
tes deterministas puede aprorimarse bien por un proceso VAR de orden
finito. La hipoétesis crucial es la de estacionariedad.
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2.4. Estimacién y Contrastes de Restricciones li-
neales

Supongamos que y; es un vector de variables aleatorias (k x 1) que
sigue un VAR(p) estable,

Yy =v+ A1+ Apyep +uy

donde u; ~ 1i.1.d(0,%,). Supongamos que disponemos de T observa-
ciones Y1, --,yr y p valores iniciales y_,i1,- -, yo. Consideremos la
siguiente notacién,

Y =(m - yr )  (kxTD),
B =(v A - A ) (kx(kp+1)),
1
7 ((kp+1) x 1),
Yt—p+1
Z =(2y - Zra) ((kp+1)xT7),
U =(wm - ur) (kx T)
/
Y@ :(yﬂ _ij)_ (I'x 1)
Y1)
y =wec(Y') = : (kT x 1)
KON /
oy =(v apa o ama o apy o oagy ) ((kp+1)x 1)
by
b =wvec(B)=| : (K*p+ k) x 1)
KON
ug = (un o wr ) (T'x 1)
U(1)
u =vec(U) = : (kT x 1)
| W(k)
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Usando esta notacién, parat = 1,---,T podemos escribir el modelo
VAR(p) de la siguiente forma

Y=BZ4+U <& wvec(Y')= wec(Z'B") Hvec(U)

—_———
(I @ Z")(vec(B'))

y=LQ@QZ)Db+u  u~(0,(Z.QIr))
Ejemplo: VAR(1) bivariante, con la condicién inicial yo = (v1,0, Y2,0)’

Yiu =1+ anaYr—1 + aiaYo—1 +uy t=1,...,T
Yo = Vo + A11Y1,0—1 + A21Y2—1 + Uz t=1,...,T

o equivalentemente

y y ey soa a 1 1 1 - 1
Pl B P e T P
’ i Y2,0 Y21 Y22t Y2,(7-1)
Y B
Z
Uy Uiz uir
U1 U22 U
U
Y11 ]| (1 i Y20 O 0 0 v ] M wgg ]
; : : i ) : ) s :
vir | _ | 1 yir—r e 000 0 aay | | tr
Yo1 0 0 0 1y Y2,0 Vo Uy
. . . . : : : a2171 .
L Yor | L 0 0 0 1 yira yora | LO220 0 [ gy |
—_—— ——
vec(Y’) vec(Z'B’) vec(U")

Ya) _ A
y(g) 0 A
N—_—— N—————

bay | | v
bez) U(2)
—_———  ~—\

y I Q2" b u
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= Dado que es un sistema de ecuaciones aparentemente no
relacionadas (SURE) con idénticos regresores (Z’) en cada
ecuacion, el estimador de b por Minimos Cuadrados Genera-
lizados en el sistema coincide con el de Minimos Cuadrados
Ordinarios en el sistema, que a su vez coincide con el de Minimos
Cuadrados Ordinarios Ecuacién por Ecuacién.

Si denotamos X = ([, @ Z') y ¥ = (2, & Ir), haciendo uso de
las propiedades del producto Kronecker tenemos

b= (XSX)N(X'Ey) =

= (L) (Z.®Ir)  LQ®Z) (I QZ)(Z.QIr)y)

(E'®Z2)'(E®2)y = (I ®(Z22') ' Z)y =

" (22)'Z 0 0
(Z22')'z 0
0 0
: : 0
0 0 (Z22"7 |
i (ZZ’)*lZy(l)
— (X/X)le/y
| (Z2Z') Zyw,

Y

Yx)

» Bajo ciertas condiciones, (ver Liitkephol(1991), pp. 66) el esti-
mador MCO es consistente y asintéticamente Normal.

VT(b—b) % N (0,(S,@®T™)

donde I' = plim(1/T)ZZ'. Para poder realizar inferencia se nece-
sitan estimadores consistentes de I' y X,

T
S, = T) Y @i, obien %, =(1/(T —kp—1))
t=1

I'=1/7)22

t

>

1

U

t

(0]

/
t
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donde
i o= Gy o |
Ujr = Yje — Z{_1bg)
Ziy = [ L Yy Yo - ?Jifp }

Estos 1ltimos son asintéticamente equivalentes, aunque argumen-
tos conservadores tomarian como mas adecuado el segundo, que
corrige por grados de libertad.

Si estamos interesados en contrastar hipotesis sobre los co-
eficientes de solamente una ecuacién del VAR, podemos
utilizar los estadisticos t y F usuales de la regresion MCO en esa
ecuacion ya que son asintéticamente validos. Dado que
7 d 21—1

VT (b — b)) = N (0, (03171)
donde o} = E(u3,) es la varianza de la innovacién de la j-ésima
ecuacién del VAR. Podemos estimarla consistentemente con el
estimador usual 6% = (1/(T — kp — 1)) o1, @3,
Por lo tanto, las estimaciones de las varianzas y covarianzas de los
coeficientes de la regresiéon MCO en la ecuacién j-ésima vendrian
dados por el estimador usual

-1

T
22) =[S 2120
t=1

Hipétesis mas generales de la forma Hy : Rb = r que im-
pliquen coeficientes de distintas ecuaciones del VAR se pueden
contrastar utilizando el estadistico de Wald,

(Rb - {R[£,®(z2)"| R} (Rb —1)

que bajo la hipétesis nula se distribuye asintéticamente x?(m)
donde m es el ntiimero de restricciones bajo la hipétesis nula o el
numero de filas de la matriz R. Tanto b como X, son los estima-
dores correspondientes al modelo sin restringir.

Bajo la hipdtesis de que el proceso VAR(p) es gaussiano (Norma-
lidad de w;) el estimador por Méxima Verosimilitud (MV) de los
coeficientes del sistema coincide con el de MCO. En este sentido,
si las hip6tesis son ciertas (correcta eleccién de p, u; ruido blanco
gaussiano,...) es consistente y eficiente asintéticamente.
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2.5. Prediccion

Prediccién es uno de los principales objetivos del andlisis multi-
variante de series temporales. Primeramente veremos predicciéon en el
marco de procesos VAR estables suponiendo conocidos los valores de
los parametros del proceso y posteriormente cuando previamente han
sido estimados.

Proceso generador de los datos y; = (y1s, - - -, yxt)” — VAR(D)
Conjunto de informacién: ; = {ys|s <t} donde ys = (Y15, - -, Yrs)’
Origen de prediccién — ¢

Horizonte de prediccién — h

Predictor h periodos hacia adelante — 7,(h)

Funciéon de pérdida: Error cuadratico medio de la prediccion,

MSEG,(h)] = E(Yern — G,(h) Wesn — Ty(h))

En el contexto de modelos VAR, los predictores mas utilizados son
aquellos que minimizan el MSE. Algunos autores como Granger y New-
bold demuestran que los predictores que minimizan el MSE también
minimizan otras funciones de pérdida y para muchas de ellas los predic-
tores Optimos son simples funciones de los predictores que minimizan
el MSE. Ademsds, la varianza de un predictor insesgado es el MSE lo
cual es importante a la hora de construir intervalos de prediccion.

2.5.1. Prediccion por punto

El predictor h periodos hacia adelante que minimiza el Error cua-
dratico medio de la prediccién es el valor esperado condicionado al
conjunto de informacion en el origen de prediccién,

Ei(yr1n) = E(Yern| Q) = E(yernl{ysls < t})

Este predictor minimiza el MSE de cada componente de ;.
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= Si u; es un ruido blanco independiente de ug; para todo
t # s (por lo que Ei(uip) = 0 para h > 0) el predictor dptimo h
periodos hacia adelante de un proceso y; que sigue un VAR(p) es,

E(yern) = v+ A B (Yern—1) + o + A B (Yipn—p)
Propiedades:

1. Es un predictor insesgado, E[y;1n — Ei(yirn)] = 0.
2. Si u; es un ruido blanco independientemente distribuido,
MSE[E(Yern)] = MSE[E(Yesn) |Yes Ye1, - - ]-

Comenzando en h = 1 podemos ir obteniendo recursivamente las
predicciones,

E(yis1) =v+ A+ ..+ Ay
E(2) =v+ AE (Y1) + Agye + oo + ApYi—pio

En general obtenemos para un VAR(1),
E(yesn) = (I + Av 4+ + A7y + Aly,

Ejemplo 1:
VAR(1) tridimensional donde y; = (—6,3,5)" y v = (0,2,1)’

0 0,5 0 0 —6 -3,0
0,1 0,1 0,3 3 | =1 3,2
0 0,2 0,3 ) 3,1

2 |+
—1,50
E(yiro) = (Is + A)v + A2y, = | 2,95 | ete.

Et(yt+1) =

1
2,57
Ejemplo 2:

VAR(2) bidimensional donde y; = (0, 06;0,03)" y;—1 = (0,055;0,03)’
y v = (0,02;0,03)

0,02 0,5 0,1 ][ 0,06
E(yis1) = v+Aiy+Asyi1 = [ 0.03 +l 0,4 0,5 ] [ 0,03 ]Jr
0 01][0,055] [ 0,053
0,25 0| 0,03 | | 0,08275
0,02 0,5 0,1 0,053
E(yi2) = v+ AL B (Ye1)+ A2y, = [ 0,03 +[ 0,4 0,5 0, 08275 ]_‘_

0 0 0,06 | | 0,0548
0,25 0 0,03 | | 0,1076

etc.
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= Si u; no es un ruido blanco independientemente distri-
buido, normalmente se requieren supuestos adicionales para en-
contrar el predictor 6ptimo de un proceso VAR en términos de la
esperanza condicionada. Sin estos supuestos se puede considerar
el objetivo menos ambicioso de encontrar el predictor que mini-
miza el MSE dentro de la clase de predictores que son funciéon
lineal de v, y¢—1,. - ..

Proceso VAR(1) de media cero,
Ye = A1 +

Sustituyendo recursivamente tenemos que
h—=1
Yorn = Alye + > Alugini
=0
Asi, dado un predictor lineal

yi(h) = Boyt + Biyi—1 + - ...

donde las B; son matrices de coeficientes (k X k), obtenemos el error
de prediccion,

Yern — Ye (R Z Al 1Ut+h—i A — Bo)y — ZBzyt i
Dado que uyj, para j > 0, estd incorrelacionado con y;_;, para i > 0,

MSE[yt(h)] =k (Z?;ol Ail“’t—&—h—i) (Z?;ol A§Ut+h—i),
E {(A? — Bo)y: — 2724 Biyt—i}
X {(Alf — Bo)yr — 22y Bz-yt_z}/

El MSE minimo se obtiene para By = A" y B; = 0 para i > 0.

Predictor lineal 6ptimo:
ye(h) = A}fyt = Ayi(h —1)

El error de prediccidn es en este caso

h—1
Yern — Ye(h Z Aj 1Ut+h—i A — Bo)y: — Z By Z AUy i
i=0
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y el MSE o matriz de varianzas y covarianzas del error de
prediccioén es,

MSE[?/t(h)] =F ( zh;ol A§Ut+h—z‘) (Z?;ol A§Ut+h—i>,

= Yi% AiZu(A1) = MSE[y,(h — 1)] + A7 S, (A7)
Para el caso general de un VAR(p) con media cero
Yo = A1+ o+ A +
que en forma de VAR(1) se puede escribir como
Y, =AY, 1+ U,
Predictor lineal 6ptimo,
Yy(h) = A"Y; = AY;(h — 1)

donde
yt(h)
Y;f(h> _ Z/t(h'_ 1)

y(h—p+1)
e y+(j) = ysy; para j < 0.

Utilizando la matriz de seleccién (k x kp), J = [I;0...0], podemos
obtener el predictor lineal 6ptimo h periodos hacia adelante del
proceso y; en el origen t como

y(h) =JAY (h—1)=[A;... AYi(h —1)
=Ay(h—1)+ ...+ Ayye(h — p)
Podemos utilizar esta férmula para ir computando recursivamente las

predicciones®. Notar que si u; es un ruido blanco independientemente
distribuido entonces y:(h) = Ei(yin).

3Si el proceso y; tiene media distinta de cero, esto es
Yy =v+Aiyi—1+ ... + Apyi—p + s

definimos ©; = y+ — pw donde p = E(yt) = (I — A1 — -+ — Ap)fly. El proceso z; tiene
media cero y por lo tanto el predictor éptimo h periodos hacia adelante es

ze(h) = Aize(h — 1) + ... + Apzi(h — p)
Sumando a ambas ecuaciones p obtenemos el predictor lineal éptimo para y;

ye(h) =xe(h) +p=p+ Ar(y(h—1) —p) + ... + Ap(ye(h — p) — 1)
=v+Aiye(h—1)+ ... + Apy:(h — p)
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Para un proceso de media cero, utilizando

h—1
Vi = A", + Z AUy

=0

obtenemos el error de prediccién

Yern — Ye(h) = J[Yeen = Yi(h)] = J [2?2—01 A'Upsn—y
= Z?:_ol JAT JUpsp—i = 2?2—01 Dy i

donde las ®; son las matrices de coeficientes de la representaciéon
MA. El error de prediccion no cambia si ; tiene media distinta de cero
ya que el término medio se cancela.

De esta representacion del error de prediccion podemos obtener que
el predictor y;(h) puede expresarse en términos de la repre-
sentacion MA: como y,p = it + >0y Pitty—i tenemos

Ye(h) = Yern — X010 Pittpin—i
= 1+ 20 Pty — ) Py p
=+ 32, Pittyn—i
= p+ 220 Pritie—

El MSE o matriz de varianzas y covarianzas del error de prediccion
es

Sy(h) = MSE[y(h)] = £iZy ©:3u®} = Xy(h — 1) + P15, P}, 4

A medida que h — oo, X, (h) = MSE[y(h)] tiende a la matriz de
varianzas y covarianzas de y;, I',(0) = X, = >7°, ®;3, ..

La razon esta en la estabilidad del proceso. Dado que los valores
propios de A tienen todos médulo menor que la unidad, entonces ®; =
JA'J" — 0 cuando i — oo. Esto implica que el predictor éptimo en
el largo plazo es la media del proceso. En otras palabras, el pasado
del proceso no contiene informacién en el desarrollo del proceso en un
futuro lejano.
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Ejemplo 1

Utilizando las matrices de coeficientes de la representaciéon MA del
proceso, calculadas previamente, y >, como sigue:

2,25 0 0
Y.=| 0 1 05
0 0,5 0,74

se obtienen las siguientes matrices de MSE de prediccion
Zy(l) = D

2,813 0,113 0
$,(2) = S, + &5, = | 0,113 1,129 0,632
0 0,632 0,907

2,953 0,146 0,011
5,(3) = 5,(2) + ®,5,0, = | 0,146 1,161 0,663
0,011 0,663 0,943

Ejemplo 2

Utilizando las matrices de coeficientes de la representacion MA del
proceso, calculadas previamente, y >, como sigue:

0,09 0
E“::l 0 (L041

se obtienen las siguientes matrices de MSE de prediccion

Ey(1) =%y
0,1129 0,02
(2) = Dot BT = l 0,022 0,0644]

2.5.2. Prediccién por intervalo

Para establecer intervalos de prediccién necesitamos hacer supues-
tos sobre la distribucion de y; o de u;. Normalmente se suponen pro-
cesos Gaussianos, esto es u; ~ N(0,%,) vy u; y us independientes para
s # t. Bajo estas condiciones los errores de predicciéon también tienen
distribucién Normal,

h—1
Yesn = Ye(h) = 3 Pitug i ~ N(0,5,(h))
i=0
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Si denotamos yg ¢+ € yx¢(h) al k-ésimo componente de los vectores 4,
e y;(h) respectivamente entonces se tiene que

Ykt+h — Ykt (h)
o (h)

~ N(0,1)

donde o (h) es la raiz cuadrada del k-ésimo elemento de la diagonal
principal de 3, (h). Denotemos por z) tal que Pr(Z < z| = (1 — «)
donde Z ~ N(0,1).

Entonces un intervalo de prediccion h periodos hacia adelan-
te del (1 — «)100 % de confianza para yyp €s

Yrt(h) £ 2(ay2)0%(h)

Si se computaran repetidamente intervalos de prediccién para un gran
nimero de realizaciones del proceso considerado entonces sobre un
(1 —@)100 % de los intervalos contendrian el verdadero valor de yy 4.

Ejemplo 1

Intervalos de prediccién del 95 % de confianza para los componentes
del VAR(1)*:

y14(1) £1,96,/2,25 = —3 £ 2,94
y24(1) £1,964/1,0 = 3,23 £ 1,96

yse(1) £1,96,/0,74 = 3,1+ 1,96

y10(2) £1,96,/2,813 = —1,5 £ 3,29
U24(2) £1,964/1,129 = 2,95 + 2, 08

y34(2) £ 1,964/0,907 = 2,57 + 1,87

Para la construccion de regiones de prediccién conjuntas pa-
ra N componentes del vector vy, se utiliza la siguiente aproximacién
(basada en el método de Bonferroni). Si elegimos un intervalo de pre-
diccién h periodos hacia adelante de (1 — «)100% para cada uno de
las N variables, la regién conjunta de prediccién contendria todas ellas
con una probabilidad de al menos (1 — N«)100 %.

4Utilizando para este ejemplo las predicciones realizadas previamente y la matriz =,
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Por ejemplo, si los intervalos de prediccion un periodo hacia adelante
del (1 —0,05)100 % = 95 % para y; 441 € Y2441 SON respectivamente

th(l) + 1, 960’1(1) (§ ’yg’t(l) + 1, 960’2(1)
entonces
{yu(l) +1, 9601(1),y27t(1) +1, 9602(1)}

es una region de prediccién conjunta de al menos (1—0,05 x 2)100 % =
90 % de confianza.
Ejemplo 1

{y14(1) £1,9601(1), y2,.(1) £ 1,9605(1)} =

{=3-2,94 <1441 < —-3+2,94;3,2—-1,96 < yos11 < 3,2+ 1,96}

es una regién de prediccion conjunta de al menos 90 % de confianza.

2.5.3. Prediccion con procesos estimados

En la seccién anterior hemos visto que el predictor 6ptimo h perio-
dos hacia adelante del proceso VAR(p) es

y(h) =v+Ay(h—1)+ ...+ Apyt(h —p)

donde v(j) = y+; para j < 0. Si en lugar de los verdaderos valores

de los pardmetros B v Ay - A ) utilizamos el estimador

~

B = ( voA - flp ) obtenemos un predictor

Gu(h) = 0+ Ay (h — 1) + ... + Ayge(h — p)

donde §¢(j) = yi1; para j < 0.
El error de predicciéon es

Yern — Je(h) = [Wern — ¥ ()] + [y (h) — 3, (h)]
= 310 Pittran—i + [ye(h) — G (h)]

Los dos términos del lado derecho de la igualdad estan incorrelados
porque el primero es funcién de periodos de tiempo s > t mientras
que el segundo depende de y, con s < t. Por lo tanto el MSE del
predictor g,(h) es

Yg(h) = MSE[y,(h)] + MSEly,(h) — 3:(h)]
= %, (h) + MSE[y,(h) — ()]
= Y15, @, + MSE[y,(h) — §:(h)]
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A la hora de evaluar MSE[y.(h) — y:(h)] se necesita la distribu-
cién del estimador B. Dado que solamente conocemos la distribucién
asintotica de este estimador solamente es posible obtener una aproxi-
macion asintética de M SE[y,(h)—19:(h)]. Litkepohl deriva, bajo ciertos
supuestos, la siguiente aproximacion para el MSE de g,(h)

5(h) = 5,(h) + Zh)

donde

s 30s287

siendo 8 = vec(B) y X5 la matriz de varianzas y covarianzas asintética.
A mayor eficiencia a la hora de estimar B menor incertidumbre en la
prediccion.

Liitkepohl (1991, pp. 88) obtiene una expresion explicita para (h)
utilizando el estimador de MCO de B, que para h = 1 es simplemente

Q1) = (kp+ 1)%,

Asi, la aproximacion para el MSE de la prediccion un periodo hacia
adelante a partir del origen de prediccién 7' (se supone que el periodo
utilizado para la estimacion es hasta T) es

2p(1) =%, (1) + (1/T)Q(1)
=%, + ety = THhptly

Podemos ver que la variabilidad que se introduce a la hora de pre-
decir en términos del MSE de la prediccién utilizando estimaciones de
los coeficientes del VAR depende de la dimensién del proceso (k), del
orden del VAR, p, y del tamano muestral 7" utilizado en la estima-
cién. Si T es pequeno, puede ser bastante importante. A medida que
el tamano muestral crece, ese factor tiende a uno. Esto se debe a que
estimamos consistentemente los coeficientes del VAR.

Para h > 1 también depende de B, I', ®; ademas de ¥,,. En la practi-
ca se reemplazaran estas matrices por sus correspondientes estimadores
consistentes para obtener un estimador consistente de ¥;(h). Esto es
importante a la hora de construir intervalos de confianza para las pre-
dicciones que seran aproximaciones asintoticas.
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Suponiendo y; gaussiano, un intervalo de prediccion h periodos hacia
adelante para el componente k-ésimo de y; de aproximadamente (1 —
«)100 % de confianza es

Urt(h) £ 2(a/2)0k ()

donde Gy (h) es la raiz cuadrada del elemento k-ésimo de la diagonal
principal del estimador consistente de ¥;(h).

2.6. Causalidad en el sentido de Granger

2.6.1. Definicion

Es un concepto® que estd muy relacionado con prediccién y que se
analiza facilmente en un contexto VAR por lo que es muy popular aun-
que como veremos tiene sus limitaciones.

Idea: la causa no puede venir después del efecto. Asi, si una
variable z afecta a otra variable z la primera debe de ayudar a predecir
la segunda.

= ();: Conjunto de informacion que contiene toda la informacion
relevante en el universo disponible hasta el momento t incluido.

» 2(h|€): predictor 6ptimo (en el sentido de minimizar el MSE) h
periodos hacia adelante del proceso z; en el origen de prediccién
t condicionado al conjunto de informacién €2;.

El proceso x; se dice que causa z; en el sentido de Granger si
Y. (h]€) < B, (A2 \{xs|s < t})

para al menos un h = 1,2,... donde Q;\{zs|s < t} es el conjunto de
toda la informacién relevante en el universo excepto por la informacién
pasada y presente del proceso x;.

En otras palabras, si z; se puede predecir més eficientemente (con
un menor MSE) teniendo en cuenta la informacién pasada y presente
del proceso x; ademas del resto de informacién relevante en el universo,
entonces x; causa en el sentido de Granger a z;.

5Este concepto de causalidad fue introducido por Granger en su articulo publicado
en Econometrica en 1969, Investigating causal relations by econometric models and cross
spectral methods.
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Generalizacion al caso donde z; y x; son procesos vectoriales. En
ese caso X.(h|Q) y X.(h|Q2\{zs|s < t}) son matrices, por lo que se
requiere para decir que z; causa en el sentido de Granger a z; que las
dos matrices no sean idénticas y que la diferencia entre la primera y la
segunda sea una matriz semidefinida positiva para algun ¢ y h.

Si x; causa a z; y 2 causa a x; el proceso (z;,x}) recibe el nombre
de feedback system.

Problema: eleccion del conjunto de informacién €2;. Normalmen-
te en la practica no se dispone de toda la informacién relevante en el
universo. Por lo tanto, en la practica se considera como relevante so-
lamente la informacién pasada y presente del proceso que se estudia
y € se reemplaza por {z;, zs|s < t}. Mas atn, en lugar de comparar
predictores éptimos se comparan predictores lineales 6ptimos.

2.6.2. No-Causalidad en el sentido de Granger

Consideremos la representacion MA del proceso y; = (z;, z})" donde
2z es un vector (m x 1) y x; es un vector ((k —m) x 1)

Y=+ 200 Py = 4+ P(L)uy, Oy = I,

particionando de acuerdo con y;, = (2, x})’,

Y = S I + (1’11([/) CI)12(L) Ut
! Ty 2 (I)zl(L) @22(1/) Ut
Proposicién. z; no causa en el sentido de Granger a z; si y
solo si ®15(L) = 0, o equivalentemente,

2(hl{ysls < t}) = z(h|{zs]s < t}) para h=1,2,. ..
=

®9; =0parai=1,2,...

Alternativamente, z; no causa en el sentido de Granger a z; si y
solo si ®91(L) = 0, o equivalentemente,

zi(hl{ys|s < t}) = zy(h|{zs|]s < t}) para h=1,2,...

4

@gl,izoparaizl,Q,...
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Teniendo en cuenta que (A(L))™' = ®(L) podemos ver que implica

esta condicién en términos de las matrices de coeficientes del VAR(p),

Yy = “t | _ | N + An(L) A12(L) 2t + Une

! Ty ) A21(L) A22(L) Ty U2t
Corolario. Si y; es un proceso VAR(p) estable entonces x; no causa
en el sentido de Granger a z; si y solo si Aj2(L) = 0, o equivalentemente,

zie(hl{ysls < t}) = ze(h|{zs]s < t}) para h=1,2,...

=
A127i =0 parai: ].,2,...,]9
Alternativamente, z; no causa en el sentido de Granger a x; si y solo
si Ao (L) = 0, o equivalentemente,

i (h{ysls < t}) = x(hl{zs|s < t}) para h =1,2,...

=
AQMIOparai:l,Z,...,p

Contraste de causalidad en el sentido de Granger:

Podemos contrastar la hipdtesis nula de no-Causalidad en el sentido
de Granger de un subconjunto de variables z; en el resto de variables
x; del sistema considerado ; en términos de contrastes de restricciones
cero sobre cierto subconjunto de coeficientes de las matrices Ay, ... A
del VAR.

Se pueden llevar a cabo con el estadistico de Wald como hemos
descrito en la seccion de estimacién y contrastes de restricciones, o con
un constraste de Razén de verosimilitudes

P

Arr = T(n|EF| — In[S,]) 2 *(q)

donde ¢ es el nimero de restricciones bajo Hy, f]f es el estimador MV
de >, bajo la hipdtesis nula de no causalidad y 3, la correspondiente
al no restringido.

Ejemplo: consideremos el siguiente sistema bivariante VAR(2

Yie | _ | Q11,1 Q121 Y1,t—1 + ai12 G122 Y1,t—2 Uit
Yau G211 221 Y2,t—1 Q21,2 G222 Ya,t—2 Uat

Hj : ya no causa en el sentido de Granger a yy; <& Hy : @121 = a122 = 0.
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Dado que esta restriccién solo afecta a los coeficientes de una sola
ecuacion, este contraste se puede llevar a cabo con el estadistico tipo
F usual y comparar el valor del estadistico multiplicado por el nimero
de restricciones, en este caso 2, con el valor critico en la distribucion
Chi-cuadrado con 2 grados de libertad.

Comentarios:

1. En general hay que ser cautelosos a la hora de interpretar la exis-
tencia o no de causalidad en el sentido de Granger con una impli-
cacion sobre la direccién de causalidad en términos mas generales
de que una variable determine otra.

Por ejemplo, series temporales que reflejan un comportamiento
forward-looking de los agentes econémicos, como por ejemplo los
precios de los activos o tipos de interés, en general se encuen-
tran que son excelentes predictores de otras importantes series
econdémicas. Esto no significa que estas series causen el PNB, la
inflacién o los dividendos a subir o bajar sino que estas varia-
bles incorporan la mejor prediccion del mercado sobre la futura
evolucion de estas otras variables. En este sentido, contrastar cau-
salidad en el sentido de Granger puede ser ttil para analizar la
hipotesis de eficiencia de los mercados pero no para inferir una
direccion de causalidad. (ver algunos ejemplos en el Hamilton pp:
306-308)

2. Otro problema estd en que en la practica nos restringimos a un
conjunto de informacién concreto que incluye solamente los valo-
res pasados y presente de las variables del sistema considerado. El
considerar otras variables relevantes en el sistema y por lo tanto
en el conjunto de informaciéon pueden cambiar las relaciones de
causalidad en el sentido de Granger encontradas en un sistema
que las ha omitido.

3. La frecuencia de los datos considerados, esto es que el conjunto
de informacién contenga datos mensuales, trimestrales o anuales
puede influir en que se encuentren relaciones causales a la Granger
para una frecuencia y no para otras. Por otro lado, considerar se-
ries ajustadas estacionalmente o no en el conjunto de informacién
también puede tener su influencia.

Atn asi, el anélisis de causalidad en el sentido de Granger es un
instrumento til para al menos decirnos algo sobre si un conjun-
to de variables contienen informacion 1til para mejorar nuestras
predicciones sobre otro conjunto de variables.
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2.7. Analisis Impulso-Respuesta

El interés de este analisis se centra en ver la reaccion o respuesta
de una variable a una innovacién o shock exégeno (impulso) en otra
variable del sistema que puede constar de otras variables ademas de

estas.
Ejemplo 1: (VAR(1) tridimensional donde v = 0)

Supongamos un sistema de tres variables y; = ( 1z Y2 Y3 )’ que
sigue un proceso estable VAR(1) dado por

Y1t 05 0 0 Yit—1 U1t
Yot - 071 071 073 Y2,t—1 + Uo¢
Y3t 0 02 03 Yst—1 U3t

Supongamos que las tres variables antes del shock en ¢t = 0 toman su
valor medio que hemos supuesto igual a cero (ya que lo que nos interesa
es ver la variacién de las variables alrededor de su valor medio).

(. Cuadl es la respuesta del sistema a un incremento unitario
en la primera variable, esto es, u;p = 1 durante los siguientes
periodos posteriores al shock ¢t = 1,2, ..., si no hay otros shocks
en el sistema, es decir uyy = 0,u3o = 0,u; = 0,us =0,...7

Y1,0 U0 1
Yo = | Y20 = | U2p =10
Y30 Uu3,0 0
Y11 0,9
i = | Y21 | =Aiy =01
Ys,1 0
Y1,2 0,25
Yo = | 1p2 | =Aun =Alyw =1 0,06
Y32 0,02
Continuando con este proceso resulta que y; = (Y14, Y2,,Y3:) €s

la primera columna de A‘. De la misma forma, un shock unitario en
yor (ys¢) en t = 0 después de i periodos resulta en un vector y; igual
a la segunda (tercera) columna de AY. Asi, los elementos de A}
representan los efectos de shocks unitarios en las variables del
sistema después de i periodos. Por ello se les conoce con el nombre
de multiplicadores dinamicos o respuestas al impulso.
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Recordar que A} = ®; donde ®; es la i-ésima matriz de coeficientes
de la representacion de medias méviles (MA) del proceso VAR(1). Por
lo tanto, las matrices de coeficientes de la representacion MA
contienen las respuestas al impulso del sistema.

Generalizacién a un VAR(p)

Si y; sigue un proceso estable VAR(p), supongamos de media cero,
se puede escribir en forma de un VAR(1) (companion form)

Y =AY, + U

Siguiendo con los mismos supuestos que en el ejemplo anterior, iy, = 0
parat < 0, u; = 0 parat > 0y yg = ug = €5 donde e, es un vector
(k x 1) con un uno en la k-ésima posicién y cero en el resto,

Yo=(ei 0 ... 0)
Por lo tanto, ’
Y = Ao
Asi tenemos que las respuestas-impulso son los elementos de la ma-
triz (k x k), ®; = JA'J donde J = | I, 0 ... 0] esla matriz de

seleccién (k x kp).

El coeficiente ¢, ; de la matriz ®; representa la reacciéon de la va-
riable j-ésima del sistema a un shock unitario de la variable k-ésima,
¢ periodos después del shock, manteniendo que no hay otros shocks en
el sistema del resto de variables ni otros shocks posteriores al impulso.
La funcién impulso-respuesta seria la representacién grafica de los
coeficientes ¢j;; para i =1,2,....

1. Silas variables estdn medidas en escalas diferentes se suelen consi-
derar innovaciones iguales a su desviacién tipica (u;0 = \/var(u;))
en lugar de shocks unitarios. Esto no seria mas que reescalar las
funciones impulso-respuesta.

2. Si una variable no causa en el sentido de Granger al resto de
variables en el sistema entonces las respuestas al impulso en esa
variable sobre el resto seran cero.

3. Liitkepohl (1991, pp. 45) demuestra que, para un VAR(p) estable
k-dimensional, si las primeras (pk — p) respuestas de la variable
J-ésima a un impulso en la variable k-ésima son cero, entonces
todas las siguientes respuestas tienen que ser cero. Por ejemplo
si tenemos un VAR(2) trivariante (k=3, p=2) si ¢12, = 0 para
t=1,2,3,4 entonces ¢12; = 0 parai=1,2,....
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4. La j-ésima columna de la matriz ¥,, = >, ®; contiene las res-
puestas acumuladas hasta m periodos de cada una de las variables
del sistema a un shock unitario en la variable j-ésima. Se conoce
con el nombre de m-ésimo multiplicador intermedio (”interim
multiplier”).

5. La matriz Uo, = X2, @, = (1) = ([ — A1 — - —A4)) lesla
matriz de los efectos de largo plazo o multiplicadores totales.

Ejemplo 1: VAR(1) tridimensional con v = 0.

Multiplicadores dindmicos o respuestas al impulso, ®; = A}

1 00
Oy=I35=01 0
0 01

0,5 0 0
d,=A,=1]0,1 0,1 0,3
0 0,2 0,3
0,25 0 0
dy=A2= 0,06 0,07 0,12
0,02 0,08 0,15
0,125 0 0
3= A3 = 0,037 0,031 0,057
0,018 0,038 0,069

etc.

Graficos ( Ver Liitkepohl, p. 46 y 49).
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Ortogonalizacion:

Un supuesto problematico en el analisis impulso-respuesta es que los
shocks solamente se dan en una variable cada vez. Si los errores estan
correlacionados un shock en una variable puede venir acompanado de
un shock en otra variable por lo que ignorarlo puede distorsionar la
verdadera relacion dinamica entre las variables.

Por esta razén normalmente el andlisis impulso-respuesta se lleva a
cabo en términos de las matrices de coeficientes de la representacion
MA

o0 o0 oo
Y= Ouw_i = OPP lup ;= Biuy
i=0 =0 i=0
donde ©; = ®, P, w, = P~'u, y P es una matriz triangular con ceros por
arriba de la diagonal tal que ¥, = PP’ utilizando la descomposicién de
Cholesky. De esta forma los componentes de w, estdn incorrelacionados
y tienen varianza unitaria 3, = P73, (P~7!) = I.

A diferencia de &y = I} en términos de esta representaciéon Oy = P
por lo que, a no ser que X, sea diagonal, esta matriz no serd diagonal y
sus elementos recogeran las respuestas inmediatas del sistema a shocks
unitarios. Por ello se conocen con el nombre de multiplicadores de
impacto.

El hecho de que ©g = P sea triangular por abajo implica que el
orden de las variables en el vector es importante®. La primera variable
serd la tinica que pueda tener un impacto inmediato en todo el resto de
variables. La segunda puede tener un impacto inmediato en las (k — 2)
restantes variables pero no en la primera, y asi sucesivamente. Esta
eleccién puede determinar las respuestas al impulso y por lo tanto es
critico a la hora de su interpretacion.

Ejemplo 1:
2,25 0 0
VAR(1) tridimensional con v =0y ¥, = 0 1 0,5
0 0,5 0,74
Respuestas a impulsos ortogonales, ©; = ®; P
L5 0 0
O=P=] 0 1 0
0 0,5 0,7

SDiferente orden puede originar diferentes funciones de respuesta al impulso.
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0,75 0 0

@, =0,P=015 0,25 0,21
0 0,35 0,21

0,375 0 0
Q,=®,P=| 0,00 0,13 0,084
0,03 0,055 0,105

Y

etc.  Graficos (Liitkephol, p.53).

Normalmente tenemos que estimar previamente el VAR para
obtener las funciones impulso-respuesta. Una vez estimadas las matri-

ces de coeficientes A, ..., A, las ®; se pueden obtener recursivamente
de

7=1

comenzando con ®y = I y haciendo A; = 0 para j > p. Ejemplo:
Y = v+ Aryi1 + Asyro +

Entonces (I)Q = ]k, (I)l = (I)()Al, (I)Q = (I)lAl + CD()AQ, (I)g = q)QAl +
D1 Ay,..., Py =Py 1A + P04

En el caso de las funciones impulso-respuesta ortogonalizadas las
matrices ©; se estimarian de ©; = ®,P una vez obtenidas las ®; como
antes y la matriz P de la descomposicién de Cholesky ¥, = PP’ dada
la estimaciéon de X,,.

2.8. Seleccion del orden del VAR

En la préctica el orden del VAR, p, serd desconocido. Elegir un or-
den p innecesariamente largo reduce la precision de la prediccion del
modelo VAR(p) estimado. También la precisién en la estimacion de las
funciones impulso-respuesta depende de la precisién en la estimacién
de los pardmetros del VAR. Por lo tanto, es 1util disponer de procedi-
mientos o criterios para elegir un orden del VAR adecuado.

A) Contrastes secuenciales: Likelihood ratio (LR) test.

Suponiendo que M es la cota superior del orden del VAR y que es
conocida, se puede utilizar el siguiente procedimiento secuencial
utilizando contrastes de Razén de verosimilitud (LR).

1. Elegir un orden de VAR como cota superior M.

2. Contrastar Hy: M-1 retardos frente a H,: M retardos. Si no
se rechaza la hipdtesis nula,
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3. Contrastar Hy: (M-2) retardos frente a H,: (M-1) retardos,
continuando el proceso hasta rechazar la hipétesis nula en
favor de la alternativa, eligiendo el orden de retardos de la
alternativa. En términos de restricciones en las matrices de
coeficientes del VAR, este proceso seria el siguiente:

Hg:AM_lz() H%AM_l#OIAMZO

HéZAM,i+1IO Hi:AMfiJrl%0|AM:"':AM71‘+2:O

En este proceso secuencial cada hipotesis nula es contrastada con-
dicionando a que las hipdtesis nulas previas sean ciertas.

Si HY : Apyr_iv1 = 0 se rechaza entonces el orden del VAR elegido
esp=M —i+1.

El estadistico de Razon de verosimilitudes (LR) para contrastar
la i-ésima hipétesis nula es

ALg(i) = T(In| S, (M — i) — In|S, (M — i + 1))

donde f]vu(m) es el estimador por Maxima Verosimilitud de %,
cuando se ajusta un VAR(m) a la serie temporal de T observa-
ciones (disponiendo de m valores iniciales). Este estadistico tiene
una distribucién asintdtica x?(k?) si H¢ y todas las hipétesis nulas
anteriores son ciertas.

e Eiste resultado se mantiene aunque y; no sea gaussiano. So-
lamente se necesita que u; sea un ruido blanco independien-
temente distribuido con momentos de cuarto orden acotados
(standard white noise).

e Kl estadistico LR también se puede expresar como el es-
tadistico de Wald pero donde el estimador de 3, considerado
es el del modelo restringido, esto es bajo H.

e Dado que es un contraste secuencial el nivel de significacién
del contraste no coincide con el nivel de significacién de cada
uno de los contrastes llevados a cabo en la secuencia. Por
ejemplo si el nivel de significacion en cada paso es o = 0,05
entonces a; =1 — (1 —0,05), ag =1 — (1 —0,05)% ... c; =
1—(1-0,05)" ...y =1—(1-0,05)M. Aunque esto es una
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aproximacién del error de tipo I dado que la distribucion es
asintética.

Para obtener este resultado se ha utilizado el hecho de que
para m # jy m,j,< i, A\pr(m) y Apg(j) son estadisticos
asint6ticamente independientes si H{, ..., H{ son ciertas.

B) Criterios de seleccién del orden del VAR

B.1) Minimizar el MSE de prediccidn.

Si el objetivo es predecir tiene sentido elegir el orden del VAR
tal que se minimice una medida de la precision de la prediccion.
Esta medida es el error cuadratico medio (MSE) de la prediccion.
En estos términos los siguientes dos criterios estan disenados para
minimizar la varianza del error de prediccion.

B.1.1)

B.1.2)

Final Prediction Error (FPE).

Akaike(1969,1971) sugiere el siguiente criterio basado en el
MSE aproximado de la predicciéon 1 periodo hacia adelante.

FPE(m) - [T#—k‘m—i—l

k
T—k:m—l] det(Zu(m))

Basado en este criterio el orden del VAR elegido p(FPE) de
p es tal que

FPE[p(FPE)| =min{FPE(m)lm =0,1,...,M}

Esto es, se estiman modelos VAR de érdenesm = 0,1,..., M
y se calculan los correspondientes valores de FFPE(m). El
orden que obtiene un menor F'PE es el orden p elegido para

P.
Criterio de Informacién de Akaike (AIC)

También derivado por Akaike(1973,1974), para un VAR(m)
se define como

AIC(m) = In|S,(m)| + ;(mk:2)

Basado en este criterio el orden del VAR elegido p(AIC) de
p es tal que

AICP(AIC)| = min{AIC(m)m =0,1,..., M}
Liitkepohl (1991) demuestra que
InFPE(m) = AIC(m) + 2k/T + O(T?)
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Dado que el término 2k/T no depende de m, AIC(m) y
AIC(m)+2k/T se minimizan para el mismo valor de m. Por
lo tanto, InF'PE y AIC difieren por un término de orden
O(T~?%) por lo que ambos criterios serdn casi equivalentes
para tamanos muestrales moderados y grandes.

B.2) Seleccién del orden consistente.

Un estimador p del orden del VAR p es consistente si
plim p = p cuando T" — oo

Liitkepohl prueba condiciones necesarias y suficientes para que p
sea consistente y estas condiciones no son satisfechas por p(AIC')
ni por p(FPE). AIC y FPE sobreestiman o eligen un orden ma-
yor que el verdadero valor de p asintéticamente con probabilidad
positiva. También demuestra que la probabilidad de que estos dos
criterios elijan un orden del VAR menor que el verdadero es cero
asintoticamente.

Criterios consistentes:

B.2.1) Criterio de Hannan-Quinn (HQ).
IninT

HQ(m) = In|S,(m)] + 2 (mk?)

Basado en este criterio el orden del VAR elegido p(HQ) de
p es tal que

HQ[p(HQ)] = min{HQ(m)|m =0,1,..., M}

B.2.2) Criterio de Schwarz (SC) Utilizando argumentos Bayesia-
nos Schwarz (1978) deriva el siguiente criterio:

SC(m) = In|S,(m)| + Z”TT(ka)

De nuevo el orden del VAR elegido por este criterio es el que
minimiza el valor del SC.

Liitkepohl establece la siguiente comparacién’ para muestras pe-
quenas de los criterios AIC, HQ y SC.

p(SC) < P(AIC)  siT >8;

p(SC) < p(HQ) para todo T
P(HQ) < p(AIC) si T > 16.

"Para este dltimo resultado no se requiere la estacionariedad de y;.



44 CAPITULO 2. PROCESOS VAR ESTABLES

Contrastes de Autocorrelacion en los residuos del VAR:

También se pueden llevar a cabo contrastes a nivel de ecuacién
por ecuacién o en el sistema para ver si los residuos son ruido blanco
(Ljung-Box test o Pormanteau test).

Para contrastar si las matrices de autocorrelaciones R de los errores
son cero hasta un numero de retardos h, el estadistico del contraste de
Portmanteau es

Hy: Ry = (r1,...,ry) =0 frente a Hy : Ry, #0

Estadistico .
Py=T3 tr(CiCy ' CiCy )
i=1
donde tr indica la traza de una matriz, C; = 1/T S Gty La

distribucién asintotica de este estadistico bajo la hipotesis nula es
X (k*(h — p)).

En estudios de Montecarlo se ha visto que este contraste tiene po-
ca potencia frente a muchas alternativas. Una modificacion a este es-
tadistico para mejorar este problema es

— h A A A A
Ph = T2Z(T — .)_1157“( 7{ 0_ch 0_1)

i=1

manteniendo la misma distribucidén asintética.



Capitulo 3

Ejemplo VAR con Gretl

3.1. Estimacion de un VAR

Los datos para este ejemplo estan en el fichero datos_VAR.x1s.
Periodo muestral: Son datos trimestrales de 1959 : 1 a 2005 : 3.
Variables: gdplev, pricelev, fedfunds, M2.

1. Leemos los datos con Gretl.
Archivo — Abrir datos — Importar — excel
Estructura conjunto de datos — Serie temporal — Trimestral —

observacion inicial 1959:1

2. Definimos las siguientes variables en tasas de crecimiento:
gdpch = 400 * log(gdplev(t)/gdplev(t — 1))
inflation = 400 x log(pricelev(t) /pricelev(t — 1))
mgrow = 400 * log(M2(t)/M2(t — 1))

Para ello en Gretl una vez seleccionamos con el cursor las variables
en niveles gdplev, pricelev y M2, vamos a

Anadir — diferencias de logaritmos de las variables seleccionadas
Se anaden al listado de series estas variables

1ld_gdplev, 1d_pricelev, 1d_M2

y finalmente se obtiene gdpch, inflation, mgrow, con

Anadir — definir nueva variable

multiplicando por 400 las diferencias de logaritmos.

3. Gréficos de las series

Ver — graficos — series temporales

45
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Figura 3.1: GDP growth rate
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Figura 3.2: Federal Funds Rate
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Figura 3.3: Inflation
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Figura 3.4: M2 growth rate
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Seguidamente vamos a estimar un VAR(4) para el vector de varia-
bles endégenas y; = (gdpchy, in flation,, fedfuns;, mgrow,):

Modelo — Series temporales — Autorregresion vectorial (VAR)

Los resultados se muestran en otra ventana en la que hay otras
opciones asociadas a la estimacién de este VAR y son los siguientes!:

Sistema VAR, orden del retardo 4

estimaciones MCO, observaciones 1960:2-2005:3 (1" = 182)

Variable

const
gdpch;_;
gdpch; 2
gdpchy—3
gdpchy—y
inflation;_;
inflation;_o
inflation;_3
inflation; 4
fedfunds,_;
fedfunds;_s
fedfunds;_3
fedfunds;_4
mgrow;_,
mMgrow;_o
mgrow; s
mMgrow; 4

Ecuacién 1: gdpch

Coeficiente

2,08223
0,118068
0,203099

—0,0398229
0,0276374
0,171477

—0,00603636

—0,313410
0,0274599
0,141392

~1,0120
0,424542
0,247841
0,0777511
0,0865794
0,103284

0,00249869

Desv. tipica

0,811822
0,0790540
0,0808896
0,0744585
0,0695558
0,211778
0,233561
0,239204
0,217168
0,206818
0,228993
0,240408
0,219215
0,0898896
0,0946574
0,0916783
0,0852544

Estadistico t valor p

25649  0,0112
1,4935  0,1372
25108  0,0130
—0,5348  0,5935
0,3973  0,6916
0,8097  0,4193
~0,0258  0,9794
~1,3102  0,1919
0,1264  0,8995
0,6837  0,4952
—4,4196  0,0000
1,7659  0,0793
1,1306  0,2599
0,8650  0,3883
0,147  0,3617
1,1266  0,2615
0,0293  0,9767

R? =0,325262 R? corregido = 0,259833 F(16,165) = 4,97121

Todos los retardos de gdpch
Todos los retardos de inflation
Todos los retardos de fedfunds
Todos los retardos de mgrow
Todas las variables, retardo 4

Contrastes F de restricciones cero

F(4,165) = 2,33167
F(4,165) = 0,672294 valor p 0,6121
F(4,165) = 6,06702
F(4,165) = 2,19343
F(4,165) = 0, 362595

valor p 0,0580

valor p 0,0001
valor p 0,0719
valor p 0,8350

No se muestran algunos resultados que muestra Gretl en la estimacién de cada ecua-
cién, por ejemplo, Suma de cuadrados de los residuos, Desviacién tipica de los residuos,
Estadistico de Durbin—Watson, Coef. de autocorr. de primer orden, Criterio de informacién
de Akaike, Criterio de informacién Bayesiano de Schwarz, Criterio de Hannan—Quinn.
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Ecuacién 2: inflation

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico t valor p
const 0,174894 0,295202 0,5925  0,5544
gdpch; 4 —0,0196801 0,0287463 —0,6846  0,4945
gdpch; o —0,0220202 0,0294138 —0,7486  0,4551
gdpch;_3 0,0154169 0,0270752 0,5694  0,5699
gdpch;_4 0,0475021 0,0252925 1,8781  0,0621
inflation; 4 0,463886 0,0770085 6,0238 00,0000
inflation;_o 0,123791 0,0849294 1,4576  0,1469
inflation;_3 0,110048 0,0869814 1,2652  0,2076
inflation; 4 0,256896 0,0789685 3,2531  0,0014
fedfunds;_; 0,211492 0,0752049 2,8122  0,0055
fedfunds; o —0,0863222 0,0832683 —1,0367  0,3014
fedfunds; 3 —0,0622490 0,0874193 —0,7121  0,4774
fedfunds;_4 —0,0966751 0,0797128 —1,2128  0,2269
mgrow; 1 0,00421371 0,0326865 0,1289  0,8976
mgrow; o —0,00278709 0,0344202 —0,0810  0,9356
mgrow; 3 0,00736823 0,0333369 0,2210  0,8253
mgrow; 4 0,0133597 0,0310010 0,4309  0,6671

R?=0,825659 R? corregido = 0,808754 F(16,165) = 48,8390

Contrastes F de restricciones cero

Todos los retardos de gdpch F(4,165) = 1,30313  valor p 0,2710

Todos los retardos de inflation  F'(4,165) = 71,6211  valor p 0,0000

Todos los retardos de fedfunds F'(4,165) = 2, 5083 valor p 0,0440

Todos los retardos de mgrow  F'(4,165) = 0,135041 valor p 0,9692
F( )

Todas las variables, retardo 4 4,165) = 3,46483  valor p 0,0095
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Ecuaciéon 3: fedfunds

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico ¢ valor p
const —0,637819 0,333410 —1,9130  0,0575
gdpch; 4 0,108564 0,0324670 3,3438  0,0010
gdpch; o 0,0640776 0,0332209 1,9288  0,0555
gdpch;_3 0,0122803 0,0305796 0,4016  0,6885
gdpch;_4 0,0154435 0,0285661 0,5406  0,5895
inflation;_, 0,161860 0,0869758 1,8610  0,0645
inflation;_o 0,167678 0,0959219 1,7481  0,0823
inflation;_3 —0,0807241 0,0982396 —-0,8217  0,4124
inflation; 4 —0,0977973 0,0891895 —1,0965  0,2745
fedfunds; 0,684688 0,0849388 8,0610  0,0000
fedfunds; » —0,0616138 0,0940458 —0,6551  0,5133
fedfunds; 3 0,456272 0,0987341 4,6212  0,0000
fedfunds;_4 —0,166401 0,0900302 —1,8483  0,0664
mMgrow; 1 —0,0148429 0,0369171 —0,4021  0,6882
mgrow;_o 0,0319402 0,0388752 0,8216  0,4125
mgrow;_s 0,0260492 0,0376517 0,6918  0,4900
mMgrow; 4 —0,0507698 0,0350134 —1,4500  0,1490

R? =0, 883551 R? corregido = 0,872258 [F(16,165) = 78,2452
Contrastes F de restricciones cero

Todos los retardos de gdpch F(4,165) = 4,11082 valor p 0,0033
Todos los retardos de inflation  F'(4,165) = 3,59141 wvalor p 0,0078
Todos los retardos de fedfunds F'(4,165) = 131,702 valor p 0,0000
Todos los retardos de mgrow  F'(4,165) = 0,70968 valor p 0,5864
Todas las variables, retardo 4 ~ F'(4,165) = 1,83359 valor p 0,1247



0,0455
0,1242
0,4023
0,1049
0,5383
0,2398
0,0652
0,8072
0,6556
0,0171
0,1076
0,6145
0,2167
0,0000
0,3188
0,0790
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Ecuacién 4: mgrow

Variable Coeficiente Desv. tipica Estadistico t valor p
const 1,50897 0,748718 2,0154
gdpch;_q —0,112665 0,0729090 —1,5453
gdpch;_» 0,0626401 0,0746020 0,8397
gdpch;_3 0,111972 0,0686707 1,6306
gdpch;_4 —0,0395615 0,0641491 —0,6167
inflation; 4 —0,230408 0,195316 —1,1797
inflation; o 0,399855 0,215406 1,8563
inflation;_3 —0,0539127 0,220610 —0,2444
inflation; 4 0,0894866 0,200287 0,4468
fedfunds;_; —0,459479 0,190742 —2,4089
fedfunds;_» 0,341644 0,211193 1,6177
fedfunds;_3 —0,111895 0,221721 —0,5047
fedfunds,_, 0,250718 0,202175 1,2401
mgrow;_ 1 0,410030 0,0829024 4,9459
mMgrow; o 0,0872904 0,0872996 0,9999
mgrow;_s 0,149464 0,0845520 1,7677
mMErow; 4 —0,00831347 0,0786274 —0,1057

R? =0,460204 R? corregido = 0,407860 F(16,165) = 8,79193

Contrastes F de restricciones cero

Todos los retardos de gdpch F(4,165) = 1,30819
Todos los retardos de inflation  F'(4,165) = 1, 3427

Todos los retardos de fedfunds F(4,165) = 1,64895
Todos los retardos de mgrow — F'(4,165) = 15,4099
Todas las variables, retardo 4 ~ F(4,165) = 0,70923

Sistema VAR, orden del retardo 4
observaciones 1960:2-2005:3 (7" = 182)

Log-verosimilitud = —1397,47

Determinante de la matriz de covarianzas = 54, 8884

AIC = 16,1041

BIC = 17,3012

HQC = 16,5894

Para el sistema en conjunto —
Hipotesis nula: el retardo mas largo es 3
Hipotesis alternativa: el retardo mas largo es 4

valor p 0,2691
valor p 0,2563
valor p 0,1644
valor p 0,0000
valor p 0,5867

0,9159

Contraste de razén de verosimilitudes: y3 = 29,251 (valor p 0,022295)
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Figura 3.5: Residuos de cada ecuacién del VAR(4)
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Podemos ver los graficos de los residuos de cada ecuacién. En esa
misma ventana con Graficos — Graficos de los residuos.

También podemos guardar los residuos de cada ecuacion e incorpo-
rarlos a la base de datos mediante Guardar — Residuos de la ecuacion.

Asi mismo se puede obtener la estimacion de la matriz de varianzas

y covarianzas de las perturbaciones?®:

-yl

y el logaritmo de su determinante [n|%,|
Analisis — Matriz de covarianzas cruzada entre ecuaciones

Matriz de covarianzas cruzada residual (correlaciones por encima
de la diagonal principal)

7,7983 (-0,099) (0,187) (0,069)
-0,28117 1,0311 (0,218) (-0,041)
0,59733 0,25399 1,31563 (-0,332)
0,49691 -0,10606 -0,97948 6,6331

logaritmo del determinante = 4,0053

2En el resultado se muestran las estimaciones de las varianzas en la diagonal principal
y las covarianzas por debajo de ésta. Los valores por encima de la diagonal principal
corresponden a las correlaciones, obtenidas una vez se dividida cada covarianza por el
producto de las desviaciones tipicas correspondientes a cada par de variables
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3.2. Anadlisis Impulso-Respuesta

En la misma ventana de resultados de estimacién del VAR(4) po-
demos elegir:
Analisis — Respuestas al impulso

Se muestran las respuestas a lo largo del periodo establecido (en este
caso 20 periodos) de cada una de las variables a un shock de tamano
una desviacién tipica en una variable en concreto del vector. Por ejem-
plo para un shock en gdpch de tamano igual a la raiz cuadrada del
elemento (1,1) de la matriz de covarianzas cruzada residual se obtiene:

Respuestas en todas las variables del sistema a un shock
de tamano una desviacién tipica en gdpch

periodo gdpch inflation  fedfunds mgrow
1 2,79255 —0,100686  0,213901 0,177939
2 0,356524  —0,0556762  0,430687 —0,316747
3 0,435514  —0,0360084  0,483843 —0,131831
4 —0,257615 0,0454291  0,496200 0,123198
5  —0,0740569 0,134869  0,510624 —0,112195
6 —0,166243 0,0680873  0,510496  —0,0526597
7 —0,132180 0,0511093  0,485318 —0,00561626
8 —0,210757 0,0312931  0,414946 0,0126127
9 —0,154178 0,0268645  0,366533 0,0651959
10 —0,100185 —0,00117601  0,328224 0,0800721
11 —0,0621131  —0,0196054  0,283630 0,0872735
12 —0,0514274  —0,0376900  0,247576 0,0944442
13 —0,0227227  —0,0460012  0,215871 0,0961805
14 —0,00838101  —0,0558498  0,187003 0,0888364
15 0,00527650  —0,0638128  0,164536 0,0804193
16 0,0123073  —0,0706277  0,144456 0,0703728
17 0,0153921  —0,0743434  0,125223 0,0599459
18 0,0170083  —0,0779615  0,108869 0,0495831
19 0,0195340  —0,0808159 0,0942096 0,0398109
20 0,0193197  —0,0832247 0,0802208 0,0303757
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respuesta de gdpch a un shock en gdpch

El gréfico con la respuesta de gdpch a a un shock de tamano
una desviacién tipica en gdpch se obtiene de:

Graficos — Respuesta de gdpch — a gdpch

El grafico con la respuesta de inflation a un shock de tamano
una desviacién tipica en gdpch se obtiene de:

Graficos — Respuesta de inflation — a gdpch

respuesta de inflation a un shock en gdpch

El grafico con la respuesta de fedfunds a un shock de tamano
una desviacion tipica en gdpch se obtiene de:

Graficos — Respuesta de fedfunds — a gdpch
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respuesta de fedfunds a un shock en gdpch
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El grafico con la respuesta de mgrow a un shock de tamano
una desviacion tipica en gdpch se obtiene de:

Graficos — Respuesta de mgrowth — a gdpch

respuesta de mgrow a un shock en gdpch
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También podemos obtener todos los graficos de las funciones impulso-
respuesta a la vez Graficos — Respuestas al impulso (combinada)
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Figura 3.6: Respuestas al Impulso VAR(4)
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3.3. Seleccionando el orden del retardo
En la ventana principal de gretl, elegir
Modelo — series temporales — Seleccion del orden del VAR
Elegimos orden maximo igual a 4 y obtenemos:

Sistema VAR, madximo orden de retardos 4
retardos log.veros p(RV) AIC BIC HQC

1 -1477,18918 16,452628 16,804717* 16,595360
2  -1438,48708 0,00000 16,203155 16,836914 16,460072
3 -1412,09544 0,00001 16,088961x* 17,004391 16,460063*
4 -1397,46977 0,02230 16,104063 17,301165 16,5893561

Los asteriscos indican el valor mas pequeno del respectivo criterio de
informacion, AIC = Akaike, BIC = Schwarz bayesiano y por tltimo
HQC = Hannan-Quinn.

Ademas en la primera columna se ofrece el logaritmo de la vero-
similitud evaluada en las estimaciones obtenidas con cada uno de los
retardos®. En la segunda se muestra el valor p asociado al estadistico
de ratio de verosimilitudes para contrastar la Hy: m-1 retardos versus
H,: m retardos, comenzando con m=4.

En los resultados de la estimacién del VAR(4) también se ofrecian
los siguientes resultados que coinciden con los de la linea para 4 retar-
dos: Log-verosimilitud = —1397, 47

AIC =16,1041 BIC =17,3012 HQC = 16,5894

Contraste de razén de verosimilitudes: Hy: 3 retardos versus H,: 4
retardos:

i = 29,251 (valor p 0,022295)

En este caso ademas del valor p del contraste de razén de verosimilitu-
des que coincide con el mostrado arriba p(RV)=0, 02230, se muestra el
valor del estadistico que bajo Hy sigue una distribucién asintdtica x%.

Ahora, si hubieramos elegido un orden de retardos maximo igual a
8, los valores mostrados para 4,3,2,1 no coinciden con los anteriores, ni
tampoco con los que se obtendrian de la estimacién de cada VAR(p)
para cada p. jPorqué ocurre esto?

3E] nimero de observaciones en todos los casos es igual al total disponible menos el
nimero de condiciones iniciales para estimar el VAR de mayor orden, en este caso 4
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Sistema VAR, maximo orden de retardos 8

retardos log.veros p(RV) AIC BIC HQC
1 -1444 ,04566 16,449951 16,807455% 16,594929
2 -1406,58756 0,00000 16,208849 16,852356 16,469808
3 -1380,01514 0,00001 16,090058 17,019568 16,466999%
4 -1365,37147 0,02207 16,105297 17,320810 16,598220
5 -1347,21398 0,00262 16,081056 17,582572 16,689961
6 -1330,53891 0,00664 16,073471% 17,860990 16,798358
7 -1321,21255 0,28708 16,148456 18,221978 16,989324
8 -1304,99319 0,00876 16,145991 18,505516 17,102842

Esto ocurre porque cada VAR en esa secuencia se estima con el mismo
nimero de observaciones dejando tantas iniciales como se necesitan
para estimar el VAR de mayor orden. Por lo tanto, en este caso se
esta estimando cada VAR con un nimero menor de observaciones que
antes.

Seleccion:

Comenzando tanto con un orden de retardos méximo 4 como con
8, el AIC elige como orden del VAR un mayor ntimero de retardos (en
el primer caso 3 y en el segundo 6) y en cambio el BIC elige el menor
numero de retardos (en ambos casos 1 retardo). En ambos casos el
HQC elige 3 retardos.

Comenzando con un orden méaximo M=4, el contraste secuencial
utilizando el ratio de verosimilitudes elige 4 retardos, ya que el valor
del estadistico para contrastar Hy: 3 retardos versus H,: 4 retardos,
X3 = 29,251 es mayor que el valor critico? al 0,05 de significacién.
Equivalentemente mirando el valor p = 0,022295 como es menor que
el nivel de significacién 0,05 se rechaza la hipétesis nula.

Por lo tanto parece que un orden de cuatro retardos puede ser ade-
cuado®.

4Utilizando Herramientas — Tablas estadisticas — chi-cuadrado con 16 gl se obtienen
los valores criticos de la distribucién Chi-cuadrado para distintos niveles de significacién.
Las cabeceras de columna muestran el nivel de significacién para un contraste a una

cola. 0,10 0,05 0,025 0,01 0,001
gl =16 23,542 26,296 28,845 32,000 39,252
5Si comenzamos con un orden méximo de 8, el contraste secuencial de RV eligiria 6
retardos ya que se no se rechaza la hipdtesis nula hasta llegar a la de 5 retardos. Ahora
bien, el nivel de significacién no serfa del 0, 05, sino del 1 — (1 —0,5)* = 0,9375
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3.4. Otros contrastes de especificaciéon

En la misma ventana de estimacién del VAR, en este caso seguimos
con 4 retardos, podemos realizar contrastes sobre las hipotesis de rui-
do blanco y Normalidad ademés de efectos ARCH en el vector u; de

perturbaciones del VAR.

a) Contrastes — Autocorrelacién

Equation 1: Contraste LM de autocorrelacién hasta el

Hipétesis nula: no hay autocorrelacién
Estadistico de contraste: LMF = 1,18259
con valor p = P(F(8,149) > 1,18259) = 0,31322

Equation 2: Contraste LM de autocorrelacidén hasta el

Hipétesis nula: no hay autocorrelacién
Estadistico de contraste: LMF = 1,32283
con valor p = P(F(8,149) > 1,32283) = 0,236306

Equation 3: Contraste LM de autocorrelacién hasta el

Hipétesis nula: no hay autocorrelacidn
Estadistico de contraste: LMF = 2,28298
con valor p = P(F(8,149) > 2,28298) = 0,0246923

Equation 4: Contraste LM de autocorrelacién hasta el

Hipétesis nula: no hay autocorrelacidn
Estadistico de contraste: LMF = 2,13366
con valor p = P(F(8,149) > 2,13366) = 0,0359909

orden

orden

orden

orden

Se muestra un contraste LM en cada una de las ecuaciones de la
hipodtesis nula de no autocorrelacion versus una alternativa gene-
ral de autocorrelacién hasta de orden 8, que es el retardo maximo
que hemos elegido. Estos son contrastes univariantes en cada uno
de los residuos de cada ecuacién. Parece que hay evidencia® de
autocorrelacion en los residuos de las ecuaciones del VAR para
fedfunds y para mgrowth (tercera y cuarta ecuaciones). Esto pue-
de indicar que igual tendriamos que haber elegido un orden mayor
del VAR para que todos ellos fueran ruido blanco, o bien que ha-
ya cierta inestabilidad en los coeficientes (cambio estructural) de
esas ecuaciones que no se haya recogido y sea la causa de detectar

autocorrelacion.

5Probando con menos retardos esta evidencia es menor para la tercera ecuacion.
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Si queremos hacer el contraste multivariante considerando todo el
vector de residuos a la vez con el contraste de Portmanteau Mul-
tivariante, tenemos que hacerlo de otra forma. Aqui no tenemos
esa opcion.

b) Contrastes — Normalidad

Aparece una ventana con los siguientes resultados:

Residual correlation matrix, C

1,0000 -0,099154 0,18651 0,069090
-0,099154 1,0000 0,21809 -0,040555
0,18651 0,21809 1,0000 -0,33160
0,069090 -0,040555 -0,33160 1,0000

Eigenvalues of the correlation matrix:

0,525501
0,947579
1,10472
1,4222

Test for multivariate normality of residuals Doornik-Hansen
Chi-square(8) = 246,488, with p-value = 9,56215e-049

Gretl ofrece un contraste multivariante de la hipdtesis nula de
Normalidad que se debe a Doornik y Hansen. En este caso se
rechaza de forma contundente.

En principio, la no-normalidad no afecta a muchos de los resulta-
dos obtenidos, en cuanto a consistencia y normalidad asintoética
de los estimadores del VAR siempre y cuando se siga satisfaciendo

que u; sea un standard white noise’.

¢) Contrastes — ARCH

Una vez se elige el orden de retardos que se considera bajo la
hipotesis alternativa sobre el proceso ARCH, aparece una ventana
con los siguientes resultados:

"El supuesto de normalidad garantiza estas condiciones pero no es una condicién ne-
cesaria para que se satisfagan.
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Equation 1: Contraste de ARCH de orden 8 -
Hipétesis nula: no hay efecto ARCH
Estadistico de contraste: TR™2 = 7,64017

con valor p = P(Chi-Square(8) > 7,64017) = 0,469385
Equation 2: Contraste de ARCH de orden 8 -

Hipétesis nula: no hay efecto ARCH

Estadistico de contraste: TR™2 = 16,2133

con valor p = P(Chi-Square(8) > 16,2133) = 0,0394264

Equation 3: Contraste de ARCH de orden 8 -
Hipétesis nula: no hay efecto ARCH
Estadistico de contraste: TR"2 = 65,8643
con valor p = P(Chi-Square(8) > 65,8643)

3,25518e-011

Equation 4: Contraste de ARCH de orden 8 -
Hipétesis nula: no hay efecto ARCH
Estadistico de contraste: TR™2 = 4,18429
con valor p = P(Chi-Square(8) > 4,18429)

0,840125

De nuevo Gretl ofrece contrastes univariantes en los residuos de
cada ecuacién para detectar efectos ARCH. Parece haber eviden-
cia de estos efectos en los términos de error de la segunda y tercera
ecuacion del VAR, ya que los valores p son menores que 0, 05, es-
pecialmente en la ecuacion 3 asociada a fedfunds.

d) Contrastes de estabilidad en los pardmetros de cada ecua-
cién del VAR.

Consideramos estimar por MCO cada ecuacion con
Modelo — Minimos Cuadrados Ordinarios

y en cada caso especificamos una de las ecuaciones del VAR,
por ejemplo especificamos® la primera ecuacién del VAR(4) para
gdpch en la ventana que aparece:

Variable dependiente — Elegir gdpch

Variables independientes — Anadir todos los retardos de gdpch
y del resto de variables, ademas de la constante que por defecto
se incluye.

8Primeramente hemos de definir como nuevas variables los retardos hasta de orden
cuatro de todas las variables implicadas. Esto se puede hacer con Anadir — definir nueva
variable, y en la ventana que surge escribir por ejemplo gdpchl = gdpch(—1) para definir
el primer retardo de gdpch.
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En la ventana donde aparecen los resultados de la estimacion (que
son los mismos que los obtenidos anteriormente) tenemos una
serie de opciones. En especial en Contrastes tenemos, aparte de
otros, varios contrastes de estabilidad paramétrica, por ejemplo
el contraste de Chow, el contraste CUSUM. Veamos este ultimos
aplicado a cada ecuacién del VAR.

1. Contraste CUSUM - Primera ecuacién (gdpch):

Harvey-Collier t(164) = 0,184001 con valor p 0,8542 (No se
rechaza la hipdtesis nula de estabilidad)

Gr/Efico CUSUM con intervalo de confianza 95%-Primera Ecuaci n VAR(4)
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En el gréfico no se sale fuera de las bandas de confianza la
suma acumulada de los residuos escalados en ningun punto.
Luego no hay evidencia de inestabilidad paramétrica en esta
ecuacion.

2. Contraste CUSUM - Segunda ecuacién (inflation):
Harvey-Collier t(164) = -0,926527 con valor p 0,3555

GrAEfico CUSUM con intervalo de confianza 95%-Segunda ecuaci n VAR(4)
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No hay evidencia de inestabilidad paramétrica en los parame-
tros de esta ecuacion.
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3. Contraste CUSUM - Tercera ecuacién (fedfunds):
Harvey-Collier t(164) = 0,306201 con valor p 0,7598

Gr/Efico CUSUM con intervalo de confianza 95%-Tercera ecuaci n
a0
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Observacin

Tampoco hay evidencia de inestabilidad paramétrica en los
parametros de esta ecuacion.

4. Contraste CUSUM - Cuarta ecuacién (mgrow):
Harvey-Collier t(164) = -1,47974 con valor p 0,1409

Gr/Efico CUSUM con intervalo de confianza 95%-Cuarta ecuaci n VAR(4)
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Observacin

Tampoco hay evidencia de inestabilidad paramétrica en los
parametros de esta ecuacion.
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3.5. Causalidad en el sentido de Granger

El sistema esta compuesto por cuatro variables, por tanto, contras-
tar que un subconjunto de variables Z;; del vector 3 no causa
en el sentido de Granger a otro subconjunto de variables 7y,
implica en general realizar un contraste conjunto de que todos los re-
tardos del subvector Zs; no entran en las ecuaciones del VAR para Z;.
Son restricciones de exclusion que puede afectar a la vez a distintas
ecuaciones del sistema. Cuando estimamos el VAR mediante

Modelo — Series temporales — Autorregresion vectorial (VAR)

en la ventana asociada a los resultados no tenemos la opcion de hacer
estos contrastes de omision de retardos. En los resultados mostrados
para cada ecuacion se obtenian contrastes F de restricciones cero. Por
ejemplo en el caso de la primera ecuacién, para gdpch:

Contrastes F de restricciones cero

Todos los retardos de inflation  F'(4,165) = 1,3427  valor p 0,2563
Todos los retardos de fedfunds F'(4,165) = 1,64895 valor p 0,1644
Todos los retardos de mgrow  F'(4,165) = 15,4099 valor p 0,0000

Estos contrastes no son validos para contrastar que la inflacién no cau-
se en el sentido de Granger a gdpch, o que fedfunds no cause en el
sentido de Granger a gdpch, o que mgrow no cause en el sentido de
Granger a gdpch?. Tendrfa que realizarse conjuntamente el contraste
de que todos los coeficientes de todos los retardos de inflation, fedfunds
y mgrow en esa ecuacion son cero. Esa hipdtesis nula implicaria que la
inflacién, fedfunds y mgrow no causan en el sentido de Gran-
ger a gdpch. Una forma de llevar a a cabo este contraste es el
siguiente:
Consideramos estimar por MCO cada ecuaciéon con

Modelo — Minimos Cuadrados Ordinarios

y en cada caso especificamos una de las ecuaciones del VAR, por ejem-
plo!® la primera ecuacién del VAR(4) para gdpch en la ventana que
aparece:

Variable dependiente — Elegir gdpch

9Esto serfa valido si el sistema fuera bivariante y solamente hubiera en el vector ; por
ejemplo las variables gdpch e inflaciéon.

0Primeramente hemos de definir como nuevas variables los retardos hasta de orden
cuatro de todas las variables implicadas. Esto se puede hacer con Anadir — definir nueva
variable, y en la ventana que surge escribir por ejemplo gdpchl = gdpch(—1) para definir
el primer retardo de gdpch.
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Variables independientes — Anadir todos los retardos de gdpch y
del resto de variables, ademas de la constante que por defecto se incluye.

En la ventana correspondiente en cada caso donde aparecen los
resultados de la estimacién (que son los mismos que los obtenidos an-
teriormente) en

Contrastes — omitir variables

y en la ventana que aparece gretl: contrastes del modelo elegir omitir
todos los retardos del resto de variables del sistema, en este caso los
cuatro retardos de inflation, fedfunds y mgrow.

Aparece otra ventana con los resultados de estimar el modelo res-
tringido bajo la hipotesis nula. Entre otros resultados aparece

Hipétesis nula: los pardmetros de regresidén son cero para las

variables inflation_1, inflation_2, inflation_3, inflation_4
fedfunds_1, fedfunds_2, fedfunds_3, fedfunds_4
mgrow_1, mgrow_2, mgrow_3, mgrow_4

Estadistico de contraste:

F(12, 165) = 4,45282, con valor p =3,59731e-006

Dado el valor del estadistico y el valor p se rechaza esa hipotesis nula.
Asi podriamos proceder en cada ecuacion del sistema. Por ejemplo
para la ecuacion de inflation, contrastar la hipdétesis nula de
que el gdpch, el fedfunds y mgrow no causan en el sentido de
Granger a inflation:
En la ventana correspondiente a la estimacion por MCO de la se-
gunda ecuacién del VAR, utilizando

Contrastes — omitir variables

y en la ventana que aparece gretl: contrastes del modelo elegir omitir
todos los retardos del resto de variables del sistema, en este caso los
cuatro retardos de gdpch, fedfunds y mgrow, se obtiene:

Hipétesis nula: los pardmetros de regresién son cero para las
variables gdpch_1, gdpch_2, gdpch_3, gdpch_4, fedfunds_1,
fedfunds_2, fedfunds_3, fedfunds_4, mgrow_1, mgrow_2, mgrow_3,
mgrow_4

Estadistico de contraste:

F(12, 165) = 1,81175, con valor p = 0,0499213
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Dado el valor del estadistico y el valor p, se rechaza la hipotesis nula
al 0,05 pero no al 0,01 de significacién. Parece que en este caso las
variables gdpch, fedfunds y mgrow no ayudan a predecir la inflaciéon.

Para la ecuacién de fedfunds, contrastar la hipétesis nula
de que el gdpch, inflation y mgrow no causan en el sentido de
Granger a fedfunds:

En la ventana correspondiente a la estimacién por MCO de la ter-
cera ecuacién del VAR, utilizando

Contrastes — omitir variables

y en la ventana que aparece gretl: contrastes del modelo elegir omitir
todos los retardos del resto de variables del sistema, en este caso los
cuatro retardos de gdpch, inflation y mgrow, se obtiene:

Hipétesis nula: los pardmetros de regresidén son cero para las
variables gdpch_1, gdpch_2, gdpch_3, gdpch_4,
inflation_1,inflation_2, inflation_3, inflation_4, mgrow_1,
mgrow_2, mgrow_3, mgrow_4

Estadistico de contraste:

F(12, 165) = 2,77808, con valor p = 0,00179576

Se rechaza la hipotesis nula al 0,05 y 0,01 de significacién.

Para la ecuacion de mgrow, contrastar la hipétesis nula de
que el gdpch, inflation y fedfunds no causan en el sentido de
Granger a mgrow:

En la ventana correspondiente a la estimacion por MCO de la cuarta
ecuacién del VAR, utilizando

Contrastes — omitir variables

y en la ventana que aparece gretl: contrastes del modelo elegir omitir
todos los retardos del resto de variables del sistema, en este caso los
cuatro retardos de gdpch, inflation y fedfunds, se obtiene:

Hipétesis nula: los pardmetros de regresién son cero para las
variables gdpch_1, gdpch_2, gdpch_3, gdpch_4, inflation_1,
inflation_2, inflation_3, inflation_4, fedfunds_1, fedfunds_2,
fedfunds_3, fedfunds_4

Estadistico de contraste:

F(12, 165) = 1,88122, con valor p = 0,0399646
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Dado el valor del estadistico y el valor p, se rechaza la hipdtesis nula
al 0,05 pero no al 0,01 de significacion. Parece que en este caso las

variables gdpch, fedfunds y la inflaciéon no ayudan a predecir mgrow.

3.6. Prediccion

Vamos a considerar el periodo de estimacion de 1959:01 a 1999:4,

dejando el resto como periodo de prediccion de 2000:1 a 2005:3.
= Primero establecemos el rango muestral para la estimacién en

Muestra — FEstablecer rango — Inicio: 1959:1 Fin: 1999:4

» Estimamos el VAR de orden 4 con Modelo — Series temporales
— Autorregresion vectorial (VAR)

» En la ventana asociada a los resultados de estimacion del VAR(4)
elegimos Analisis — Predicciones y elegimos la variable de interés
a predecir, por ejemplo gdpch. Aparece una ventana donde se
muestra el dominio de predicciéon de 2000:1 a 2005:3 y se tienen

varias opciones:

1. Prediccién automética (dindmica fuera de la muestra)

Para intervalos de confianza 95 %, t(142,,025) = 1,977

Observaciones gdpch

2000:1 1,012047
2000:2  6,234424
2000:3 -0,459245
2000:4  2,072575
2001:1 -0,489797
2001:2 1,225388
2001:3  -1,407697
2001:4 1,573221
2002:1 2,707266
2002:2  2,171039
2002:3  2,349639
2002:4 0,202115
2003:1 1,692170
2003:2  3,605503
2003:3  6,995862

predicciéon

5,018080
4,287793
3,747259
3,881234
3,935454
3,769156
3,814336
3,830084
3,770231
3,799752
3,819696
3,787283
3,785752
3,788316
3,771731

desv. tipica

2,835507
2,856317
3,128152
3,201679
3,380310
3,451785
3,473223
3,490804
3,505922
3,510221
3,512363
3,515000
3,516583
3,518359
3,519971

low
—0,587182
—1,358606
—2,436505
—2,625793
—2,746781
—3,054370
—3,051568
—3,070576
—3,160314
—3,139292
—3,123581
—3,161208
—3,165867
—3,166815
—3,186585

Intervalo de confianza
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2003:4
2004:1
2004:2
2004:3
2004:4
2005:1
2005:2
2005:3

2. Prediccién estética.

3,507805
4,163882
3437718
3,807209
3,250732
3,733974
3,256011
3,733916

Observaciones

2000:1
2000:2
2000:3
2000:4
2001:1
2001:2
2001:3
2001:4
2002:1
2002:2
2002:3
2002:4
2003:1
2003:2
2003:3
2003:4
2004:1
2004:2
2004:3
2004:4
2005:1
2005:2
2005:3

3,761080 3,521312
3,753004 3,522660
3,738976 3,523994
3,727173 3,525198
3,716688 3,526364
3,704326 3,527489
3,692765 3,528556
3,682188 3,529578
gdpch prediccion
1,012047 4,214531
6,234424 4,506009
-0,459245 3,199512
2,072575 2,662188
-0,489797 2,618423
1,225388 3,937957
-1,407697 5,004939
1,573221 5,784514
2,707266 5,360317
2,171039 6,622375
2,349639 4,923816
0,202115 4,439035
1,692170 4,744298
3,605503 5,509609
6,995862 5,415142
3,507805 5,213690
4,163882 5,556802
3,437718 4,281259
3,897209 4,613377
3,250732 4,045614
3,733974 3,760423
3,256011 4,142415
3,733916 3,327776

67

—3,199888
—3,210628
—3,227294
—3,241477
—3,254267
—3,268854
—3,282524
—3,295120

10,722048
10,716636
10,705245
10,695824
10,687644
10,677506
10,668053
10,659497
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Predicci n autom/Etica (dinfEmica fuera de la muestra)

' gdpch

estimada -

Intervalo de confianza 95 por ciento :---+---

I I I I I I
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Predicci n estAtica gdp
i gdpch ——— i
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Capitulo 4

Procesos integrados y
Cointegracion

4.1. Difference-stationary versus Trend-stationary

En el capitulo anterior hemos visto que un proceso VAR(p) es
estable y por lo tanto estacionario si

det(Iy — Ayz — - — A,2P) # 0 para |z| <1

Proceso AR(1) univariante estacionario y; = v + ay;_1 + uy
donde u; es un ruido blanco, esto significa que

(1 —az) #0 para |z] <1

o equivalentemente |a| < 1, dado que la raiz del polinomio (1 — az) es
1/a. Comenzando en un valor inicial yy podemos expresar

—1 —1
Yy = VZ o + alyy + Z aluyj
=0 =0
Dado que || < 1 a medida que t — oo,

Y bl = (1—a) v

» o' — 0 por lo que podemos ignorar el término a'y, en el limite.
Esto quiere decir que la condicion inicial cada vez tiene menos
importancia.

= >'2padu,_; converge en media cuadrética.

69
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Por lo tanto, y; = p + 352 afu,—; tal que:

E(y,) =p=(1-a)lv

var(y;) = var(u)(l —a) ' =0oo(1—a)™
cov(Ye, Yeyn) = & var(y;)

COT’/‘(ytayt—i-h) =l

Raiz unitaria

. Qué ocurre si el polinomio (1 — az) tiene una raiz unitaria, esto
es a = 17 En este caso tan simple estariamos ante un paseo aleatorio.
Comenzando en un valor inicial ¢y, podemos expresar

t—1

Yye =1tv+yo + Zut—j
=0

t
yt:ty+yo+2us

s=1

= El valor presente de 3, depende de su valor inicial y esta influencia
no desaparece a medida que t — oc.

= La deriva o el drift, v, recoge una tendencia lineal determinista
en el proceso.
» ' u, no converge en media cuadritica a medida que t — co.

y; es la suma acumulada de shocks o innovaciones pasadas y pre-
sente cuyo efecto no desaparece a medida que nos alejamos en el
futuro. Esto recoge lo que se llama una tendencia estocastica.

En este caso

E(y) = tv + E(yo)
var(y:) = tvar(u;) = to,,
cov(Ye, Yyern) = tvar(u,) = toy,
corr(Ye, Yen) = W

A medida que t — oo la media tiende a infinito (si v # 0), la varianza
y covarianza tienden a infinito y la correlacién tiende a uno.
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Una serie estacionaria tiende a retornar a su valor medio y fluc-
tuard alrededor de éste dentro de un rango mas o menos constante (esto
es, tiene una varianza finita).

En el caso de que la serie presente una tendencia lineal determinista
pero alrededor de ésta fluctua dentro de un rango méas o menos cons-
tante, esta serie se dice que es trend-stationary, esto es estacionaria
alrededor de una tendencia determinista. Por ejemplo

Y = w + vt + uy donde u; ~ iid(0, 1)

En este caso y,; presenta una tendencia determinista w + vt pero da-
do que u; es estacionario, las desviaciones alrededor de esa tendencia
determinista son estacionarias.

En cambio, el paseo aleatorio

Yt = Ye—1 + v + u; donde uy ~ 1id(0, 1)

comenzando en un valor inicial dado yy podemos reescribir la serie como

t
Yr=yo+vt+ D ug

s=1

En este caso y; no fluctiia dentro de un rango méas o menos constante
alrededor de una tendencia lineal determinista yy 4+ vt ya que 22:1 Usg
tiene una varianza que crece con t.
Esta serie se convierte en estacionaria después de tomar primeras
diferencias.
Y — Y1 = Ay = v+

Por ello se le llama difference-stationary o estacionaria en diferen-
cias. Esto es asi, incluso si ¥ = 0. En ese caso solamente tenemos la
tendencia estocédstica y no una tendencia lineal determinista.
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Diferencias entre un proceso trend-stationary y uno con
raiz unitaria en términos de prediccién?.

= Predictor 6ptimo
1. Proceso trend-stationary como es,
Yy = w + vt + uy donde u; ~ iid(0, 1)
El predictor 6ptimo en t, s periodos hacia adelante es:
Ei(yirs) =w +v(t+ s)

2. Proceso con raiz unitaria como por ejemplo el paseo alea-
torio con deriva o drift

Yt = Y4—1 + v + u; donde u; ~ 7id(0, 1)

Dado que Ay; = v + u; es un proceso estacionario y que
es un ruido blanco independiente se tiene que:

Et<Ayt+s) =V

El nivel de la serie en ¢ 4+ s es simplemente la suma de los
cambios entre t y t + s, esto es:

Yirs = AYpps + AYpps—1 + -+ Aypp1 +
por lo tanto
E(yirs) =v+v+- Fvty=sv+y

Un paseo aleatorio con deriva se espera que crezca a una tasa
constante v por periodo a partir del valor que haya tomado
la serie en ;.

Por lo tanto, el parametro v en ambos procesos juega papeles
similares ya que con cualquiera de las dos especificaciones la pre-
diccién es una funcién lineal en el horizonte de prediccién s con
pendiente v. La diferencia esta en el intercepto. En el caso
del proceso trend-stationary es constante e igual a w inde-
pendientemente del valor que tome g; mientras que en el caso del
proceso con raiz unitaria cambia con cada nuevo valor de
y en el origen de prediccion.

LSigue el capitulo 15 del Hamilton
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= Varianza del error de prediccién.

1. En el ejemplo del proceso trend-stationary se tiene que el
error de predicciéon es

Yirs — Et(yt+s) = Utys

por lo que el error cuadratico medio de la prediccion
es
E(Yiys — Et(yt+s))2 = E(ut+s)2 = 03 =1
constante e independiente del horizonte de predic-
cion.
2. En el paseo aleatorio, como ejemplo particular de proceso
difference stationary se tiene que el error de prediccién es,

Yirs — EBr(Yegs) = Upps + U1 + - 4 U

por lo que el error cuadratico medio de la prediccion es
E(yirs — Et(yres))” = EQ_wyj)? =5
j=1

esto es, el error cuadratico medio crece linealmente
con el horizonte de prediccién?

s Efecto de las innovaciones o shocks sobre el nivel de la serie. Para
los ejemplos que estamos considerando (que son algo restrictivos
pero ilustrativos)

1. En el proceso trend-stationary el efecto sobre y;, de un
aumento en una unidad en u; permaneciendo constantes el
resto de innovaciones es cero.

2. En el caso del paseo aleatorio, con o sin deriva, este efec-
to es igual al efecto sobre y; de un aumento en wu;. que es
igual a uno. Una innovacién o shock en ¢, u;, tiene un efecto

permanente en el nivel de la serie.

2Dado que el error cuadratico medio crece linealmente con el horizonte de prediccién,
la desviacién tipica del error de prediccién crece con +/s. Por otro lado, si la
deriva v es positiva, entonces la prediccién crece linealmente con s. De esta forma, un
intervalo del 95 % de confianza para y;+s crece mds despacio que el nivel de la serie, lo que
implica que si se observan los datos que genera un proceso con raiz unitaria y
con deriva positiva por un periodo suficientemente largo, estos exhibiran una
tendencia creciente. En este sentido, la tendencia determinista que introduce el término
de deriva domina asintéticamente la creciente variabilidad generada por el componente de
raiz unitaria o tendencia estocastica.

3Notar que:

Yits = AYtts + Ayrys—1 + -+ Ayip1 + yt
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4.2. Algunos contrastes de raices unitarias

Aquellos procesos univariantes que presentan d raices unitarias en
su parte autorregresiva se conocen con el nombre de procesos integrados
de orden d, 1(d).

Un proceso I(0) es aquel proceso que es estacionario en niveles e I(1)
si es estacionario después de tomar primeras diferencias. En general,
un proceso 1(d) es tal que (1 — L)%y, tiene una representacién ARMA
estacionaria e invertible.

En esta secciéon vamos a ver algunos contrastes de raices unitarias
a nivel univariante. En particular, nos centraremos en contrastes de
procesos I(1) frente a procesos 1(0) quizéds alrededor de una tendencia
determinista.

4.2.1. Contrastes de Dickey-Fuller*

Se supone en todos los casos u; ~ #id(0, 02) y se conoce la condicién
inicial g

= Caso 1: Modelo bajo la hipétesis nula es un paseo aleatorio sin
deriva y la regresién MCO es:

Y=oy tu S Ay =y +ue t=1,---T

= Caso 2: Modelo bajo la nula es un paseo aleatorio sin deriva y la
regresion MCO es:

yt:V+ayt_1+ut<:>Aytzv+7yt_1—|—ut t:].,,T

= Caso 3: Modelo bajo la nula es un paseo aleatorio con deriva y
la regresiéon MCO es:

yt:1/+ayt_1+ut@Ayt:V+7yt—1+ut t=1,---,T

= Caso 4: Modelo bajo la hipdtesis nula es un paseo aleatorio con
o sin deriva y la regresion es:

Yy =v+ott+ay_1+u < Ay, =v+ot+yy 1 +u, t=1,---T

“Dickey y Fuller (1979, JASA 74; 1981, Econometrica 49).
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Hipétesis:

Hy:a=1, versus Hy : |a] <10 Hy:vy =0, versus Hy : 7 <0
Estadisticos:

» T'(& — 1) o equivalentemente T

s Estadistico t usual de la regresion MCO

(& —1)/64 o equivalentemente 4 /55

1. Para los casos 1, 2 y 4 los estadisticos no tienen las distribuciones
usuales bajo la hipdtesis nula como en el caso de regresores fijos
o estacionarios porque estos no lo son . Por ejemplo el estadistico
t no tiene distribucién t-student ni distribucién asintética N(0,1)
bajo Hy sino que dependen de movimientos Brownianos (ver Ha-
milton (1994, pp. 487-489)).

2. Sus distribuciones no son simétricas sino que son asimétricas ha-
cia la izquierda. Han sido tabulados valores criticos para diferen-
tes tamanos muestrales mediante simulacion suponiendo cierta la
hipétesis nula y normalidad de ;.

3. Estas distribuciones no son invariantes a incluir en la regresién
un término constante y/o una tendencia lineal determinista. Por
eso en cada caso los valores criticos son distintos.

Caso 1: Tablas B.5 y B.6 case 1 del Hamilton(1994), pp. 762-763.
Caso 2: Tablas B.5 y B.6 case 2 del Hamilton (1994).
Caso 4: Tablas B.5 y B.6 case 4 del Hamilton (1994)

4. A diferencia del resto de casos, en el caso 3 el estadistico t bajo
la hipdtesis nula tiene distribucién asintética N(0,1).

En los casos 2 y 3 podemos estar interesados en contrastar la hipéte-
sis nula conjunta de que v = 0, &« = 1 mediante el estadistico F usual
en la regresién anterior. Asi como en el caso 3, este estadistico mul-
tiplicado por el niimero de restricciones a contrastar bajo la nula se
distribuye asintoticamente con distribucion ji-cuadrado con dos grados
de libertad, esto no es asi en el caso 2. Por otro lado, contrastar la
hipétesis nula conjunta 6 = 0, = 1 en el caso 4, requiere utilizar otros
valores criticos distintos®.

5Los valores criticos han sido tabulados mediante simulacién para diferentes tamafios
muestrales (Caso 2: Tabla B.7 case 2 y Caso 4: Tabla B.7 case 4 del Hamilton (1994)).
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Potencia

La potencia de estos contrastes de raiz unitaria disminuye a me-
dida que se incluyen mas términos deterministas en la regresion. Esto
se debe a que, al anadir en la regresién un término constante y una
tendencia determinista, los valores criticos a considerar aumentan en
valor absoluto, lo que hace mas dificil rechazar la hipétesis nula incluso
cuando debiera de ser rechazada.

;Cual es el caso correcto a utilizar? La respuesta depende del
interes en contrastar la existencia de una raiz unitaria. Si se tiene en
mente una hipdtesis nula especifica sobre el proceso que ha generado
los datos, esto nos puede guiar en la eleccion del contraste més adecua-
do. Si no, un principio general serfa ajustar la especificacién que parece
la mejor descripcién de la serie observada tanto bajo la hipdtesis nula
como alternativa. Este principio sugiere por tanto el caso 4 para series
que exhiben una tendencia muy evidente y el caso 2 para aquellas don-
de no lo es tanto.

Controlando por autocorrelacién: Dickey-Fuller aumenta-
do (ADF):

Hasta ahora se ha supuesto que u; ~ iid(0,02). {Cémo generalizar
los contrastes para tener en cuenta un proceso autorregresivo de mayor
orden o componentes de medias méoviles?

Una posibilidad son los contrastes de DF aumentado (ADF). Incluir
en la regresiéon mas retardos de y;, (o de Ay,). Por ejemplo, para el
primer caso de antes, ahora la regresion a considerar seria:

p
Yt = oY1 + Z OGYp—j + Uy
j=2
o equivalentemente
p—1
Ay = YY1 + Z Vi Ay + uy

j=1

dondey=(q+as+...+a,) =1y =—(ajm1 +aj2+ ... +ap)
para j = 1,2,...,p — 1. La hipdtesis nula de una raiz unitaria es

Hy:~v=0frentea H; : <0
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Ejemplo:
Yo = Q1lYp—1 + QYo + Uy
El polinomio (1 — a;z — ap2?) se puede expresar como

(1 — a1z — apz?) = (1 — A\2)(1 — Mp2)

donde a; = (A1+X2) ¥y ag = —A1Ag. El polinomio tiene una raiz unitaria
si 1/A\; =10 1/As = 1. Esto implica en ambos casos que oy + g = 1.
Podemos reparametrizar el modelo de la siguiente forma:

Yt —Yt—1 = 01+ QoY1 — Y1 — QY1 + QoY o + Uy

reorganizando términos
Yo — Y1 = (o + a2 — Dy — @Y1 — Yi2) +

Ayy = YY1 + 1Ay 1 +
donde vy =a;+as — 1y v = —as.

El contraste de Hy : v = 0 frente a H; : v < 0 se llevaria acabo con el
estadistico t usual y los valores criticos a considerar serian los mismos
que en el caso 1 anterior. También podriamos tener en la regresién
intercepto y tendencia determinista como anteriormente.

1. Los coeficientes de regresién que acompanan a Ay;_; tienen distri-
bucién asintética Normal a la tasa usual v/T por lo que se pueden
utilizar los estadisticos t y F de la forma habitual. No ocurre lo
mismo para los estimadores de los parametros que acompanan a
Yi—1 v los componentes deterministas.

{Como determinar el nimero de retardos a considerar en
la regresién aumentada si el orden del AR no es conocido?

2. Un procedimiento propuesto en la literatura es comenzar con
un orden arbitrariamente grande p e ir contrastando la signifi-
catividad de v; comenzando por 7 = p — 1. Si no se rechaza
Hy : v5-1 = 0 proceder a contrastar la significatividad conjunta
de v; para 7 = p — 1,p — 2 y asi sucesivamente hasta llegar a
rechazar la hipdtesis nula Hy : 751 = 0,952 = 0,...,7%-1 =0
para algtin [. Esa ultima regresion seria la que considerariamos.

3. Si el proceso presenta componentes de medias médviles, Said y
Dickey (1984, Biometrika 71) sugieren que estos componentes se
pueden aproximar bien por un proceso autorregresivo de un orden
suficientemente grande tal que es funcién del tamano muestral
utilizado. La eleccién de ese nimero de retardos es algo que puede
afectar al tamano y la potencia del contraste. Una propuesta que
parece adecuada es elegir el nimero de retardos igual a la parte
entera de (12(7/100)'/4).
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4.2.2. Contrastes de Phillips y Perron®

Una propuesta alternativa a la de ADF es la que consideran Phillips
y Perron. Estos autores consideran una correccién no paramétrica de
los estadisticos T(&—1) y (&¢—1) /04 de Dickey-Fuller en cada caso 1, 2
y 4, para tener en cuenta que el término de error u, esté autocorrelacio-
nado y que no sea homocedastico, sin especificar la forma concreta de
esta dependencia o heterocedasticidad. Las distribuciones asintéticas
de estos estadisticos coinciden con las obtenidas con DF, por lo que
los contrastes a una cola se pueden llevar a cabo utilizando las mismas
tablas.

Estos estadisticos corregidos serian Z, y Z;:

5.2

&
52
u

_(@=1) (%) 2 o (1Y [0
2= (B) - amoe -0 (§) {72}

N
[

76 -1 - /2 {22 G2 - 3

O-Oé A O-U
donde
~ 1T PPN
Vi = T Zt:j_t,_l UtUt—j
iu; = residuos de la regresion estimada en cada caso 1, 2 y 4

3=t 28! (1- 5%
on =(T—o '

05 = desviacion tipica estimada de & en la regresion
¢ = numero de parametros estimados en la regresion.
4.2.3. Otros

La literatura sobre contrastes de raices unitarias en procesos uni-
variantes ha crecido exponencialmente pero estos seran los que mas se
han utilizado aunque han sido criticados por su falta de potencia espe-
cialmente cuando la raiz es cercana a la unidad. Una posible razén en
el caso de los contrastes de DF es que son faciles de computar.

Han sido propuestos otros contrastes, como por ejemplo el contraste
de KPSS de Kwiatkowsky, Phillips, Schmidt y Shin (1992, J. of Econo-
metrics 54), que consideran como hipétesis nula la de estacionariedad
en lugar de raiz unitaria . También se ha analizado la influencia en
estos contrastes de la existencia de cambios estructurales, por ejemplo
ver Perron (1989, Journal of Economic Dynamics and Control), Perron
(1989, Econometrica), Perron (1990, Journal of Business and Economic
Statistics) y Stock (1993, Hanbook of Econometrics 4).

SPhillips (1987, Econometrica 55), Phillips y Perron (1988, Biometrica,75)
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Otra rama importante de articulos se centra en contrastes de raices
unitarias en series con estacionalidad (Hylleberg (1990) Modelling Sea-
sonality, Oxford University Press) y cada vez estdn tomando mds im-
portancia los procesos de larga memoria o procesos de integracion frac-
cional (volumen especial Journal of Econometrics, 110 (2002)).

4.3. Regresion espuria y Cointegracion

La existencia de tendencias en los datos puede originar correlaciones
que impliquen el aceptar la existencia de relaciones entre dos o mas va-
riables en una regresion cuando no existen. Este es un problema que fue
descubierto por Granger y Newbold (1974, J. of Econometrics 2) y mas
tarde explicado tedricamente por Phillips (1986, J. of Econometrics 33).

Regresiéon espuria
Considerar dos paseos aleatorios totalmente independientes:
Y1t = Y1,t-1 T €1t

Yot = Yo,4—1 T €2¢

donde €14 v €9 son ruidos blancos independientes. Por lo tanto ambas
series son I(1) y cada una presenta una tendencia estocastica indepen-
diente de la otra.

Si se realizara la regresion

Y1t = Bo + By +

se deberia aceptar la hipdtesis nula de que 3; = 0. Lo que ocurre es
que los estadisticos usuales t y F de la regresion MCO no tienen las
distribuciones usuales y hay una tendencia a rechazar la hipétesis nula
aumentando a medida que crece el tamano muestral. Este tipo de re-
gresiones normalmente se caracterizan por un R? cercano a uno y un
DW cercano a cero. Ver ejemplo de M. Jeréz y S. Sotoca (UCM) y la
presentacién de J. Gonzalo (UC3M).

Cointegracion

El concepto de cointegracién fué originariamente introducido por
Granger (1981, J. of Econometrics 16) y Engel y Granger (1987, Eco-
nometrica 55) como una forma de considerar relaciones de equilibrio a
largo plazo entre variables integradas en principio del mismo orden.
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Definicién de Engle y Granger (1987): Los componentes del
vector y; se dice que estan cointegrados de orden d,b, denotado como
Y ~ C1(d,b) si todos los componentes del vector y; son I(d) y existe
un vector 3 tal que f'yy ~ I(d—b),d>b>0. e

Liitkephol (1991) utiliza una definicién de cointegracién algo dife-
rente para no excluir componentes del vector y; con un orden de inte-
gracion menor que d.

Definicién Liitkephol (1991): Un proceso y; de dimensién k es
I(d) si Ay, es estable pero A%y, no lo es. Entonces el proceso ¥,
esta cointegrado si existe una combinacion lineal 5y, que es integrado
de un orden menor que d. e

En lo que sigue nos vamos a centrar en el caso especifico donde
todas la variables individualmente son I(1) o I(0).

Consideremos el caso de un vector y; bivariante. Si los componentes
del vector, y1; € yo; son 1(1), en general cualquier combinacién de estas
dos series seguird siendo I(1).

Si existe una combinacién lineal de ellas que es estacionaria o 1(0) se
dird que estas series estan cointegradas. Por ejemplo si existe un valor b
tal que y1; — bya es 1(0) el vector de cointegracién serda 3 = (1, —b)". En
el corto plazo, las variables se desviaran de esa relacion de equilibrio
pero esas desviaciones o errores z; = ¥y1; — byo; seran estacionarios, esto
es, oscilaran alrededor de esa relaciéon de equilibrio a largo plazo. Por
lo tanto se podra percibir un movimiento tendencial comun. De hecho,
podemos ver con un ejemplo sencillo como asociado a la cointegracién
estd la existencia de un modelo de factor de tendencia comun.
Consideremos el siguiente modelo:

Y1 = bwy +
Yor = Wi+ &

donde wy es I(1),n;, & son 1(0). Por lo tanto y; € yo son ambas I(1)
porque son la combinacién de una I(1) con una I(0). El origen de esa
tendencia es comin a ambas. La combinacién y;; — bys; anula esa ten-
dencia conviertiendose en I(0)

Y — by = bwy + 1 — b(wy +&¢) = 1 — bey

Por lo tanto y1; e yo; estan cointegradas con vector de cointegracién
(1, —b)". La cointegracién surge porque la fuente I(1) de ambas series
viene del factor comun w; o tendencia estocéstica comun.
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Comentarios:

1. Si el vector y; es de dimension k entonces al menos pueden existir
r relaciones de cointegracién tal que 0 < r < k. El nimero de
tendencias comunes serd k — 7.

2. Si una serie es I(1) y la otra I(0) entonces el vector de cointegra-
cién seria uno trivial que recogeria el hecho de que una serie es
estacionaria. Por ejemplo si y1 es I(1) e yor es I1(0) la combinacién
By es 1(0) si B = (0,b) donde b es cualquier valor distinto de
cero. El vector de cointegracién ' = (0,1) es uno trivial. En el
caso de que ambas series fueran I(0) en niveles entonces r = 2
pero ambos vectores de cointegracion serian triviales.

3. Si tenemos mas de dos variables en el vector puede existir mas
de una relaciéon de cointegracién. Si nos centramos en series que
son I(1) y permitimos que algunas series en el vector sean 1(0) y
otras I(1) entonces tenemos que tener en cuenta que habra tan-
tos vectores de cointegracion triviales como series 1(0) haya en el
vector.

4. Aunque pueden existir r vectores de cointegracién linealmente
independientes en general no estan identificados. Esto es, si § es
un vector de cointegracion entonces para toda constante ¢ # 0
¢f también es un vector de cointegracion ya que si 'y, es 1(0)
también lo es ¢y,

Ejemplos:

PPP (Purchasing Power Parity)
La teoria de la paridad del poder adquisitivo establece que el tipo
de cambio real es igual a uno.

Stpt*/-Pt:l -~ Pt:St-Pt*

pt—St—PIZO

donde p; = InP; y p; = InP; son los niveles de precios (en logaritmos)
de cada pals, digamos nacional y extranjero repectivamente, y s; = InS;
es el tipo de cambio nominal (en logaritmos) entre las dos monedas.
Esto es, una vez considerado el tipo de cambio, dos bienes iguales se
deberian de vender al mismo precio en cada pafis.

Esta relacién puede que no se satisfaga exactamente en todo mo-
mento debido a costes de transporte entre paises, errores en la medicion
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de los precios etc. Pero podemos contrastar esta hipdtesis como una re-
lacion de equilibrio en el largo plazo, permitiendo desviaciones en el
corto plazo estacionarias esto es que

* *
2t =Pt — S — D

sea [(0). Siendo el vector de variables y; = (py, st, p;), el vector de coin-
tegracion sera (1,—1,—1)".

Modelos de valor presente descontado

Campbell y Shiller (1987, J. of Political Economy, 95)

vy =0(1—9) Z (SiEtth—i-i +c

=0

donde yy; e yo; pueden ser por ejemplo el tipo de interés a largo y a
corto plazo, el precio de un activo y los dividendos o el Consumo y la
renta laboral respectivamente, donde ¢ es una constante, ¢ es el factor
de descuento y 6 es el coeficiente de proporcionalidad.

El modelo de valor presente descontado implica que si las dos series
Y11 € Yo son I(1), entonces tienen que estar cointegradas siendo el spread
Sy = yu — Oya estacionario o I1(0). El vector de cointegracién seria
(1,—0)" y el spread recogeria las desviaciones en el corto plazo de estas
variables alrededor de esta relacién de equilibrio a largo plazo.

4.4. Modelo de correccion del error

Consideremos el siguiente modelo VAR(p) en niveles para un vector
y; de dimension (k x 1)

Yye=v+ Ayt Ay

A(L)yr = v+ w
donde A(L) = I, — AyL —--- — A,LP. El proceso es estable si

det(l, — Ayz — -+ — Ap2") =0

tiene todas sus raices fuera del circulo unidad.

En ese caso y; es I(0) y en particular para z = 1 det(A(1)) # 0
siendo el rango de A(1) = Iy — Ay — --- — A, completo e igual al
numero de variables en el vector.
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Si el polinomio tiene una raiz en el circulo unidad y el resto de
raices caen fuera, entonces y; es I(1) y pueden existir r relaciones de
cointegracion 0 < r < k. En ese caso det(A(1)) = 0 siendo la matriz
A(1) de rango reducido.

El VAR(p) en niveles se puede reparametrizar en términos del
llamado VECM (Vector Error Correction Model) o Modelo de Correc-
cién del Error de la siguiente” forma:

Ayy=v+ 1y 1 + DAy + -+ Dp 1 Ay pi1 + 1wy

0
D(L)Ayy = v + Ty, + w
donde
I=——A —---—4,)=—-A(1)
p—1 A
D(L) =1} — Z D;L’
j=1
P
Di=—> A, j=1..,p-1
i=j+1

Notar que los pardmetros del VAR en niveles se pueden recuperar de los
pardmetros Il y D;,j =1,...,p — 1 del VECM de la siguiente forma:

Ay =D+ 11+ I

AJ:DJ—DJ,I,]ZQ,,p

La transformacion utilizada para obtener el VECM del VAR en niveles

es analoga a la utilizada para derivar la regresion del contraste ADF

de raiz unitaria o Dickey-Fuller aumentado en el caso univariante.
Por ejemplo, considerar el modelo VAR(2)

Y = v+ Ay + Astpo +
Restando y;_; de ambos lados se obtiene

Ay = v =y + Ay + Asle—o + uy.

7S. Johansen (1991) considera otra reparametrizacién del VAR(p) en términos de un
VECM

p—1
Ayt :V“!‘ZFiLiAyt“l‘Hytfp‘f'ut
=1
donde II = —A(1) = —(Ix — A1 — ... —Ap) yTi = =Tt + A1 + A2 + --- + A; para
i=1,...,p—1.
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Si ahora sumamos y restamos Asy;_1 a la derecha de la ecuacién obte-
nemos

Ay, =v—y1+ Ay + Asye1 — A1 + Aoyso + uy
=v+ (A1 + Ay — L)ye1 — Ao(Ye1 — Ye2) + us
=v+ Iy + D1Ay—1 + wy

donde II = —(Ik — A1 — AQ) y D1 = —AQ.
Consideremos los siguientes casos en funcién del rango de la matriz

IT=—-A(1):

1. El rango de II, r es igual a k£, r = k. En este caso el vector y; es
I(0) en niveles. Por lo tanto |A(1)| # 0 y II es de rango completo.

2. El rango de II, r es igual a cero, r = 0. En este caso Il = 0, la
matriz nula. El vector y; es I(1) y no existe ninguna relacién de
cointegracién. El VECM se convierte en un VAR(p-1) en primeras
diferencias que seria la especificacion estable adecuada para Ay,
en este caso.

3. El rango de IT es 0 < r < k. En este caso el vector y; es I(1)
y existen r vectores linealmente independientes de cointegracion.
La matriz II es de rango reducido pero no es la matriz nula. Se
puede factorizar como el producto

Q11 Qg2 o Qgp 611 ﬁu t ﬁlk

Qo1 Qg2 -+ Q2 521 522 c 52k
II=af = } . ) ” ) ) ) )

A1 Qg - Oy ﬁrl 67"2 e /BT'IC

donde « y 3 son matrices (kxr) con rango igual a r. Las filas de '
forman la base para los r vectores de cointegracion y los elementos
de « distribuyen el impacto o el ajuste en el corto plazo de cada
variable en el sistema a las desviaciones o errores de desequilibrio
B'ys—1 ~ 1(0).
La existencia de cointegracion por tanto impone una serie de restriccio-
nes no lineales sobre los coeficientes del VAR(p), esto es que I = a3’
La especificacion adecuada si existe cointegracién no es el VAR(p-1) en
primeras diferencias porque impondria la restriccién falsa de que II es
la matriz nula cuando si hay cointegracion no lo es aunque si de rango

reducido.
El VECM en este caso es

Ayy=v+afy1 + DAy + -+ + Dy 1 Ayp_py1 +

Todas las variables que aparecen en el VECM son estacionarias.
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Ejemplo:
VAR(1) bivariante en niveles:
yr = A1y + w
En forma de VECM:

Ay = Iy, 1 +

donde IT = A; — I. Si y; estd cointegrado existe un vector 8 = (51, B2)’
tal que 'y = Bry1e+ Boy2 es 1(0). Utilizando la normalizacion f; = 1y
P2 = —b la relacién de cointegracion seria yi; — bys. Esta normalizacién
sugiere la relacién de equilibrio a largo plazo estocastica

Y1 = by + 2

donde z; es I(0) y representa las desviaciones de la relacién de equilibrio
a largo plazo y; = byo;. Esta variable aleatoria entraria a formar parte
de la dindmica de corto plazo ponderada por los coeficientes de ajuste
en el vector & = (aq, ap)’ de forma que al menos una de las dos variables
se tendria que ajustar a estos desequilibrios.

La matriz II tiene rango reducido e igual a uno y por tanto II = a5’
tal que el VECM es:

[Aylt]:[all{l_b}[yuq]_i_[uul
Ay 0l Y2,t—1 Uzt
Escribiendo el VECM ecuacién por ecuacion:

Ay = oq(y1,0-1 — byae—1) + Ui

Ayor = aa(y1,4-1 — bya—1) + ugt

Los pardametros a; y s se conocen con el nombre de coeficientes
de ajuste ya que capturan los ajustes de cada una de las variables, si
estas estan fuera del equilibrio a largo plazo, tal que tiendan a volver
hacia esa relacién estable.

Comentarios:

s Las matrices a y  no son tnicas, ya que para cualquier matriz
no singular (r x r) C' tenemos que

aff =aCC™ 3 = (aC)(BCTYY = a*B".

Por lo tanto, o y 3 no estan identificados a no ser que se impongan
ciertas restricciones.
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= Si existe cointegracion entonces a no puede ser la matriz nula. Por

lo tanto al menos una de las variables del sistema se ha de ajustar
en el corto plazo a las desviaciones de las relaciones de largo plazo.
Pueden existir ciertas variables que no se ajusten a esas relaciones.
En ese caso estas variables se dicen que son débilmente exégenas
respecto a la matriz de vectores de cointegracion.

Si y; estd cointegrado con rango r, una forma simple de obtener
la presentacion de las k — r tendencias comunes es considerar
la matriz «; de orden k x (k — r) tal que o/, a = 0, y utilizar
q: = a9y Dado que ) anula a aff’ | esta serie (k — r)-variante
tiene la representacién

Ag = v+ DA+ + Dy 1Aq—pi1 + ' uy

que es un VAR en primeras diferencias de ¢; por lo que este vector
tiene k — r raices unitarias.

Contrastes de Cointegracion y Estimacion.

4.5.1. Contrastes basados en residuos

Consideremos que, de existir, s6lo hubiera una relacién de cointe-

gracion en el vector y;. Previamente se ha contrastado y aceptado que
las series en 7, son todas individualmente I(1).

= Vector de cointegraciéon conocido.

Por ejemplo en el caso de la PPP 5’ = (1,—1,—1) por lo que
se quiere contrastar si la serie z; = 'y, = py — s; — p; es 0 no
estacionaria.

Se pueden aplicar los contrastes de raiz unitaria a la serie z; como
los de DF (ADF) o PP. La hipdtesis nula serfa que esa relacién
concreta no es de cointegracion, esto es Hy : z es I(1) versus
la alternativa de que si lo sea, Hy : z es I(0). En este caso los
estadisticos se calcularian de la misma forma y los valores criticos
a utilizar serian los mismos que en los contrastes de raiz unitaria.

Podemos no rechazar H, pero esto no implica que no pueda existir
un vector de cointegracién alternativo a 3’ = (1, —1,—1).
Vector de cointegracién no conocido.

En ese caso los contrastes de cointegracion se basarian en los
residuos de la regresion de cointegracién (Residual based test):
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1. Estimar por MCO la posible relaciéon de cointegraciéon una
vez elegida una normalizacion, esto es la variable dependiente
en la regresion. Por ejemplo, si se elige la primera variable y
se considera la regresion

Y1t = baYor + -+ - + bpYre + 2

entonces esto implica que el supuesto vector de cointegracién

es 0 = (1,—=bg,...,—bg)". Esto supone que la variable yi,
entra en el vector de cointegracion con un coeficiente distinto
de cero.

2. Obtener los residuos de la regresion por MCO
2t =Yt — 82y2t — Bkykt

y aplicar los contrastes de raiz unitaria a la serie de residuos
%; tales como DF (ADF) o PP.

Aunque los estadisticos se construyen de la misma forma, utili-
zando la serie de residuos Z;, los valores criticos a considerar no
son los mismos que los utilizados en los contrastes de raiz unitaria
porque las distribuciones asintéticas cambian.

Phillips y Ouliaris (1990, Econometrica 58) derivan las distribu-
ciones asintéticas para los estadisticos de Dickey-Fuller y Phillips-
Perron y tabulan valores criticos para contrastar la hipdtesis nula
de no cointegracion o de raiz unitaria en los residuos de la regre-
sién de cointegracién (ver tablas B.8 y B.9 del Hamilton (1994),
pp. 765-766).

Comentarios:

= Si las series estdn cointegradas entonces el estimador MCO de
los coeficientes de la regresién de cointegracion es consistente. De
hecho converge en probabilidad al verdadero valor a una tasa 7',
mayor que en el caso de regresores estacionarios v/T. Este hecho
se denomina superconsistencia (Stock (1987), Econometrica 55).
Pero para muestras finitas es sesgado debido a que la regresién
de cointegracion considerada es estatica por lo que el término
de error capturara la dinamica de corto plazo omitida funcién de
Ay,_; y correlacionada con los regresores. Este sesgo puede influir
negativamente en la potencia de los contrastes de cointegracion
basados en los residuos de esta regresion estatica.

= Si no sabemos como normalizar podemos elegir erréneamente la
variable dependiente, por ejemplo si la variable elegida no entra
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en la relacién de cointegracion. Ademas el estimador MCO no
es invariante a ctial sea la variable dependiente en la regresion.
Esto puede influir en los resultados de la estimacién del vector de
cointegracion y en la conclusién del contraste de cointegracion.

La distribucion asintética del estimador MCO del vector de coin-
tegracién en la regresion estatica en general no es la estandar como
en el caso de regresores estacionarios, por lo que no se puede hacer
inferencia sobre el vector de cointegracion con los estadisticos t
y F usuales. En general las dificultades surgen por la correlacién
que puede existir entre el error de la ecuacién de cointegracién
2 v los regresores como antes hemos comentado. Distintos auto-
res consideran paliar este problema introduciendo dinamica en la
regresién de cointegracion o corrigiendo el estimador MCO de la
regresion estatica, por ejemplo el estimador Fully-Modified OLS
de Phillips y Hansen (1990) (ver Hamilton (1994) pp. 608-617).

Si el nimero de variables en el vector y; es mayor que dos puede
existir mas de una relacién de cointegracion. En ese caso, jqué vec-
tor de cointegracién estaria estimando la regresién de cointegra-
cién? Wooldridge (1991) demuestra que la regresién elige aquella
relacién cuyos residuos estan incorrelados con cualquier otra com-
binacién de los regresores que sea I(1).

Otros contrastes de cointegracién que no presentan estos proble-
mas son por ejemplo el método de Johansen (1988,1991) basado
en la estimacién del VECM por Méxima Verosimilitud con Infor-
macién completa y en determinar el rango de la matriz de largo
plazo II o el de Stock y Watson (1988) que utiliza la represen-
tacion de medias moviles, contrastando el niimero de tendencias
comunes.

4.5.2. Meétodo en dos etapas de Engle y Granger

Engle y Granger (1987, Econometrica) proponen un estimador de

los parametros del modelo de correccién de error en dos etapas en el
caso de que exista solamente una relacién de cointegracion r = 1.

Ayy=v+afy1 + DAy + -+ Dy 1 Ayp_py1 +

1. En una primera etapa, una vez elegida la normalizacién (por ejem-

plo y1; como variable dependiente) estimar el vector de cointegra-
cién 3 = (1, =by, - -+, —bx) por MCO en la regresion estatica

Y1t = boyor + -+ - 4 bpyre + 2
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2. Estimar cada una de las ecuaciones del modelo de correccién del
error separadamente por MCO sustituyendo previamente el error
de desequilibrio z; por los residuos de la regresién de cointegraciéon
Z; de la primera etapa.

p—1 k
Ayje = vi+ o521+ > > dji Ayies + e
s=11i=1
para cada una de las ecuaciones j = 1,...,k, donde z; = yi; —
boyor — + -+ — bryre. De esta forma se obtienen los estimadores de
los pardmetros de corto plazo a 'y Dy, ..., Dp_;.

Dado que el estimador del vector de cointegracién 3 en la primera eta-
pa es superconsistente, Liitkephol demuestra que los estimadores de
Dy,...,D,1 y II = af son consistentes y asintéticamente equiva-
lentes a los estimadores por Maxima Verosimilitud bajo Normalidad
imponiendo la restriccién de que el rango de II es igual a uno (r =1y
IT = af’. En el modelo de correccién del error estimado en la segunda
etapa, todas las variables son 1(0). En consecuencia, la inferencia so-
bre los parametros de corto plazo se puede llevar a cabo utilizando los
contrastes t y F usuales ya que seran validos asintoticamente.

4.5.3. Meétodo de Johansen
Estimacion por Maxima Verosimilitud Informacién Completa

En esta seccién resumimos brevemente la estimacion por méaxima
verosimilitud de un modelo VAR(p) cointegrado®. El método de Johan-
sen se basa en la estimacién por Méxima Verosimilitud del VECM?

p—1
Ay =vdy + Y TilNy i + Ty + wy
i=1
donde t = 1,---,T, conocidas p condiciones iniciales y se supone que
u; ~ N(0,3,). En d; permitimos la existencia de un posible término
constante, y otros términos deterministas como tendencia ¢t o variables
ficticias que puedan recoger por ejemplo estacionalidad.
Si el rango de Il es 0 < r < k entonces existen r relaciones de
cointegraciéon y II = a8’ distinta de la matriz nula. El espacio de coin-
tegracién vendria dado por la matriz (k x r), § y la matriz (k x r), «

8Una derivacién més detallada se encuentra en el apéndice de estas notas.
9Equivalentemente se puede considerar la parametrizacién alternativa

Ay =vdy +ly—1 + D1Aye—1 + -+ Dp 1 Ayp—pt1 + uy
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recoge los coeficientes de ajuste de cada variable en el corto plazo a las
desviaciones de las r relaciones de equilibrio a largo plazo.

El esquema a seguir para obtener los estimadores MV de los parame-
tros sujeto a que I1 = a3’ es el siguiente:

» Realizar las siguientes regresiones multivariantes auxiliares'® uti-
lizando las p condiciones iniciales y ¢ = 1,---,T observaciones

Ay = yody + T1Ay—1 + ToAy—o + Ty 1 Ayr_pi1 + ugr
Yip = Ypdt + Z1AY1 + 2y 2 + Zp 1 AY py1 + Upt

» Sean Ry y Ry, los vectores de residuos de las regresiones anterio-
res. Definimos las matrices de covarianzas muestrales siguientes:

T T T
Soo=T""Y RuRy Sop=T "> RuR, Sp=T"Y RuR,
t=1 t=1

t=1

= Obtener los valores y vectores propios de Sp0S50 Sop con respecto
a Spp. Esto equivale a resolver el problema de obtencién de valores
propios
ASpp — Sp0Sag Sop| = 0

para los r mayores valores propios de los k existentes A\ > Ay >
> > >\

El conjunto completo de vectores propios se obtienen de resolver
()\Z'Spp - Spos&)lsop)'l]i =0 1= 1, 2, ce ,k

sujeto a la normalizacion V'S,V = I donde V = (vq,vs,...,vg).

Las r columnas de 3y corresponden a los vectores propios (vq, vg, . . .

asociados a A\; > Ay > -+ > A,

= La estimacion MV del resto de parametros del VECM se obtiene
de la regresion lineal multivariante:

p—1 ~
Ay, = vd; + Z LiAy—i + afBuvye—p + u
i=1

donde t = 1,---,T, conocidas p condiciones iniciales.

19FEn el caso de la parametrizacién en funcién de y:—1 en lugar de y;—, las regresiones
serian:

Ayt — '}/Odt + TlAyt—l + TQAyt—Q + Tp—lAyt—p+1 + uot
Yi—1 = Y1dt + E1AY—1 + EoAyr—2 + Ep—1AYt—p1 + Uit
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El logaritmo de la funcién de verosimilitud evaluada en el maximo
utilizando r siendo el rango de cointegracion igual a r es:

va (Spp — Spos(i)1 SOp)BMV ’

T
L, = constante — 3 In
o equivalentemente, siendo A, = BMVSpoS&)ISOpBMV

T
L, = constante — 5 In|I, — A,

T T
L, = constante — ) > In(1— X))
=1

Este valor se utiliza en los contrastes de razon de verosimilitudes para
contrastar la hipotesis nula de que el rango de cointegracién sea r.

Finalmente, las estimaciones de los complementos ortogonales de «
y 3 se pueden obtener utilizando:

Q= So_olspp[errl, S, U] BL = Spp[vrs, -+ v

4.5.4. Contrastes sobre el rango de cointegracion

El objetivo es contrastar el rango de II. Sea H(r) la hipdtesis nula
de que el rango de II es r. Por ejemplo, bajo H(0), el rango de II es
igual a cero, por lo que II = 0 y no hay cointegracion. Las hipotesis de
interés son

H(0)c H(1)c---C H(r)C---C H(k)
Por lo tanto, se comienza por H(() y se sigue mientras se rechace la
hipétesis nula. En caso de no rechazarse se pararia el proceso siendo el
nimero de vectores de cointegracién los de esa hipotesis nula.

Contraste de la traza: Considerar las hipotesis

H(r):Rango Il =r frentea  H,:Rango Il > r

Johansen (1988) propone un contraste de la razén de verosimilitudes.
Bajo la hipotesis nula el logaritmo de la funciéon de verosimilud es

T T
LT:C_E > In(1— X))
=1

Bajo la hipétesis alternativa se consideran los k vectores propios como
estimador de /3 esto es V' y por lo tanto el logaritmo neperiano de la
funcion de verosimilitud sin restringir es:

T T &
La:C_E ln\[k—A]:La:c—§ > in(l =)
=1
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El estadistico de razén de verosimilitudes es el llamado por Johansen
el estadistico de la traza (Trace statistic):

LRW(?") = _2(Lr - La)
—T ( T ln(1 =) —XF in(1 - Aj))
=-T Z?:r+1 In(1 =)

Si la hipdtesis nula fuera cierta, entonces A; deberia ser pequeno
para j > 7y por lo tanto LR;r(r) deberia tomar valores pequenos.

Su distribucién asintotica no es la convencional Chi-cuadrado si-
no funcién de movimientos Brownianos. Esta distribucion depende del
nimero de variables en el vector y; vy de si se incluyen intercepto y
componentes deterministas en el VECM. Los valores criticos estan
obtenidos via simulacion y tabulados por Johansen y Juselius y por
Osterwald-Lenum .

Contraste del mayor valor propio

Este es un proceso secuencial que también propone Johansen (1988)
para determinar el nimero de vectores de cointegracién. En este caso

H(r):Rango Il =r frente a H(r+1):Rango Il =7 +1

También es un contraste de razon de verosimilitudes.

LR}\—maa:(T) = _Q(Lr - Lr-‘,—l)
=T (h-y In(1 = \) — Tt (1 = \y))
= -T ln(]_ — )\r+1)

Lo mismo ocurre con la distribucion asintotica de este estadisti-
co. En general las conclusiones de estos dos contrastes no tienen por-
qué coincidir ya que las alternativas son distintas. La del estadistico de
la traza es mas general que la del mayor valor propio.

En este marco de contrastes de razon de verosimilitudes se pueden
llevar a cabo otros tipos de contrastes. Por ejemplo sobre ciertas res-
tricciones en el espacio de cointegracion: si alguno de los vectores de
cointegracion es trivial o si alguna variable no entra en ninguno de los
vectores de cointegracién etc. Johansen ha derivado distintos contras-
tes de este tipo!'! y en muchos de los casos las distribuciones asintéticas
st son la usual Chi-cuadrado.

HPodeis ver como ejemplo de aplicacién de esta metodologia Johansen y Juselius (1990)
Oxford Bulletin of Economics and Statistics, Johansen y Juselius (1992) Journal of Eco-
nometrics, Gardeazabal y Regulez (1992) Lecture Notes in Economics and Mathematical
Systems, vol. 385, Springer Verlag, entre otros.



Capitulo 5
Apéndice!

5.1. Valores y Vectores propios-Raices caracteristi-
cas

Los valores propios o valores caracteristicos o raices caracteristicas
de una matriz cuadrada (m x m) A son las raices del polinomio en A
dados por

det(A — \,,) 0 det(A,, — A)

El determinante se conoce a veces con el nombre de determinante ca-
racteristico y el polinomio es el polinomio caracteristico de A. Dado
que las raices de un polinomio son numeros complejos en general los
valores propios son también complejos. Un niimero \; es un valor pro-
pio de A, si las columnas de (A — AI,,) son linealmente dependientes.
En consecuencia, existe un vector (m x 1) v; # 0 tal que

(A - )\Jm)vz =0 (6] AUZ' = )\,UZ

Un vector con esta propiedad es un vector caracteristico o vector propio
correspondiente al valor propio A;. Cualquier escalar distinto de cero
por v; es también un vector propio correspondiente a ;.

Ejemplo:

1 3
Sus valores propios son las raices de

Consideremos la matriz [ 1o ]

— (1= NB-N)

|A—)Jg|:detl1_)\ 0 ]

1 3—A

Warias de las secciones se basan en los apéndices del libro de Liitkepohl.

93
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Por lo tanto Ay = 1 y Ay = 3 son los valores propios de la matriz A
anterior. Los correspondientes vectores propios se obtienen resolviendo

|

10 v || v 10 Uiz | _ g | V12
1 3 vy | | v; Y 1 3 Vo | V22

Por lo tanto

HEEIEE RN

son los vectores propios correspondientes a A; y Ay respectivamente, o
los mismos multiplicados por un escalar no nulo.
Reglas:

1.

Si A es simétrica, entonces todos sus valores propios son nimeros
reales.

Los valores propios de una matriz diagonal son sus elementos de
la diagonal.

Los valores propios de una matriz triangular son los elementos de
la diagonal principal.

Una matriz (m x m) tiene como méaximo m valores propios.

Sea A1, ..., A\, los valores propios de la matriz A, entonces |A| =
Ao A
Sean \; y A; dos valores propios de A distintos con correspon-

dientes vectores propios v; y v;. Entonces v; y v; son linealmente
independientes.

Todos los valores propios de la matriz (m x m) A tienen médulo?
menor que la unidad si y solo si det(I,,, — Az) # 0 para |z| < 1,
esto es, el polinomio det(I,, — Az) no tiene raices ni dentro ni en
el circulo unidad.

Sea A una matriz real (m x m) con valores propios A, ..., A, los
cuales tienen todos médulo menor que la unidad, esto es, |\;| < 1 para
1 =1,...,m. Entonces se satisface lo siguiente:

i) A7 — 0 cuando j — oo

i) X520 A) = (I, — A)~" existe.

1 , . . , .

Sea z un numero complejo, z = z1 + iz2. El médulo se define como |z| = /2% + 23. Si

zo = 0 entonces z es un nuimero real y el médulo es el valor absoluto de z lo que justifica
la notacién
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iii) La sucesién A7, j =0,1,2,..., es absolutamente sumable, esto es
2520 |ar ;| es finita para todo k,l = 1,...,m, donde ay; es un
elemento tipico de A7.

5.2. Descomposicion de Choleski

Si A es una matriz definida positiva (m xm) existe una matriz trian-
gular por arriba y una matriz triangular por abajo P con la diagonal
principal positiva tal que

P'A(PY'=1, o A=PP

La descomposicion A = PP’, donde P es triangular por abajo con la
diagonal principal positiva se conoce con el nombre de descomposicion
de Choleski. Existen programas de ordenador que determinan la matriz
P de una matriz definida positiva A. Si se quiere obtener una matriz
@ triangular por arriba y el programa de ordenador nos da una matriz
triangular por abajo se puede proceder como sigue: Se define una matriz
(m x m)

0 --- 0 1
0 --- 10
G =
1 0 0

con unos en la diagonal que parte desde arriba de la esquina de la
derecha hacia abajo a la esquina de la izquierda y ceros en el resto de
elementos. Notar que G = G’ y G~! = (. Supongamos que queremos
obtener una descomposicién de la matriz A. Entonces descomponer
primeramente la matriz B = GAG como B = PP’ donde P es la
matriz triangular por abajo. Entonces

A=GBG =GPGEGP'G =QQ,

donde @) = GPG es triangular por arriba.

5.3. Sumas infinitas de variables aleatorias

La representacion MA de un proceso VAR es a menudo una su-
ma infinita de vectores aleatorios. Al igual que en el estudio de sumas
infinitas de nimeros reales debemos especificar con precisiéon qué que-
remos decir con tal suma infinita. El concepto de convergencia absoluta
es basico en lo que sigue.
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Una sucesion {a;}, i = 0,4+1,£2, ..., doblemente infinita de nime-
ros reales es absolutamente sumable si lim Y." _ |a;| cuando n — oo
existe y es finito. El limite se suele denotar por >7°_ __ |a,|.

El siguiente teorema provee una justificacion para trabajar con su-
mas infinitas de variables aleatorias.

Proposicidon(Ezistencia de sumas infinitas de variables aleatorias)

Sea {a;} una sucesién absolutamente sumable de nimeros reales y

{z:} t =0,£1,42,..., una sucesién de variables aleatorias que satis-
facen F(22) <c¢,t =0,41,42,..., para alguna constante finita c.
Entonces existe una sucesién {y,;}, t = 0,+1,£2,..., de variables

aleatorias tal que Y1 a;2;_; converge en media cuadratica? a y; cuan-

do n — oo y por lo tanto también converge en probabilidad.

Las variables aleatorias y; estan determinadas de forma tnica ex-
cepto por un conjunto de probabilidad nula.

Estos conceptos se pueden generalizar a procesos vectoriales.

Una sucesién de matrices (k x k), {A;},1=0,£1,£2,..., es abso-
lutamente sumable si cada sucesion {amy,;},m,n=1,...,k, es absolu-
tamente sumable.

Proposicion( Ezistencia de sumas infinitas de vectores de variables
aleatorias)

Sea {A;} una sucesién absolutamente sumable de matrices reales
(kx k) y{z}t=0%1,+2,..., una sucesién de variables aleatorias
k-dimensionales que satisfacen F(z;z;) < ¢,t = 0,£1,42,..., para al-
guna constante finita c. Entonces existe una sucesién de variables alea-
torias k-dimensionales {y;}, t = 0,+1,£2,..., tal que " Az,
converge en media cuadratica® a gy, cuando n — oo y por lo tanto
también converge en probabilidad. Las variables aleatorias 1, estan de-
terminadas de forma tnica excepto por un conjunto de probabilidad
nula.

Con respecto a los momentos de sumas infinitas tenemos el siguiente
resultado

Proposiciéon(Momentos de sumas infinitas de vectores de variables
aleatorias)

Supongamos que {z;} satisface las condiciones de la proposicién an-
terior, {A;} y {B;} son sucesiones absolutamente sumables de matrices

2Una sucesién de variables aleatorias {xr} converge en media cuadritica a = si
limE(zr — 2)? = 0 cuando T — oo

3Una sucesién de variables aleatorias {xr} k-dimensionales converge en media cua-
drética a la variable aleatoria k-dimensional z si limE(zr — z)'(zr — ) = 0 cuando
T — o0
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(kxEk)e
Yi = Z Az, Ty = Z Biz

1=—00 i=—00

Entonces,

E(y) = nh_{lc}o Z AiE(2-i)

=N

n n
, P— 1 . . / /
E(yuay) = lim > > AiB(z-i%_;)B;,
i=—n j=-n
donde el limite de una sucesién de matrices es la matriz de los limites
de las sucesiones de los elementos individuales.

5.4. Meétodo de Johansen

El método de Johansen se basa en la estimacion por Maxima Vero-
similitud del VECM

p—1
Ay, =v + Z DiAye i + Hyep +

i=1

donde I'; = —I, + Ay + Ay + -+ A;jparat =1,...,p—1y Il =
—(I, — Ay —--- — A,) suponiendo u; ~ N(0,%,).

Si el rango de I, r, es igual a k entonces v, es estacionario I(0). Si el
rango de I1, r es cero, entonces II es la matriz nula e y; es I(1) pero no
habria ninguna relaciéon de cointegracion. Si el rango de [Tes 0 < r < k
entonces existen r relaciones de cointegracion y Il = «f’ distinta de
la matriz nula. El espacio de cointegracion vendria dado por la matriz
(k x r), By la matriz (k X 7), a recoge los coeficientes de ajuste de
cada variable en el corto plazo a las desviaciones de las r relaciones de
equilibrio a largo plazo.

El logaritmo de la funcién de verosimilitud de (y1,ys, ..., yr) con-
dicionando a los valores iniciales (y1—p, Y2—p, - - -, Yo) €s:

Tk T 1
LTI, %,) = —7ln(27r) — Ezn|2u| - 5} JRTASmTH
t=1

donde u; = Ay, — v — SV TiAy,; — Oy y T = (v, Tq,...,Tpo1).

El esquema a seguir para obtener los estimadores MV de los parame-
tros sujeto a que II = o’ es primeramente obtener la funcién de ve-
rosimilitud concentrada que dependa solamente de la matriz II de la
siguiente forma:
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= Obtener %, que maximiza L dados II y T'. Este es:

T
Y, =771 > w
=1

donde u; = Ay — v — f:_ll LAy — Hyy.

Obtener [ = (7, Ty,... ,I'p—1) que maximiza L dados IT y X,,.
Si definimos Zot = Ayy, Zpt = Yi—p ¥

Podemos escribir, dado un valor de II,
(th—HZpt):F21t+ut t:].7,T

donde u; ~ N(0,%,). El estimador MV de I' dado I y ¥, coincide
con el estimador por MCO en el sistema (que coincide con el de
MCO ecuacién por ecuacién) ya que es un sistema de ecuaciones
aparentemente no relacionadas con idénticos regresores en cada
ecuacion.

-1

I = (i thZ{t> (i Z1(Zo — HZpt)’>

t=1 t=1

La i-ésima columna de I” es el vector de coeficientes de la regresién
de (Ayi — ITAy;;—p) sobre Z1, = (1, Ay; .., Ay;_pyy)-

Podemos escribir

-1

T T T —1 T
I' = (Z ZuZit> (Z ZM&) I <z thZ{t> (Z thz;,t)
t=1 t=1 t=1

t=1
Sustituyendo T en

(Zot —1Zy) =T 21 +
y reorganizando tenemos

ROt:HRpt—l—ut tzl,...,T
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donde

-1

T T
RUt — ZOt - (Z thZ(l)t> <Z thZ{t) th t — ]_7 “e . ,T
t=1

t=1

Cada uno de los elementos del vector Ry es el residuo en ¢ de la re-
gresién de cada uno de los elementos de Ay, sobre (1, Ay, ,..., Ay, 1),
t=1,...,T.

-1

T T
Rpt - Zpt - <Z thZI/)t> (Z thZit) th t — 1, e ,T
t=1 t=1

Cada uno de los elementos del vector R, es el residuo en ¢ obte-

nido de la regresién de cada uno de los elementos de y;_, sobre
(17 Ayl,f—17 e ?Ayg—p—kl)? t — ]_, . 7T.

» Sustituyendo en el logaritmo de la funcién de verosimilitud S y
I" obtenidos anteriormente dada la matiz II obtenemos la funcién
de verosimilitud concentrada que solamente depende de II

T |1&
L.(TT) = const. — Eln T Z(Rot —Ry)(Rot — IR,
=1

Donde hemos utilizado el resultado de que

T
S wuStug = Ttr(I,) = Tk
t=1

El siguiente paso es maximizar L.(II) sujeto a que se satisface II = a3’
dado que es de rango reducido r. Si denotamos por

T
Sij = T Z RitR;'t i,j=0,p
t=1

podemos escribir la funcién de verosimilitud concentrada solamente
funcién de a y 8

T
Le(a, B) = const. — Eln |So0 — af'Spo — Sopfa’ + afF'S,, 0|
Finalmente obtenemos el estimador MV de  una vez hemos obtenido

el estimador MV de a dado 3. Este ultimo se obtiene de maximizar
L.(a, ) con respecto de a tomando como dado [3,

a = SOpﬁ(ﬁ/Sppﬂ)_l
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Concentrando de nuevo la funcion de verosimilitud ahora en & obtene-
mos

T / - /
Lee(B) = const. — n|Sog = Sou8 (3'S,8) ™" 'Syl

o equivalentemente 4

T o,
Le.(8) = const. — §ln (|ﬁ SppBl " [Sool

ﬁ/(Spp - SPOS&)l SOp)ﬁD

Maximizar esta funciéon con respecto a (8 corresponde a minimizar con
respecto de (3 el cociente

ﬁl(spp - SPOS(i)l SOp)ﬁ’
Jegerme]

Imponiendo la normalizacién (3'S,,0 = I el estimador por Maxima
verosimilitud de (8 requiere minimizar

6/(51010 - Spost)_olsop)ﬂ‘ sujeto a ﬂlsppﬁ =1

Este problema de minimizacion equivale a resolver el conjunto de ecua-
ciones de la forma

()‘Sp - SpOS(i)lsﬂp)ﬁ =0
donde A viene dado de resolver
XS — 830550 Sop| = 0

para los r mayores valores propios de los k existentes \y > Ao > -+ >
A > > A\ N

Las columnas de (37 corresponden a los vectores propios (vy, ve, . .., ;)
asociados a Ay > Ay > --- > \,.. El conjunto completo de vectores pro-
pios se obtienen de resolver

()\iSpp — Spos&)lsop)vi =0 1= 1, 2, Cey k

sujeto a la normalizacién V'S,V = I donde V' = (vq,v9, ..., vg).

4Dado que se tiene la siguiente igualdad
|8'Spp3] | Soo = SopB(B'SppB) B’ Sop| = 1S00| |3 SpwB — B'Sp0So0 Sow B

se tiene que

Soo — SopB (5" SppB) B Spo| = |8'Sp3| " [Sool |8 (Sp — SpoSoo' Son)|
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Una vez obtenido BMV se pueden obtener los estimadores MV del
resto de parametros:

amv = Sopfuv

v = amvBuv X

Ty = (S5 ZuZt) (S0 Z0(Zo = v Zy)')

Eu = 7! Zle atﬁ:ﬁ
donde ’Ijt = R()t - ﬁMVRpt'
Para resolver el problema de obtener los valores propios \;, i =
1,...,k tal que
ASyp = 850550 Sop| = 0

se pueden utilizar métodos convencionales de obtencién de valores pro-
pios de una matriz. Dado que S, es simétrica y definida positiva esta

se puede expresar como S,, = GG’ donde G es una matriz no singular.
Por lo tanto G71S5,,(G")" ' =1y

G NSy = Sp0Si0 S| [(G) 7Y =0
equivalentemente
NG5, (G) ™ = G180 Sop(G) Y = 0
AT = G085 Sop(G) 7| = 0

Por ejemplo RATS tiene instrucciones para descomponer S,, en GG’ y
para obtener los valores propios de una matriz®. Ademés de

()\'L'Spp — SPQS(;OlSOp)'UZ' =0 1= 1, 2, . ,k
tenemos que
S,0500 SopV = Sy VA
donde A es la matriz diagonal con los valores propios en su diagonal
principal. Asi dado que V'S,V = I tenemos que

V' S50S00 SopV = A

y
By Sp0S50 SopPary = Ay

es decir la matriz de vectores propios V' asociados a los valores propios
A1, ..., A diagonaliza la matriz SPOS&)lSop. La matriz A estd ordenada
tal que los primeros r elementos de la diagonal principal son los r ma-
yores valores propios (A,) y los restantes k —r serfan los menores. Estos
valores propios juegan un papel muy importante en la derivacién de los
contrastes de razon de verosimilitud sobre el rango de cointegracién r.

5 Aunque los valores propios son los mismos los vectores propios cambian. Denotando
por e; a estos ultimos podemos obtener v; = (G')flei.



