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Cuando emprendas el viaje hacia Itaca

debes pedir que el camino sea largo,

lleno de aventuras, lleno de conocimiento.

Debes pedir que el camino sea largo,

que sean muchas las madrugadas

en las que entres en un puerto que tus ojos desconocian,
y vayas a ciudades a aprender de quienes saben.

Ten siempre en el corazén la idea de Itaca.

Has de llegar a ella, este es tu destino,

pero no fuerces jamds la travesia.

Es preferible que se prolongue muchos afios,

y que hayas envejecido ya al fondear en la isla,
enriquecido por todo lo que habrds ganado en el camino
sin esperar que te ofrezca mds riquezas,

Itaca te ha dado el hermoso viaje

sin ella no habrias zarpado.

Y si la encuentras pobre, no pienses que Itaca te engafid.
Como sabio en que te habrds convertido,

sabrds muwy bien qué significan las Itacas.

Konstantino Kavéfis (1863-1933)
Version traducida de la 12 estrofa de la

cancion “Viatge a itaca” de Lluis Llach.
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CAPITULO |

CODETERMINACION ENTRE LO MATEMATICO Y LO DIDACTICO
EN LAS INSTITUCIONES ESCOLARES






Codeterminacion entre lo matematico y lo didactico en las instituciones escolares

1. INTEGRACION PROGRESIVA DE LO MATEMATICO Y LO DIDACTICO*

En las instituciones escolares se ha identificado tradicionalmente “lo matemético” con
el contenido de la ensefianza escolar de las matematicas, mientras que “lo didactico” se
ha asimilado a “lo pedagdgico” entendido como la forma de ensefiar cualquiera de los

contenidos escolares y, en particular, los contenidos matematicos.

En esta memoria partimos del postulado de que este punto de vista, todavia muy
influyente en las instituciones escolares, al separar el “hacer matematicas” del “ensefiar
matematicas”, incide negativamente tanto en el ambito del disefio, la gestion y
evaluacion de las Organizaciones Didéacticas escolares como en el ambito de la
investigacion didactica. Nos proponemos poner en evidencia las consecuencias de
adoptar el punto de vista inverso, esto es, considerar como inseparables, tanto para al
analisis didactico como para el desarrollo del Sistema de Ensefianza de las Matematicas,

lo didactico y lo matematico.

En el &mbito del disefio y la gestidn de las Organizaciones Didéacticas (en adelante, OD),
creemos que la integracion entre el hacer y el ensefiar mateméticas aumenta la
posibilidad de organizar un proceso de estudio de una *“obra matematica” de tal manera
que integre de manera central las razones de ser de dicha obra, esto es, las cuestiones a
las que la citada obra matematica viene a responder. Dicho en otras palabras, creemos
que la escision entre lo matematico y lo didactico dificulta enormemente el estudio
escolar de una obra matematica con sentido. Mostraremos, en el caso particular de dos
organizaciones matematicas concretas en torno a los sistemas de numeracion y a la
medida de magnitudes continuas, que el papel de “lo matematico” y su integracién con
“lo didactico” es esencial para disefiar y gestionar en diferentes instituciones escolares

OD capaces de reconstruir con sentido las citadas obras matematicas.

! Utilizaremos libremente, a lo largo de todo el capitulo, muchas de las ideas de Gascon (2002, 2003) y
Bosch y Gascon (2006b).
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En el &mbito de la investigacion didactica, y como ya se ponia en evidencia en Gascon
(2002, 2003) y en Bosch y Gascén (2006b), la citada separacion entre el “hacer” vy el
“ensefiar” matematicas constituye uno de los principales obstaculos para interpretar las
cuestiones problematicas que surgen en la ensefianza escolar de las matematicas. Entre
dichas cuestiones se pueden citar algunas relativamente “genéricas” porque se refieren a

la matematica escolar considerada como un todo:

e  ;Como describir y analizar el proceso de estudio escolar de las matematicas?

e ;Como explicar el fendmeno relativamente universal de la alienacién matematica de los
ciudadanos?

e ;Cuales son las posibles causas del creciente “fracaso” de los estudiantes en el paso de
estudiar matematicas en Secundaria a estudiar matematicas en el primer curso
universitario?

e ;Por qué los profesores de matematicas, de todos los niveles educativos, se ven abocados
a llevar a cabo una atomizacion progresiva de la matematica ensefiada y a proponer en
los examenes ejercicios cada vez mas algoritmicos?

El punto de vista que adoptamos aqui parte del principio de que para responder a
cualquiera de estas cuestiones que surgen en los Sistemas de Ensefianza de las
Mateméticas es necesario considerar de manera inseparable las dimensiones

“matematica” y “didactica”.

Mas aun, consideramos que la distincion entre ambas dimensiones tiene una funcion
meramente metodoldgica y que la necesaria reformulacion del significado de “lo
matematico” y de “lo didactico” nos llevara — tal como veremos a continuacion — a
integrarlas en una Unica dimension didactico-matematica que constituye el nacleo del
objeto de estudio de la didactica de las matematicas. Veremos a continuacién una
evolucion reconstruida de como la didactica de las matematicas y, mas especialmente, el
enfoque epistemoldgico en el que situamos nuestra investigacion, surge de la
integracion de estas dos dimensiones. Esta evolucién nos servira para introducir
posteriormente los principales elementos del marco teorico utilizado en la investigacion
— la Teoria Antropoldgica de lo Didactico —y para presentar finalmente los principales

problemas a los que esta investigacion aporta una respuesta.
1.1. El punto de partida de la Pedagogia

La Pedagogia se ha construido precisamente sobre la base de la disociacion entre lo

“matematico”, considerado clasicamente como el contenido de la ensefianza de las
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matematicas, transparente, incuestionable e independiente de la forma de ensefiar, y lo
“pedagogico”, considerado como la forma de ensefiar, independiente del contenido que
se ensefia. Se trata de un mito cultural fuertemente arraigado en nuestra cultura y que
todavia tiene una gran vigencia. El investigador Yves Chevallard fundador de la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico, en la que situamos esta investigacion, lo expresa en los

términos siguientes:

[...] PPillusion qu’il existerait, a priori, en matiére scolaire, un domaine de décision
affranchi de toute contrainte émanant des contenus de I’étude, et n’entrainant en retour
aucune contrainte sur ces contenus et leur traitement « didactique ». (Chevallard 2000,
p. 107).

Este mito es el que legitima culturalmente la existencia de un ambito propio de “lo
pedagdgico” y, por tanto, a la Pedagogia como disciplina. En coherencia con esta idea
bésica, la respuesta pedagogica a los problemas de ensefianza de las matematicas que se
presentan dentro de las instituciones escolares, se caracteriza por los dos rasgos

siguientes:

(@) Se asume implicitamente que “lo matematico” (como “lo linguistico” o “lo
musical”) no es problematico y que, por lo tanto, puede ponerse entre paréntesis cuando
se trata de analizar, disefiar o evaluar los procesos de ensefianza y aprendizaje. Se
supone que lo matematico no debe cuestionarse ni, por tanto, modelizarse. Se acepta
que los modelos epistemologicos de las matematicas son competencia de otra disciplina

y, en todo caso, responsabilidad de otra comunidad cientifica.

(b) En consecuencia, la respuesta pedagogica es una respuesta esencialmente genérica
que elimina la especificidad de las diferentes disciplinas, sin cuestionarse cuales son las
condiciones particulares necesarias para que los sujetos de una institucion escolar
determinada “entren” en una obra matematica (o filoséfica, o literaria o bioldgica)

determinada.

Aun a riesgo de simplificar, podemos decir que el problema didactico (en adelante PD)
al que pretende responder el enfoque pedagdgico generalista esta delimitada por cuatro

cuestiones:

PD;: “;Qué ensefiar?”, “;Cuando ensefiar?”, “;Como ensefiar?” y “;Qué, como y

cuando evaluar?”.
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Pero, a pesar de lo que podria deducirse de tomarse en serio la primera de estas
cuestiones, sin embargo, no se plantea ningun tipo de cuestionamiento sobre la
naturaleza o la estructura de las obras matematicas ensefiadas. Asi, dentro de este
enfoque a la pregunta: ¢qué se debe ensefiar de Geometria en la Ensefianza Obligatoria?,
un ejemplo de respuesta posible es: “En la Ensefianza Obligatoria se debe ensefiar
Geometria Sintética”. Ademas, debemos subrayar que esta respuesta no va acompafiada
ni es consecuencia de ningun tipo de analisis “epistemologico” de las posibles
Organizaciones Matematicas escolares en torno a la Geometria Sintética ni, mucho
menos, de las diferentes relaciones que podrian establecerse entre la Geometria Sintética

y el resto de las Organizaciones Matematicas.

Hoy en dia podemos afirmar que la respuesta pedagdgica a los problemas de la
ensefianza de las matematicas que se presentan dentro de las instituciones escolares no
ha proporcionado ningin avance significativo. Si esta ausencia de progreso ya afecta a
las cuestiones “genéricas” que hacen referencia al proceso de ensefianza-aprendizaje de
las matematicas consideradas globalmente (como, por ejemplo, las cuestiones que
hemos enunciado anteriormente), la incapacidad del generalismo pedagdgico es aln
mas radical cuando aparecen problemas especificos del profesor de matematicas como,

por ejemplo:

o ¢Como se han de relacionar la Aritmética, el Algebra y el Célculo en la Matematica Escolar?

o ¢Cual deberia ser el papel del Algebra elemental en la Matematica Escolar obligatoria?

. ¢ Qué consecuencias tiene la desalgebrizacion de la Matematica Escolar?

. ¢ Cudles son las razones de ser de las ampliaciones sucesivas del campo humérico?

. ¢Cémo integrar la Geometria con regla y compas con la Geometria Analitica?

. ¢Como dar sentido al Calculo Diferencial del Bachillerato?

) ¢Qué relaciones deberian establecerse entre la Estadistica y el resto de areas de la matematica

escolar como, por ejemplo, la Probabilidad y el Algebra lineal?

¢Qué papel deberia jugar el Calculo Numérico en la Ensefianza Secundaria de las Matematicas?

La dificultad de abordar estos problemas desde el generalismo pedagogico radica
esencialmente en que todos ellos hacen referencia a un contenido matematico a la vez
concreto y suficientemente amplio y contienen en su formulacién, mas o menos
explicitamente, todas las etapas de la transposicion didactica de dicha Organizacion
Matematica (Bosch y Gascén, 2006a). Lo importante, y punto central del trabajo de
investigacion que presentamos aqui, es que para abordar cualquiera de estos problemas

es imprescindible utilizar un modelo epistemolégico de las matematicas como sistema
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de referencia. Este modelo puede ser implicito y no cuestionado por el investigador.
Pero, en caso de explicitarse, se convierte en un instrumento de trabajo, en un modelo
siempre provisional desde el cual “deconstruir” y “reconstruir” los contenidos
matematicos cuya difusion intra-institucional e inter-institucional se quiere analizar.
Uno de los objetivos de esta memoria consiste, precisamente, en mostrar el interés y la
fecundidad de esta explicitacion tanto para el analisis didactico como para el disefio, la
gestion y la evaluacion de procesos de ensefianza y aprendizaje.

1.2. Ampliacion de lo cognitivo y lo pedagdgico con objetos matematicos

Podemos considerar que la Didactica de las Matematicas surge ante el fracaso de la
Pedagogia para dar respuesta a los problemas de la ensefianza de las Matematicas,
partiendo del postulado de la necesidad de hacerse cargo, de forma integrada, de lo
“pedagogico” y lo “matematico”. A esto hay que afadir que la Didactica de las
Matematicas tiene la ambicidn necesaria de reformular y reconstruir “lo didactico”
como una dimension de la realidad institucional diferenciada de lo considerado
clasicamente como “lo pedagdgico”. Estos son los rasgos que caracterizan inicialmente

a la Didactica de las Matematicas.

Esta ruptura con la Pedagogia fue la que permitié que emergiera la Didactica de las
Matematicas como nueva disciplina. Histéricamente esta ruptura se origina en el ambito
de lo que se considera el Enfoque Cognitivo en Didactica de las Matematicas (Gascén
1998), cuya forma de integrar lo “pedagdgico” y lo “matematico” se realiza a través del
estudio de las “concepciones” de los sujetos de la institucion escolar. En una primera
etapa, las investigaciones se centraron en el estudio de las concepciones de los alumnos.
De una forma inevitablemente reductora podriamos formular el nuevo problema
didactico tal como lo plantea el Enfoque Cognitivo en esta primera etapa en los

siguientes términos:
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PD,: ;/Cual es la estructura del conocimiento matematico del alumno? ;Cuales son las
concepciones espontaneas de los alumnos respecto a los conceptos fundamentales de la
matematica escolar? ¢De qué forma influyen dichas concepciones sobre las dificultades
y errores que cometen los alumnos cuando realizan tareas en las que intervienen dichos
conceptos? ¢Como podrian utilizarse las semejanzas y diferencias entre las estructuras
conceptuales de los alumnos y las correspondientes estructuras de los sistemas de
conceptos matematicos, a fin de potenciar el aprendizaje significativo?

La problematica que se planteaban las perspectivas conceptualistas iniciales mostraba
asi muy claramente la estrategia inicial del Enfoque Cognitivo para integrar lo

pedagdgico y lo matematico a través del aprendizaje matematico de los alumnos.

En una segunda etapa, dicha estrategia esta basada en la ensefianza de las matematicas
y centrada en los conocimientos y las concepciones del profesor. Se trata, con diferentes
variantes, de una estrategia paralela a la que se llevd a cabo con las concepciones de los

alumnos. Segun Ernest (1988)°:

The research literature on mathematics teachers’ beliefs, although scant, indicates that
teachers’ approaches to mathematics teaching depend fundamentally on their systems of
beliefs, in particular on their conceptions of the nature and meaning of mathematics, and

on their mental models of teaching and learning mathematics.

Simplificando mucho las cosas, podriamos decir que en esta segunda etapa el Enfoque
Cognitivo vuelve a ampliar el problema didactico mediante una formulacion que

podemos resumir en los siguientes términos:

PD;: ¢En qué forma y en qué medida el conocimiento®, las creencias” y las actitudes
del profesor permiten explicar el comportamiento del profesor en el aula y, en Gltima
instancia, el rendimiento (o el aprendizaje matematico) de los alumnos? ¢Como
interrelaciona dicho comportamiento con las caracteristicas cognitivas y actitudinales

del alumno?

2 Citado por Thompson (1992, p. 131).

* El conocimiento del profesor tiene tres componentes: el conocimiento del contenido mateméatico; el
conocimiento pedagdgico de los métodos de ensefianza; y el conocimiento de los mecanismos mediante
los cuales los alumnos entienden y aprenden un contenido particular.

* Las creencias del profesor tienen dos componentes: las creencias respecto a qué son las matematicas; y
las creencias respecto al proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas.
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Asi pues, la estrategia del Enfoque Cognitivo para integrar lo pedagdgico y lo
matematico consiste en considerar los fendmenos didacticos como fendmenos
esencialmente “cognitivos” en el sentido de la Psicologia Cognitiva. Esta identificacion,
que queda mas o menos implicita, se refleja en el interés por modelizar la estructura de
los conocimientos (Fennema y Loef, 1992) y de las concepciones de un profesor
concreto (Thompson, 1992). A continuacion se intenta relacionar esa estructura con las
practicas docentes que el profesor realiza efectivamente en el aula, lo que afiade una
dimension “social” a los fenomenos didacticos y, por Gltimo, aparece la necesidad de
considerar la especificidad del aprendizaje matematico lo que proporciona una nueva

dimensién a dichos fendmenos.

Tenemos, en resumen, que la integracion de lo pedagdgico y lo matematico se produce
aqui cuestionando la naturaleza clasica de “lo pedagogico”, afiadiéndole dimensiones y
modelizandolo de tal manera que comporta, de hecho, una ampliacion de lo “cognitivo”.
Se puede afirmar que el Enfoque Cognitivo de investigacion en didactica de las
matematicas amplia de manera relevante lo que clasicamente era considerado como
“cognitivo”. Si bien es cierto que considera que los fendmenos didacticos son, en primer
término, fendmenos *“cognitivos”, también podria decirse que los considera como
fendmenos “cognitivo-matematicos” dada la ampliacién de la acepcion de “lo

cognitivo” que se utiliza.

Una linea de investigacion especialmente interesante en lo que respecta a la integracion
de lo pedagogico y lo matematico en el ambito del Enfoque Cognitivo lo constituye la
inaugurada por Lee Shulman (1986 y 1987) como respuesta a la pregunta: “;Qué
conocimiento es esencial para el profesor?”. Su nocion de “conocimiento pedagdgico
del contenido” (pedagogical content knowledge) es clave para responder a dicha
pregunta y para interpretar adecuadamente el cuestionamiento cognitivo de lo
pedagdgico y su consiguiente ampliacion para abarcar aspectos importantes de “lo

matematico”.

Desde hace muchos afios aparece como evidente que el conocimiento del contenido
matematico no es una garantia suficiente para que el profesor ensefie dicho contenido de
una manera eficaz. Pero lo que provoca el cuestionamiento de lo pedagdgico, en el
ambito del Enfoque Cognitivo, es la evidencia de que el conocimiento pedagdgico que
pueda tener el profesor de los métodos de ensefianza (independientes de la disciplina a
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ensefiar) no mejora las cosas significativamente. EI conocimiento pedagogico del
contenido incluye aquellos conocimientos del profesor relativos al aprendizaje de los
estudiantes de un contenido especifico y, en particular, el conocimiento que tienen los
profesores de las dificultades tipicas de los estudiantes en cada contenido (matematico)
concreto y de la manera de preverlas y remediarlas. De esta manera se amplia la nocién

de conocimiento pedagogico incluyendo componentes “matematicos”.

Segun Alan H. Schoenfeld, esta idea constituye el origen de un nuevo programa de
investigacion en el que ya se ha llevado a cabo un importante volumen de trabajo y que,
sobre todo, plantea cuestiones muy interesantes para futuras investigaciones
(Schoenfeld 2000, p. 247):

The idea of the pedagogical content knowledge has been elaborated in numerous studies
(e. g., Carpenter, Fennema, Peterson & Carey, 1988; Grossman, 1990; Ma, 1999;
Sherin, 1996; Stein, Baxter & Leinhart, 1990). Such studies indicate ways in which
teachers' knowledge shapes what the teachers are to do in the classroom at times
constraining their options, at times providing the support-structure for a wide range of
activities. But there are many open questions as one considers the nature of teachers'
knowledge. What forms does such knowledge take? How is it organized? How is it

accessed? A comprehensive model of teaching needs to address such issues.
1.3. Cuestionamiento y ampliacion de lo matematico

La ruptura con la Pedagogia protagonizada por el Enfoque Cognitivo va
indisolublemente unida a otra que es menos explicita pero no por ello menos
importante: se trata de la ruptura con el modelo epistemologico ingenuo del saber
matematico y, en particular, con el modelo popular de las matematicas que, segun
Thurston (1994), es predominante en las instituciones escolares. De hecho, veremos que
es imposible integrar completamente “lo matematico” y “lo pedagdgico” sin cuestionar
simultdneamente ambas dimensiones de la realidad social. Esto es lo que acaba
sucediendo cuando el cuestionamiento (de cualquiera de ellas) se lleva hasta sus ultimas

consecuencias logicas.

Una de las diferencias basicas entre los distintos enfoques en Didactica de las
Matematicas consiste, precisamente, en la forma particular en que cada uno de ellos
lleva a cabo esa doble ruptura (mds o menos completa) y consiguiente ampliacion

mediante la didactificacion conjunta de lo pedagdgico y lo matematico. De hecho, las
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diferentes formas de “didactificacion” pueden comportar cambios importantes en la
amplitud del objeto de estudio de la didactica de las matematicas y hasta en la

naturaleza de los fendmenos que deben tomarse en consideracion.

Simplificando mucho las cosas, postulamos que existen, esencialmente, dos maneras
diferentes de llevar a cabo este proceso de integracion o didactificacion conjunta de lo
pedagdgico y lo mateméatico que se corresponden con los dos Programas de
Investigacion en Didactica de las Matematicas que aparecen en Gascon (1998)
utilizando la reconstruccion racional (Lakatos, 1971): el Programa o Enfoque
Cognitivo, del que ya hemos dicho como integra lo pedagogico y lo matematico, y el

Programa Epistemoldgico en el que, explicitamente, nos situamos.

Dentro del Enfoque o Programa Epistemoldgico, la forma de integrar “lo pedagogico” y
“lo matematico” se lleva a cabo partiendo del cuestionamiento y la ampliacién de lo que

se considera “matematico” en el modelo popular de las matematicas.

El “modelo popular” de las matematicas es un modelo epistemoldgico general que,
segun el matemético William P. Thurston (1994), es el modelo dominante en las
instituciones en las que se manipula el saber matematico, incluyendo especialmente las
instituciones universitarias y la comunidad productora del conocimiento matematico. Se
trata de un modelo muy simplista que suele estar implicito y casi transparente y, como

tal, no se cuestiona. Thurston lo describe y caricaturiza en los siguientes términos:

(1) Los matematicos parten de algunas estructuras matematicas fundamentales y de una
coleccidn de axiomas “dados” que caracterizan dichas estructuras.

(2) Respecto de dichas estructuras existen cuestiones importantes y variadas que pueden
expresarse en forma de proposiciones matematicas formales.

(3) La tarea de los matematicos es la de buscar una serie de deducciones que enlacen los
axiomas con dichas proposiciones o con la negacion de éstas.

(4) Para dar razdn del origen de las cuestiones problematicas se afiade la especulacion
como un ingrediente importante y suplementario de dicho modelo. Especular
consiste en emitir conjeturas, plantear preguntas, hacer suposiciones inteligentes y
desarrollar argumentos heuristicos sobre lo que es verosimil. Se obtiene asi el

modelo definicidn-especulacion-teorema-prueba (DSTP).
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El “modelo popular” constituye, en definitiva, una forma ingenua y simplista de
interpretar el conocimiento matematico y puede considerarse como una variedad del
“euclideanismo” en el sentido propuesto por Lakatos (1978). El euclideanismo pretende
que los conocimientos matematicos pueden deducirse de un conjunto finito de
proposiciones trivialmente verdaderas (axiomas) que constan de términos perfectamente
conocidos (términos primitivos). La verdad de los axiomas fluye entonces desde los
axiomas hasta los teoremas por los canales deductivos de transmision de verdad

(pruebas).

Como todo euclideanismo, el modelo popular “trivializa” el conocimiento matematico y
lo considera transparente, dificultando asi la ruptura con la Pedagogia y la emergencia
plena de la Didactica de las Matematicas como nueva disciplina. De hecho, el propio
Thurston, en total desacuerdo con la naturaleza del trabajo matematico que se desprende
del modelo DSTP (demostracion, especulacion, teorema, prueba), propone la
elaboracion de un modelo epistemoldgico alternativo que ponga el acento en que el
trabajo del matematico consiste en hacer avanzar la comprension humana de las

matematicas y en mejorar la comunicacion de dicha comprension.

El cuestionamiento de la transparencia de lo “matematico” y la asuncion inequivoca de
que el misterio estd, en primer lugar, en las propias matematicas constituye,
precisamente, el nacimiento del Programa Epistemoldgico y comporta que se tome la
actividad matematica como objeto primario de estudio, como nueva “puerta de entrada”
del anélisis didactico. El primer paso en esta direccion fue protagonizado histéricamente
por la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) que integro “lo matematico” y “lo
pedagdgico” modelizando de manera inseparable los conocimientos matematicos y las
condiciones de su utilizacion en situacion escolar. Siguiendo a Chevallard (2001, pag.
2):

El principio fundador de las didacticas, al menos en el sentido brousseauniano de la
palabra, es que no s6lo lo transmitido depende de la herramienta con la que se pretende
conseguir su transmision, sino al revés que las organizaciones “transmisoras”, es decir
didacticas, se configuran de manera estrechamente vinculada a la estructura dada a lo
que hay que transmitir. En otros términos, las organizaciones didacticas dependen

fuertemente de las organizaciones por ensefiar —las organizaciones matematicas—.
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Pero, a medida que se iba desarrollando este programa, se puso de manifiesto que no era
posible interpretar adecuadamente la actividad matematica escolar sin tener en cuenta
los fendbmenos relacionados con la reconstruccion escolar de las matematicas que
tienen su origen en la propia institucion productora del saber matematico. Aparecieron
asi los fendmenos de Transposicion Didactica (Chevallard, 1985) y, posteriormente, los

sucesivos desarrollos de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (en adelante, TAD).

Tenemos, en resumen, que la integracion o didactificacion conjunta de lo pedagdgico y
lo matematico se produce en el Programa Epistemologico cuestionando y ampliando
radicalmente lo considerado tradicionalmente como “matematico”. De modo que se
cambia el problema didactico de caracterizar los conocimientos y las concepciones del
profesor y la incidencia de éstos sobre las practicas docentes y sobre el aprendizaje
matematico de los alumnos (tal como ha sido descrito en PD3), por un nuevo problema
didactico que no se reduce Unicamente al ambito de la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, puesto que postula que éstas son inseparables del resto de las formas de
manipulacion social de los conocimientos matematicos (de entre las cuales la ensefianza

es solo un caso particular, aunque muy importante).

Consecuentemente, la nueva formulacion del problema didactico hace referencia al
conjunto de dichas instituciones y no Unicamente a las instituciones escolares. De una
forma muy esquematica podriamos enunciar el problema did4ctico, tal como se
reformula en el Programa Epistemoldgico, en los siguientes términos (Chevallard
2006):

PD,: (Cuales son las condiciones y restricciones bajo las cuales los conocimientos
matematicos se generan, viven, se desarrollan, se transforman, se debilitan, se

difunden, desaparecen, etc., en el seno de las instituciones humanas?

En particular, el problema didactico incluye el estudio de las condiciones y restricciones
originadas por una intencion didactica en el seno de una institucion escolar. Pero para
estudiar este sistema de condiciones y restricciones que sufren los conocimientos
matematicos para ser ensefiados en una institucion docente, esto es, para estudiar una
Organizacion Didactica determinada, es imprescindible tomar en consideracion

condiciones y restricciones que no han sido creadas ni por el profesor ni por el Sistema
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de Ensefianza y que no provienen de ninguna intencion “didactica” claramente

identificable.

Es por esta razon que el planteamiento del problema didactico en la version del
Programa Epistemoldgico engloba un &mbito mucho méas amplio que el de las
condiciones y restricciones de origen “didactico” en las instituciones docentes. Esta
ampliacion de la problematica didactica provoca una despersonalizacion de la misma
situandola a un nivel institucional, relativamente independiente de la voluntad, la
formacidn, la motivacion y las restantes caracteristicas individuales de los sujetos de las

instituciones.
1.4. Confluencia de los problemas epistemoldgico y didactico

¢Por qué y el como debe ampliarse “lo matematico”, esto es, por qué son insuficientes
las tareas que son consideradas como “actividades matematicas” en el modelo “popular”
y como deben ampliarse? (Qué nuevas tareas (ademas de “definir”, “especular”,

“enunciar teoremas” y “probarlos”) deben ser consideradas como “matematicas”?

Son diversas y poderosas las razones por las cuales es necesario rechazar la reduccion
de la actividad “matematica” a las tareas del tipo DSTP. Dichas razones provienen, por
un lado, de la evolucion interna de la epistemologia de las matematicas y, por otro, de la
necesidad de formular adecuadamente y responder al problema didactico en cualquiera
de sus formulaciones. En esta memoria nos centraremos principalmente en estas

altimas.

Por lo que se refiere a las primeras, esto es, a las necesidades de origen epistemolégico,
diremos unicamente que la inclusién de nuevas actividades “matematicas”, mas alla de
las que acepta el modelo popular, es una necesidad que surge del esclarecimiento
progresivo de la naturaleza del conocimiento matematico y, simultdneamente, de las
leyes que rigen la produccidn y difusion institucional y personal de los conocimientos

matematicos®.

En cuanto a la necesidad de responder al problema didactico, una vez fijado su

enunciado, hay que decir que el tratamiento que se haga del mismo dependera en gran

> Dicha evolucion se basa en la reconstruccion racional que propone Lakatos (1978). En Gascon (2001) se
describe con detalle esta evolucion y se muestra que el problema epistemoldgico de las matematicas acaba
confluyendo con el problema didactico de la Educacién Matematica.

26



Codeterminacion entre lo matematico y lo didactico en las instituciones escolares

parte de la base empirica que se utilice. En este punto las epistemologias
constructivistas, asi como las teorias didacticas que sustentan, postulan la necesidad de
utilizar como base empirica, al lado de los datos que provienen de la historia de la
ciencia, los que proporciona el estudio del desarrollo psicogenético. En este sentido
Piaget y Garcia (1982) critican duramente a Khun porque éste no tiene en cuenta los
datos que proporcionan las investigaciones empiricas de la psicologia genética. Este
mismo argumento permite criticar la ideologia de Piaget y Garcia que les impide
interesarse por los datos empiricos que se producen en las diferentes instituciones (por
ejemplo, escolares) en las que se manipulan los conocimientos matematicos. Para
resolver el problema didactico, incluso en su version PDs, la base empirica del
constructivismo continta siendo insuficiente, porque el conocimiento, las creencias y
las actitudes del profesor respecto a los objetos matematicos y respecto de su ensefianza
dependen, en gran medida, de condiciones y restricciones que se originan en ambitos

muy alejados del circulo de influencia del profesor como tal profesor.

Es en este punto en el que confluyen los problemas epistemolédgico y didactico al
confluir sus respectivas bases empiricas: tanto para abordar el problema didactico
(incluso en su version constructivista PD;) como el problema epistemologico
subyacente, es esencial tomar en consideracién los datos empiricos que se producen en
las instituciones intermedias entre el individuo (sujeto de la psicogénesis) y la
comunidad matematica (sujeto de la historia). Entre dichas instituciones intermedias
hay que citar el aula, el Sistema de Ensefianza de las Matematicas y la Escuela asi como
todas las restantes instituciones sociales en las que se manipulan los conocimientos
matematicos (como las instituciones financieras y las comunidades cientificas de todo

tipo, entre otras).

Esta ampliacion de la base empirica comun a la didactica y a la epistemologia de las
matematicas provoca una nueva reformulacion y ampliacion del problema
epistemoldgico que se presenta ahora como un problema antropolégico que confluye,
en cierta forma, con el problema didactico. Aparece asi una primera explicacion del
porqué Guy Brousseau denomind inicialmente “Epistemologia Experimental” a la

Didactica de las Matematicas.

27



Capitulo |

De hecho, desde sus origenes, la Teorfa de las Situaciones Didécticas® se planted este
problema didactico-epistemolégico en el caso particular de los conocimientos
matematicos escolares. Guy Brousseau postula que cuando un alumno lleva a cabo una

actividad matematica:

(a) Formula enunciados y prueba proposiciones.

(b) Construye modelos, lenguajes, conceptos y teorias.

(c) Los pone a pruebay los intercambia con otros.

(d) Reconoce los que estan conformes con la cultura matematica.

(e) Y toma los que le son Utiles para continuar su actividad.

Esta posicion epistemologica provoca una importante ampliacion del reducido conjunto
de tareas que el modelo popular considera como tareas matematicas. Brousseau tomo
los hechos didactico-matematicos relativos a este amplio conjunto de actividades
matematicas como una parte imprescindible de la base empirica necesaria para abordar
el problema didactico-epistemoldgico y, por esta razén, denomind inicialmente

Epistemologia Experimental (de las Matematicas) a la Didactica de las Matematicas.

Si bien es cierto que el problema didactico-epistemologico nunca ha sido considerado
por la comunidad matematica nuclear como un problema propiamente matematico, no
es menos cierto que la ampliacion de lo matematico en la direccion indicada responde a
una necesidad intrinseca del desarrollo institucional de las matematicas que es
absolutamente imprescindible para que, como dice Thurston, pueda seguir avanzando la
comprensién humana de las matematicas y mejorando la comunicacion (personal e

institucional) de dicha comprension.

Podriamos resumir lo anterior diciendo que para abordar el problema epistemologico-
didactico es imprescindible ampliar lo matematico hasta hacerlo ““denso™ en lo
didactico. Pero, dado el caracter metaforico de la nocion de “densidad” tal como aqui la
hemos empleado, deberiamos afiadir algunos argumentos’ que justifiquen que dicha
metafora tiene suficiente consistencia como para guiar un Programa de Investigacion en

Didactica de las Matematicas: el que denominamos Programa Epistemoldgico,

% En Brousseau (1998) se encuentra una recopilacion de los trabajos, publicados entre 1970 y 1990,
fundadores de la Teoria de las Situaciones Didacticas.
" Dichos argumentos pueden encontrarse, por ejemplo, en Chevallard (1991) y Gascén (1993).
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inaugurado por la Teoria de las Situaciones Didacticas y desarrollado, paralelamente,

por la Teoria Antropoldgica de lo Didéctico.

Hemos visto que las tareas DSTP del modelo popular constituyen una abstraccion que
simplifica abusivamente la actividad matematica reduciéndola a un “esqueleto” que no
ha existido nunca, aisladamente, en ninguna institucion humana. De hecho, toda
actividad matematica “real” (esto es, efectivamente desarrollada en una institucién

humana en algun periodo historico) es una actividad que, en mayor o menor medida:

(a) Construye el conocimiento matematico.
(b) Lo difunde en dicha institucion.
(c) Lo utiliza en una situacion determinada.

(d) Lo transpone a otras instituciones.

Esta inseparabilidad entre las diferentes formas de manipular los conocimientos
matematicos (construir, difundir, utilizar y transponer), constituye uno de los postulados
de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (Chevallard, 1991). Dichas manipulaciones
son necesarias e inseparables para que puedan satisfacerse las crecientes necesidades
matematicas de la sociedad.

2. PRERREQUISITOS: ELEMENTOS DE LA TEORIA ANTROPOLOGICA

En esta seccion resumiremos brevemente las aportaciones de la Teoria Antropoldgica de
lo Didactico (en adelante, TAD) que constituyen los prerrequisitos necesarios para
formular adecuadamente el tipo particular de problemas didacticos que trataremos en
esta memoria. Dichos problemas seran enunciados en la tercera y Ultima seccion de este

capitulo.
2.1. El modelo unitario de las Organizaciones Matematico-Didacticas

Hemos visto que la Teoria de la Transposicion Didactica muestra que las diferentes
formas de manipulacion social de las Matematicas deben estudiarse de forma conjunta,
pues la ensefianza de un saber, o sea, su manipulacion didactica, no puede

comprenderse en muchos de sus aspectos si no se tienen en cuenta sus utilizaciones, su
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produccién y los procesos transpositivos de dicho saber hasta desembocar en la

institucion considerada y dentro de ésta.

Se pasa asi a considerar la actividad matematica escolar dentro de una problematica
mas amplia la de las actividades matematicas institucionales que se convierten en el
objeto primario de investigacion didactica. De este modo la Didactica de las
Matematicas amplia como ya hemos indicado su d&mbito de estudio més alla de las
instituciones escolares para extenderse a todas las instituciones donde tiene lugar algin
tipo de manipulacion del saber matematico. Asi es como el desarrollo de la Teoria de la
Transposicion Didactica dio lugar al Enfoque Antropoldgico y, posteriormente, a la
Teoria Antropologica de lo Didactico. Esta teoria propugna que la actividad
matematica debe ser interpretada o, mejor dicho, modelizada como una actividad
humana como las demas, en lugar de considerarla como un sistema de conceptos o
como un proceso cognitivo. La TAD propone un modelo de la actividad matemética
institucional, que incluye la actividad matematica escolar como caso particular, y un
modelo del saber matematico que permite describir la matemética escolar como caso
particular. Lo didactico aparece, dentro de este enfoque, como todo aquello que tiene
relacion con el estudio, la produccion y la difusion (o reproduccion) del saber
matematico en las distintas instituciones sociales, lo que situa la ensefianza y

aprendizaje escolares de las matematicas como un caso particular de proceso didactico.

En lo que sigue esquematizaremos brevemente estos modelos centrandonos
esencialmente en aquellos aspectos que seran utilizados a lo largo de esta memoria. Nos

basamos esencialmente en el articulo de Bosch, Espinoza y Gascon (2003).

2.1.1. La didactica como ciencia del “estudio” y el profesor como "director de

estudio""

La TAD identifica lo didactico con todo lo relativo al estudio, tomando la palabra
“estudio” en un sentido muy amplio que engloba las nociones de ensefianza y
aprendizaje comunmente utilizadas en la cultura pedagdgica. Se habla de estudio para
referirse a todo aquello que se hace en una determinada institucion para aportar
respuestas a las cuestiones o para llevar a cabo las tareas problematicas que se plantean.

La actividad de estudio no debe circunscribirse al ambito escolar o de la ensefianza
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reglada: hay estudio en todas las instituciones de la sociedad en la medida en que se

haga algo para cambiar las practicas institucionales que se consideran problematicas.

En el caso de las Matematicas, la nocion de estudio aparece como una nocion
integradora que permite analizar bajo un mismo prisma el trabajo que realiza el
matematico investigador, el que realiza el profesor cuando ensefia matematicas o el del
alumno que las aprende en la escuela: el investigador plantea y estudia problemas con el
objetivo de construir matematicas nuevas que aporten una solucion a dichos problemas;
el profesor y sus alumnos también estudian matematicas conocidas que permitan aportar
respuestas a cuestiones problematicas consideradas importantes en determinadas

instituciones de la sociedad.

Tanto en el caso en que se construyen matematicas nuevas —la situacion del
investigador— como cuando se ensefian y aprenden matematicas conocidas —situacion
del profesor y los alumnos—, la actividad de estudio se realiza en comunidad —las
comunidades de estudio—, con la ayuda de uno o varios directores de estudio —el
investigador principal o el profesor—, y guiado por un programa de estudio —en forma
de programa de investigacion o de curriculo-. En este esquema, el profesor aparece
como el director (0 uno de los directores) de una comunidad de estudio formada por él
mismo y sus alumnos. Este punto de vista permite, entre otras cosas, considerar la
figura del profesor como una mas de las figuras integrantes del colectivo que estudia (la
comunidad de estudio).

2.1.2. El modelo de actividad y de saber matematicos

En la TAD se parte del principio de que el saber matematico se construye como
respuesta al estudio de cuestiones problematicas, apareciendo asi como el resultado (o
producto) de un proceso de estudio. Dicho proceso, en cuanto actividad que conduce a
la construccién (o reconstruccion) de conocimiento matematico, forma parte de la
actividad matematica. Aunque hacer matematicas no consista Unicamente en estudiar
matematicas para resolver problemas (se pueden usar matematicas de manera rutinaria
sin que aparezca problematicidad ni estudio), si aparece un paralelismo estrecho entre la
actividad matematica como proceso de estudio y el saber matematico como resultado de
dicho proceso: las Matematicas son a la vez una actividad y el producto de dicha

actividad.
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Este principio permite considerar las Matematicas como construcciones y actividades
institucionales, incluyendo todas las connotaciones culturales y sociales que esto puede
significar. En particular, permite tomar en consideracion el relativismo institucional del
conocimiento matematico, asi como el componente material de la actividad. Dentro de
este punto de vista general del conocimiento matematico, se propone la nocion de
Organizacion Praxeologica Matematica, o Praxeologia Matematica (0 simplemente,
Organizacion Matematica) como modelo mas preciso para describir el conocimiento

matematico.

La nocion de Praxeologia Matematica u Organizacion Matematica corresponde a la
concepcion del trabajo matematico como estudio de tipos de problemas o tareas
problematicas. Pero éste no es el Unico aspecto del trabajo matematico. En efecto, el
matematico no aspira Unicamente a plantearse buenos problemas y resolverlos, sino que
pretende, ademas, caracterizar, delimitar e incluso clasificar los problemas en “tipos de
problemas”, entender, describir y caracterizar las técnicas que utiliza para resolverlos
hasta el punto de controlarlas y normalizar su uso, se propone establecer las condiciones
bajo las cuales éstas funcionan o dejan de ser aplicables y, en ultima instancia, aspira a
construir argumentos solidos y eficaces que sostengan la validez de sus maneras de

proceder.

El saber matematico aparece asi organizado en dos niveles. El primer nivel es el que
remite a la préctica que se realiza, la praxis o saber-hacer, es decir, los tipos de
problemas o tareas que se estudian y las técnicas que se construyen y utilizan para
abordarlos. El segundo nivel recoge la parte descriptiva, organizadora y justificadora de
la actividad, que Ilamaremos logos o, simplemente, saber. Incluye las descripciones y
explicaciones que se elaboran para hacer inteligibles las técnicas, esto es, el discurso
tecnoldgico (o logos sobre la técnica y, en Gltima instancia, el fundamento de la
produccion de nuevas técnicas) y la teoria que da sentido a los problemas planteados y
permite fundamentar e interpretar las descripciones y demostraciones tecnoldgicas a
modo de justificacion de segundo nivel (la teoria puede interpretarse, por tanto, como
una tecnologia de la tecnologia).

La nocion de Praxeologia resulta de la union de los dos términos praxis y logos. Tipos
de tareas, técnicas, tecnologia y teoria son pues las cuatro categorias de elementos que

componen una Organizacion o Praxeologia Matemética. Diremos ahora que hacer
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Matematicas consiste en poner en practica una Praxeologia Matematica para llevar a
cabo un determinado tipo de tareas y que estudiar Matematicas consiste en construir o
reconstruir determinados elementos de una Praxeologia Matematica para dar respuesta a
un determinado tipo de tareas problematicas (es decir un tipo de tareas para el cual no
existe 0 no se dispone de una praxeologia adecuada para resolverlo en la institucion en

cuestion).

2.1.3. La construccion del conocimiento matematico

Las Praxeologias Matematicas no surgen de forma instantanea, ni aparecen acabadas de
una vez por todas. Son, al contrario, el resultado de un trabajo complejo y continuado
que se realiza durante largo tiempo -—incluso siglos—, en cuya dinamica de
funcionamiento existen ciertas relaciones invariantes y que, por tanto, es posible
modelizar. Aparecen aqui los dos aspectos inseparables del trabajo matematico. Por un
lado, el proceso de construccion matematica, esto es, el proceso de estudio, y, por otro
lado, el resultado mismo de esta construccion, esto es, la Praxeologia Matematica. En
efecto, no hay Organizacion Matematica sin un proceso de estudio que la engendre,
pero tampoco hay proceso de estudio sin una Organizacion Matematica en
construccioén. Proceso y producto son dos caras de una misma moneda: ante una tarea

problemaética, el matematico usa y construye matematicas, todo a la vez.

La consideracion de diversos procesos de construccion matematica permite detectar
aspectos invariantes presentes en todos ellos; esto es, dimensiones que estructuran
cualquier proceso de construccion matematica de forma relativamente independiente de
sus caracteristicas culturales, sociales, individuales o de otra indole. La nocion de
momento didactico se utiliza, no tanto en el sentido cronoldgico, como en el sentido de
dimension de la actividad. Asi, el proceso de estudio se sitda en un espacio determinado

por seis momentos didacticos.

Ahora bien, la estructura del proceso de estudio no es lineal. Cada momento puede ser
vivido con distintas intensidades, en diversos tiempos, tantas veces como se necesite a
lo largo del proceso de estudio e incluso es habitual que algunos de ellos aparezcan
simultdneamente. Lo que si es importante destacar es que cada uno de los seis
momentos del estudio desempefia una funcidn especifica necesaria para llevar a buen

término el proceso y que existe una dinamica interna global que se manifiesta en la
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invariancia (o presencia necesaria) de ciertas relaciones entre dichos momentos. Es
decir, lo importante no es el orden en que se realicen los diferentes momentos del
proceso de estudio, sino la estructura interna de las relaciones que deben establecerse
forzosamente entre ellos. Los seis momentos didacticos son: el momento del primer
encuentro, el momento exploratorio, el momento del trabajo de la técnica, el momento
tecnologico tedrico, el momento de la institucionalizacion, y el momento de la

evaluacioén.

Siguiendo a Chevallard (1999, pp. 250-255), los 6 momentos del estudio de una

organizacion praxeoldgica O se pueden describir en los términos siguientes:

El primer momento del estudio es el del primer encuentro con la organizacion O que esta
en juego. Tal encuentro puede tener lugar de varias maneras, pero un modo de encuentro
-0 de “reencuentro”- inevitable, a menos que uno se quede en la superficie de la obra O,
es el que consiste en encontrar O a través de al menos uno de los tipos de tareas T;
constitutivas de O. Este “primer encuentro” con el tipo de tareas T; puede a su vez tener
lugar en varias veces, en funcion sobre todo de los entornos matematicos y didacticos en
los que se produce: se puede volver a descubrir un tipo de tareas como se vuelve a

descubrir una persona que se creia conocer. [...]

El segundo momento es el de la exploracion del tipo de tareas T; y de la elaboracion de
una técnica 7 relativa a este tipo de tareas. [...] En realidad, el estudio y la resolucion de
un problema de un tipo determinado va siempre a la par con la constitucion de al menos
un embrion de técnica, a partir del cual una técnica mas desarrollada podra eventualmente
emerger: el estudio de un problema particular, espécimen de un tipo estudiado, apareceria
asi, no como un fin en si mismo, sino como un medio para la constitucién de una técnica
de resolucidn. Se trama asi una dialéctica fundamental: estudiar problemas es un medio
gue permite crear y poner en marcha una técnica relativa a los problemas de un mismo
tipo, técnica que serd a continuacion el medio para resolver de manera casi rutinaria los

problemas de ese tipo.

El tercer momento del estudio es el de la constitucion del entorno tecnolégico-tedrico
relativo a 7. De una manera general, este momento esta en interrelacion estrecha con
cada uno de los otros momentos. Asi, desde el primer encuentro con el tipo de tareas, se
establece generalmente una relacion con el entorno tecnolégico-tedrico anteriormente
elaborado, o con gérmenes de un entorno por crear que se precisara mediante una relacion
dialéctica con la emergencia de la técnica. Sin embargo, por razones de economia
didactica global, a veces las estrategias de direccion de estudio tradicionales hacen en

general de este tercer momento la primera etapa del estudio [...].
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El cuarto momento es el del trabajo de la técnica, que debe a la vez mejorar la técnica
volviéndola mas eficaz y mas fiable (lo que exige generalmente retocar la tecnologia
elaborada hasta entonces), y acrecentar la maestria que se tiene de ella: este momento de
puesta a prueba de la técnica supone en particular uno o unos corpus de tareas adecuados

tanto cualitativamente como cuantitativamente. [...]

El quinto momento es el de la institucionalizacién, que tiene por objeto precisar lo que es
“exactamente” la Organizacién Matematica elaborada, distinguiendo claramente, por una
parte, los elementos que, habiendo concurrido a su construccién, no le hayan sido
integrados y, por otra parte, los elementos que entraran de manera definitiva en la
Organizacién Matematica considerada —distincion que buscan precisar los alumnos
cuando le preguntan al profesor, a prop6sito de tal resultado o tal procedimiento, si hay o

no “que saberlo”. [...]

El sexto momento es el de la evaluacion, que se articula con el momento de la
institucionalizacion [...]. En la préactica, llega siempre un momento en el que se debe
“hacer balance”: porque este momento de reflexividad donde, cualquiera que sea el
criterio y el juez, se examina el valor de lo que se ha aprendido, este momento de
verificacion que, a pesar de los recuerdos de infancia, no es en absoluto invencidn de la

Escuela, participa de hecho de la “respiracion” misma de toda actividad humana.

2.1.4. El postulado fundamental de la TAD y las Organizaciones Didécticas

Desde un punto de vista antropoldgico es importante describir las practicas humanas
que se realizan en diversas instituciones en términos relativamente genéricos para evitar
introducir distinciones culturales o ideoldgicas poco fundamentadas. El caso de la
practica didactica no es una excepcién. Es aqui donde aparece un primer postulado, que
podriamos denominar el postulado del modelo unitario de la actividad humana y que,
para el caso de la investigacion que nos ocupa, resulta ser de singular interés: en la TAD
se postula que toda actividad humana puede ser descrita en terminos de praxeologias.
En el caso de que la actividad considerada sea una actividad de estudio (incluyendo la

direccidn), se hablara de Praxeologia de Estudio o Praxeologia Didactica.

Asi pues, todo proceso de estudio de las Matematicas, en cuanto actividad institucional
de construccion o reconstruccion de Organizaciones Matematicas, consiste en la
utilizacion de una determinada Praxeologia (u Organizacion) Didactica (en adelante,
OD) con su componente practico (formado por tipos de tareas y técnicas didacticas) y
su componente tedrico (formado por una tecnologia y una teoria didacticas).
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Una OD es utilizada por una persona cada vez que estudia una OM (posicion del
alumno), o cuando ayuda a estudiar a otros dicha OM (posicion del profesor). Una
particularidad de las OD —que las distingue en cierto sentido de las OM- es la de estar
formadas por tareas y técnicas forzosamente cooperativas puesto que la utilizacion
efectiva de una OD requiere la cooperacion, aunque sea virtual, de distintos actores que
ocupan dos posiciones claramente diferenciadas: la del profesor y la del alumno. A
pesar de existir el estudio como actividad individual, en el que una misma persona
ejerce de director de estudio y de estudiante, el caso general es el de toda una
comunidad de estudio con uno o varios miembros destacados que ejercen de director.
Segun si nos centramos en la posicion del profesor en cuanto director de estudio o en la
posicion del alumno estudiante, podemos distinguir entre la Praxeologia Didactica que
utiliza el profesor (Praxeologia Docente) o la Praxeologia Didactica que utiliza el
alumno (Praxeologia Discente).

El hecho de distinguir las técnicas didacticas de las técnicas matematicas por su caracter
cooperativo no significa que ignoremos que muchas actividades matematicas también
requieren la cooperacion de varios autores. Existen actividades matematicas en las que
se hace un uso rutinario de una OM previamente construida y pueden realizarse en
solitario, a condicion de tener las herramientas adecuadas para ello. Pero las actividades
que se consideran mas “genuinamente matematicas”, como por ejemplo plantear
problemas abiertos, descubrir nuevas propiedades y demostrarlas, definir nociones
nuevas, etc., forman parte del proceso de construccion de nuevas OM y, por ello, tienen
un caracter claramente cooperativo y deben considerarse como actividades didactico-

matematicas.

Digamos, para concluir esta seccion, que el modelo unitario de las Praxeologias (que
incluye, en particular, a las Mateméticas y a las Did4cticas) también se extiende a la
estructura de las asociaciones sucesivas de Praxeologias que originan la complejidad
creciente de éstas. En efecto, las Organizaciones o Praxeologias mas elementales se
[laman puntuales y estan constituidas alrededor de lo que en determinada institucion es
considerado como un unico tipo de tareas. Cuando una Praxeologia se obtiene por
integracion de cierto conjunto de Praxeologias Puntuales, tales que todas ellas aceptan
un mismo discurso tecnoldgico 6, diremos que tenemos una Organizacion o Praxeologia

local caracterizada por dicha tecnologia 6. En la TAD se habla también de Praxeologias
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regionales, constituidas alrededor de lo que en una institucion determinadas es
considerado como una “teoria” ®, y hasta de praxeologias globales (formadas por la
agregacion de varias organizaciones regionales correspondientes a varias teorias @),
pero en este trabajo nos centraremos especialmente en el paso de las Praxeologias
puntuales a las locales y sélo incidentalmente nos referiremos a las Praxeologias

Regionales.

Queremos subrayar la importancia y la utilidad de las nociones de Praxeologia puntual
y local para el caso de las Praxeologias Didacticas y para el analisis, que iniciamos en
esta memoria, del paso de las OD puntuales (constituidas alrededor de un Unico tipo de
tareas didacticas) a las OD locales (obtenidas mediante la integracion de un conjunto de
OD puntuales que comparten una misma tecnologia didactica). Veremos que los
mecanismos que permiten integrar las OD puntuales en OD mas amplias y completas
requieren, como no podia ser de otra forma, una completacion simultanea de las OM

involucradas.
2.2. Relatividad institucional simultanea de lo matematico y lo didactico

Una de las consecuencias mas importantes de la Teoria de la Transposicién Didactica es
la relatividad institucional del saber matematico. Dicha relatividad nos descubre el
terrible secreto de la no identidad entre las Organizaciones Matematicas “sabias” y las

“efectivamente ensefiadas”. Como dicen Bosch y Gascén (2006a):

Para que cierto conocimiento sea ensefiado en la escuela es necesario un trabajo
transpositivo que haga posible que algo que no fue creado para la escuela sufra los
cambios necesarios para poder ser reconstruido dentro de la escuela. El proceso de
transposicidn didactica comienza lejos de la escuela, en la eleccion de los cuerpos de
conocimiento que se desea transmitir. Una vez realizada la eleccién, se genera un tipo de
trabajo claramente creativo —no una mera “transferencia”, adaptacion o simplificacion-,
que se puede describir como un proceso de deconstruccion y reconstruccién de los
diferentes elementos de esos conocimientos, con el objetivo de hacerlos “ensefiables”,
preservando su potencia y funcionalidad. El trabajo transpositivo lo llevan a cabo una
pluralidad de agentes —la “noosfera”- incluyendo los responsables de disefiar e
implementar los planes de estudio, los mateméticos o cientificos productores del
conocimiento matematico, los miembros del sistema de ensefianza (profesores en
particular), y todo esto bajo unas condiciones histdricas e institucionales que no son
siempre féciles de discernir. Es un trabajo necesario para que la ensefianza sea posible,

pero es también la fuente de muchas restricciones sobre el tipo de ensefianza que se puede
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impartir, sobre las actividades matematicas que es posible o imposible llevar a cabo en la
escuela. La limitacion mas fuerte ocurre cuando el proceso de transposicién no es capaz
de mantener o recrear una posible “razén de ser” de los conocimientos que la escuela se
propone transmitir. ;Por qué son tan importantes los tridangulos? ;Para qué sirven los

limites de funciones? ¢Por qué necesitamos los polinomios?

Queda claro que la citada relatividad debe ser interpretada simultaneamente como una
relatividad de la estructura de las organizaciones matematicas (OM) ensefiadas y de las
formas posibles de organizar el estudio de las mismas, esto es, de las organizaciones
didacticas (OD). La transposicion didactica comporta, en definitiva, una relatividad
institucional simultdnea de lo matematico y de lo didactico. Esta relatividad
institucional conjunta proviene del hecho de que las restricciones y condiciones
especificas que cada institucion I impone sobre la reconstruccién en I de una OM
determinada, se materializan en la relacion institucional de OM a I, esto es, en el
sistema de practicas matematicas que pueden llevar a cabo los sujetos de I con los

componentes de OM.

La Teoria Antropolégica de lo Didactico (Chevallard, 1992) distingue entre las
diferentes posiciones institucionales (ideales) p de los sujetos de I y considera
diferentes relaciones institucionales Ry (p, OM) para cada una de dichas posiciones
ideales de los sujetos. Cada una de estas relaciones institucionales esta caracterizada por
el sistema de préacticas matematicas que puede llevar a cabo en I, con los componentes
de OM, un sujeto en posicion p. En esta memoria hablaremos, mas genéricamente, de la
relacion institucional de T a OM, Ry (OM), entendida como el sistema de practicas
matematicas que pueden llevar a cabo los sujetos de I con los componentes de la OM en

cuestion, independientemente de su posicién institucional.

Es obvio que las condiciones y restricciones especificas que se imponen desde dentro o
son impuestas desde fuera de cada institucion docente I, al condicionar el sistema de
practicas matematicas que es posible realizar con OM en dicha institucion, transforman
simultdneamente la naturaleza de los componentes de OM (esto es, las tareas
matematicas que pueden plantearse en T como tareas problematicas, las técnicas
disponibles en I para abordar dichas tareas y el tipo de discursos que los sujetos de I
pueden utilizar —de manera mas o menos explicita— para describir, justificar e interpretar
su practica matematica) y la estructura y la dindmica de las posibles formas de organizar
el estudio de OM en 1. Asi, por ejemplo, si en una institucién docente determinada se
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restringe enormemente la posibilidad de llevar a cabo ciertas tareas matematicas
necesarias para que los sujetos de dicha institucién rutinicen las técnicas matematicas®
impidiendo asi el consiguiente desarrollo de las mismas en manos de los estudiantes,
entonces se esta dificultando la posibilidad de organizar el proceso de estudio en base al

trabajo autonomo de los estudiantes.

Reciprocamente si, por economia didactica, en una institucion docente determinada se
potencia, por ejemplo, el “encuentro cultural-mimético” con las OM y se restringe
fuertemente el “encuentro en situacion” (Chevallard 1999), entonces es muy dificil que
los estudiantes puedan llevar a cabo determinadas tareas matematicas relativas a la
planificacién, gestion y evaluacion del proceso. En particular, es muy dificil que los
estudiantes lleven a cabo la tarea matematica de reformular las cuestiones matematicas

que plantea el profesor y que evallen las repuestas provisionales que van apareciendo.

Esta relatividad institucional simultanea de lo matematico y lo didactico también puede
ser interpretada como sigue: habitualmente la Ry (OM) condiciona (y esta condicionada
por) la manera como es interpretada OM en I, esto es, el modelo epistemoldgico
especifico de OM, dominante en I. Este modelo suele ser transparente e incuestionable
para los sujetos de Iy, dado que éste es el modelo que sustenta la OD espontanea
asociada a OM en 1, esto es, la forma espontanea de organizar en I el proceso de
estudio de OM, es obvio que las restricciones sobre la Ry (OM) se transmitiran
directamente sobre restricciones que afectan a las posibles formas de estudiar OM en 1.

Reciprocamente, el modelo docente espontaneo en I puede llegar a modificar la relacion
institucional Ry (OM) (para todas las OM) vy, en consecuencia, transformar la manera

como los sujetos de I interpretan OM.

Asi, por ejemplo, si el modelo docente espontidneo tiene un fuerte componente
modernista (Gascon 1994 y 2001), entonces en el modelo epistemologico especifico
(dominante en I) de una OM, tenderan a desaparecer los tipos de problemas y las
estrategias sistematicas y compartidas, Utiles para resolver cada uno de dichos tipos de
problemas. En su lugar, OM tendera a ser interpretada en I como un universo de

® Esta restriccion es muy poderosa en las instituciones docentes actuales y tiene su origen en el nivel
pedagdgico. Se basa en uno de los esléganes o consignas que componen una ideologia que, para
simplificar, se ha denominado “generalismo pedag6gico” y que ocupa una posicién dominante en la
cultura escolar (Bosch y Gascon 2006a). Segun esta ideologia, el trabajo rutinario es aburrido, mata la
“creatividad” y provoca, presuntamente, la alienacion matematica de los estudiantes.
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problemas aislados y “abiertos” cuya resolucion requiere en cada caso la elaboracion

creativa de una estrategia especifica.
2.3. Unidad de analisis de los procesos didacticos

La relatividad institucional simultdnea del saber matemético constituye un aspecto
importante de la determinacion reciproca (o codeterminacion) entre lo matematico y lo
didactico. Pero solo puede ser analizada adecuadamente si, tomando distancia, el
didacta se sitia en una posicion que le posibilite la necesaria emancipacion
epistemoldgica e institucional en relacion a las instituciones que sirven de hébitat a sus
objetos de estudio (Chevallard, 2006). Es desde esta posicién “exterior” a las
instituciones que forman parte de su objeto de estudio desde la que se debe elaborar el
Modelo Epistemoldgico de Referencia que permite al investigador estudiar la vida
intrainstitucional e interinstitucional de las OM a lo largo de todas las etapas de la
transposicion didactica:

oM | OMa _ oM o OM
sabia | ensefiar | ensefiada | «aprendida”
I L, I 1

En este esquema, tomado de Bosch y Gascén (2005), I, es la institucién productora del
saber matemadtico, I, la noosfera, I la institucion escolar e I la comunidad de estudio
protagonista del proceso didactico. El “saber aprendido” estd compuesto por aquellos
elementos praxeoldgicos que, al final del proceso didactico, integraran el medio
matematico del grupo y que, por lo tanto, podran ser utilizados (por la comunidad de
estudio) de manera relativamente no problematica para la realizacion de nuevos tipos de
tareas y para el estudio de nuevas cuestiones. Mientras que algunas teorias didacticas
tienden a circunscribir en I, la unidad de analisis de los procesos didacticos
(incluyendo, a lo sumo, algunos aspectos de I3), la TAD postula que no es posible
explicar las caracteristicas del “saber aprendido” (ni ninguno de los fenémenos
didacticos que emergen en 1) sin tomar en consideracion todas las etapas de la

transposicion (Bosch y Gascdn, 2005).

En este trabajo los autores citados muestran que la unidad de analisis elegida ocupa un

lugar central y privilegiado en la relacion entre la teoria y los datos empiricos y
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constituye asi uno de los rasgos esenciales para caracterizar la disciplina en cuestion
puesto que determina en gran parte:
e Eltipo de datos empiricos que se van a tener en cuenta (y los que se van a ignorar).
e Las formas posibles de interpretar dichos datos.
e EI tipo de relaciones que se van a priorizar en el analisis y que seran, en Ultima
instancia, relaciones entre elementos constitutivos de la unidad elegida.
e Eltipo de problemas que la disciplina va a considerar.
En la TAD se postula que la unidad de analisis de los procesos didacticos debe contener
una organizacion didactica escolar que permita construir, como minimo, una OM local
relativamente completa. Dicho en otras palabras, para describir e interpretar los hechos
didacticos hay que referirlos a una secuencia del proceso didactico que incluya, por lo
menos, el proceso de reconstruccion escolar de una tal OM local relativamente
completa. En Fonseca (2004) se introduce la nocion de “completitud relativa” de una
OM local. No existen OM locales “completas” ni “incompletas” en un sentido absoluto.
Se trata, en todos los casos, de una cuestion relativa, de grado: existen OM locales mas
0 menos “completas” que otras en funcion del grado en que sus componentes cumplen
las condiciones descritas por los siete indicadores siguientes:
(1) Integracion de los diferentes tipos de tareas.
(2) Existencia de diferentes técnicas para realizar un mismo tipo de tareas y posibilidad de
elegir entre ellas.
(3) Independencia (relativa) entre las técnicas matematicas y los ostensivos que se utilizan
para describirlas y para aplicarlas.
(4) Posibilidad de invertir las técnicas matematicas para realizar las tareas “inversas”.
(5) Existencia de las tareas consistentes en interpretar el resultado de aplicar las técnicas.
(6) Existencia de tareas matematicas “abiertas” de modelizacion.
(7) Incidencia de los elementos tecnolégicos sobre la practica matematica.
Si nos fijamos en el proceso de construccion, y no sélo en el producto construido, el
grado de completitud de una OM local depende del cumplimiento de las condiciones
“didacticas” formuladas en términos de los seis momentos o dimensiones de la
actividad matematica, que son descritos brevemente en la seccién 2.1.3. (Bosch,

Fonseca y Gascon, 2004).

Ademas, como la unidad de analisis de los procesos didacticos debe contener una
organizacion didactica escolar que permita construir, como minimo, una OM local

relativamente completa, podemos precisar un poco su dindmica. En efecto, una tal OM
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local puede reconstruirse “artificialmente” en la institucion escolar como el resultado
final de un proceso de ampliaciones y completaciones progresivas que, partiendo de
una praxeologia puntual, pase por una serie de praxeologias intermedias generadas
sucesivamente por un determinado desarrollo evolutivo de las cuestiones problematicas
y los tipos de tareas asociados que seran las “razones de ser” de la OM local en I5. Por
lo tanto, la organizacion (o praxeologia) didactica OD = §(OM), asociada a dicha OM
local, contiene en cierta forma a la OM local y a todas las OM que la preceden en el
proceso de construccion. Podemos tomarla, provisionalmente, como la unidad de

andlisis de los procesos didacticos.

La eleccién de la praxeologia didactica 3(OM), asociada a una OM local relativamente
completa, como unidad de analisis de los procesos didacticos, comporta la aceptacion
implicita de determinadas hipdtesis sobre el funcionamiento de dichos procesos v,
también, sobre la naturaleza de lo que la TAD considerara como “problemas

didacticos”.

El principal argumento para justificar esta eleccion esta basado en la unidad estructural

de los componentes matematico-didacticos de 3(OM), esto es:

(@) En el caracter indisociable de los diferentes elementos que componen una OM
local relativamente completa, tanto entre los blogues practico-técnico y
tecnoldgico tedrico, como entre los componentes internos de cada uno de los

bloques.

(b) En la unidad funcional de la praxeologia didactica que hace posible, gracias a la
dindmica interna de los momentos o dimensiones del proceso de estudio,
reconstruir OM locales relativamente completas en una institucion escolar

determinada.

Podemos decir, en resumen, que el criterio en que nos basamos para elegir la unidad de
analisis de los procesos didacticos descansa sobre el postulado de la unidad estructural y
funcional entre las OM locales relativamente completas y las OD = 6(OM) asociadas
(Bosch, Fonseca y Gascon, 2004). Este constituye, por tanto, un argumento adicional a
favor de la densidad de lo matematico en lo didactico, siempre que nos situemos, al

menos, en el &mbito de las praxeologias locales relativamente completas. Es obvio que
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si analizamos una tarea matematica puntual, completamente aislada de las OM en las
que podria tomar sentido y del proceso de reconstruccion de dichas OM en una
institucion determinada, entonces esta actividad aparecerd como desligada de las
restricciones didacticas y el andlisis tendera prioritariamente a buscar las explicaciones
de los hechos observables en factores cognitivos, motivacionales o actitudinales de los
sujetos que intervienen en dicha actividad. En este contexto la densidad de lo
matematico en lo didactico pasard completamente desapercibida, aunque deberiamos
preguntarnos hasta qué punto una tarea matematica puntual y aislada, como la que
hemos descrito, puede ser considerada plenamente como una actividad matematica

(esto es, si la comunidad matematica la considerard como tal).

Generalizando la observacién anterior, podemos incluso postular una relacion directa
entre la amplitud (y la naturaleza) de lo que cada teoria didactica toma como unidad de
analisis de los procesos didacticos y la posicion de dicha teoria en el continuo limitado
por los Programas Cognitivo y Epistemoldgico de investigacion en didactica de las

matematicas.

A lo largo de esta memoria, en coherencia con lo que la TAD considera como posibles
“problemas didacticos”, todos los problemas que abordaremos se situaran en un nivel
amplio que abarcara, al menos, el &mbito de las praxeologias locales relativamente

completas.

3. FORMULACION DE UN NUEVO TIPO DE PROBLEMAS DIDACTICOS

En muchas de las investigaciones desarrolladas hasta aqui en el ambito de la TAD se
han elaborado Modelos Epistemolégicos de Referencia para disefiar, gestionar y evaluar
determinados procesos didacticos. En cada caso se ha utilizado dicho modelo para
describir y analizar el modelo epistemologico dominante en la institucion docente en
cuestion y, también, para dar cuenta de las restricciones que dicho modelo (reflejado en
la relacion institucional a la OM en cuestion) provocaba en las posibles formas de
estudiar OM en la institucion considerada. Pero, en todos los casos, el problema de
investigacion didactica planteado estaba centrado en el analisis de fendmenos
didacticos especificos del proceso de estudio de una OM determinada en una institucion

particular.
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Un ejemplo paradigmatico de este tipo de investigaciones se inicié con el estudio de la
ensefianza del algebra en la Ensefianza Secundaria Obligatoria (E.S.O.) espafiola. En
este caso (Bolea, 2003 y Bolea, Bosch y Gascon, 2001) se muestra la influencia del
modelo epistemoldgico especifico del algebra escolar dominante en la E.S.O. — y que
hemos designado con la etiqueta de “aritmética generalizada” —, sobre las
organizaciones didacticas que existen en esta institucion escolar. Se interpreta entonces
este modelo como una parte esencial del bloque tecnoldgico-teérico de la praxeologia
didactica escolar espontanea asociada, esto es, como un componente importante del
discurso que pretende justificar, interpretar y engendrar las técnicas didacticas
disponibles actualmente en la institucion de la E.S.O. para organizar el proceso de

estudio del algebra escolar.

En el Modelo Epistemoldgico de Referencia elaborado para llevar a cabo esta
investigacion, el algebra escolar no aparece inicialmente como una OM al mismo nivel
que las otras organizaciones que se estudian en la E.S.O.. El algebra se describe asi
inicialmente como un instrumento de modelizacion de otras OM que, por tanto, deben
preexistir y constituye un ejemplo paradigmatico de la inseparabilidad de lo matematico

y lo didactico:

(@) Por una parte el algebra, como instrumento de modelizacion, permite estudiar
determinadas OM vy, por tanto, puede ser considerada como una técnica
didactica (o técnica de estudio) que se integra como un componente del bloque

practico-técnico de la OD asociada.

(b) Al mismo tiempo el algebra (inicialmente como instrumento de modelizacion y
posteriormente las OM “algebrizadas” que se construyen con este instrumento),
puede también considerarse como un “contenido” matematico que debe ser
objeto de estudio en si mismo. Se trata, en definitiva, de un buen ejemplo de
codeterminacion matematico-didactica a un nivel poco estudiado en didactica

de las matematicas.

De modo mas general, si tenemos en cuenta el conjunto de investigaciones llevadas a
cabo por nuestro equipo hasta este momento en el ambito de la TAD (Bolea, Bosch,

Gascon 2001, Bolea 2003, Bosch, Espinoza, Gascon 2003, Bosch, Fonseca, Gascon
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2004, Fonseca 2004, Garcia 2005, Rodriguez 2005), podemos afirmar que, en todas

ellas:

(@)

(b)

(©)

Se construye un MER como sistema de referencia relativo y provisional pero no
se plantea especificamente el problema de las fuentes y los criterios que se

utilizan en el proceso de elaboracion de dicho MER.

Se utiliza dicho MER para disefiar, gestionar y evaluar un proceso didactico,
pero no se plantea sistematicamente el problema general del papel y las

funciones que desemperia el MER en el andlisis didactico-matematico.

Se postula, como consecuencia de la Teoria de la Transposicion Didactica, la
relatividad institucional de los conocimientos matematicos, pero no se trata
explicitamente el problema tedrico-experimental de contrastar dicha relatividad
mediante la variacion sistematica de la institucion docente en la que se pretende

reconstruir cierta OM.

(d) Se evidencia la importancia crucial de integrar la “razon de ser” de la OM que se

(€)

pretende reconstruir (esto es, las cuestiones a las que dicha OM responde) en el
proceso de estudio de las mismas y se estudian algunos de los fendmenos
didacticos indeseables que aparecen cuando en las organizaciones didacticas
espontaneas escolares se “olvida” dicha razon de ser. Pero no se propone
explicitamente el problema de la relatividad institucional de dicha “razén de
ser” ni el de las relaciones de ésta con el modelo epistemoldgico de OM

dominante en la institucion en cuestion.

Se muestra, por fin, la existencia de determinados aspectos de la
codeterminacion entre lo matemético y lo didactico, pero no se plantea el

problema de los mecanismos que activan dicha determinacién reciproca.

La razon por la cual no se han planteado hasta el momento este tipo de problemas

didacticos deberiamos buscarla, en primera instancia, en el hecho de que las nociones

gue involucran (como, por ejemplo, “Modelo Epistemoldgico de Referencia”,

“relatividad institucional del saber matematico”, “razén de ser de una organizacién

matematica” y “codeterminacion entre lo matematico y lo didactico™) se han utilizado

como nociones “paradidacticas”, esto es, como nociones que aparecian en el discurso
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didactico como instrumentos para analizar y estudiar otras nociones, pero que nunca se

proponian como objetos didacticos merecedores de estudio en si mismos®.

En lo que sigue formularemos un nuevo tipo de problemas de investigacion didactica en
el cual dichas nociones ocuparan un lugar central como nociones “didacticas” de pleno

derecho.
3.1. El proceso de elaboracion del Modelo Epistemologico de Referencia

El problema de indagar las fuentes y los criterios que se utilizan en el proceso de
elaboracion de un Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER) es completamente
nuevo. Algunos trabajos anteriores han puesto de manifiesto, como ya hemos indicado,
algunas condiciones metodoldgicas que requiere dicha elaboracién como, por ejemplo,
la necesidad de “tomar distancia” y situarse en una posicion “exterior” a las
instituciones que forman parte integrante del objeto de estudio del didacta, condicion
imprescindible para el estudio critico de la ecologia de las organizaciones matematicas a
lo largo de todas las etapas y en todas las instituciones que intervienen en la
transposicion didactica. Pero en ningln caso se ha abordado el problema de los criterios
subyacentes a la construccion de un MER ni de las fuentes que proporcionan las

herramientas necesarias para llevar a cabo dicha construccion.

En esta memoria nos proponemos estudiar el proceso de construccion de ciertos
Modelos Epistemoldgicos de Referencia en dos casos particulares: el de los Sistemas de
Numeracion (capitulos I, 11 y V) y, en menor extension, el de la Medida de
Magnitudes Continuas (capitulo V). Para ello utilizaremos los trabajos que, sobre estos
dos temas, se han desarrollado en el &mbito de la Teoria de las Situaciones Didacticas
por Guy Brousseau y sus colaboradores. Mostraremos en qué forma, las herramientas
que proporciona la Teoria Antropoldgica de lo Didactico permiten explicitar aspectos
esenciales de los MER que estdn en el origen de los citados trabajos y cémo, al
explicitar estos modelos, se puede avanzar en el disefio, la gestion, el andlisis y la

evaluacion de los correspondientes procesos didacticos.

Nuestra manera de interpretar, desde la Teoria Antropoldgica de lo Didactico, las
propuestas elaboradas desde la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) se basa en un

® La nocién de “objeto paradidactico” fue introducida en Gascon (1998) en analogia a la de “objeto
paramatematico” que proviene de la Teoria de la Transposicion Didactica (Chevallard 1985).
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postulado implicito no sélo de compatibilidad sino de complementariedad entre ambas
teorias. De hecho, la tesis central de nuestro trabajo —la inseparabilidad entre lo
matematico y lo didactico— se materializa en la TSD mediante uno de sus postulados
centrales: la modelizacion de los conocimientos matematicos en términos de situaciones
que incluyen las condiciones de utilizacion de dichos conocimientos asi como las
restricciones institucionales que pesan sobre los mismos. Podemos reformular lo
anterior afirmando que, en la TSD, la situacion didactica constituye, de hecho, la

unidad de analisis de los procesos didacticos.

A fin de interpretar adecuadamente nuestra “traduccion” e interpretacion de los trabajos
llevados a cabo en el &mbito de la TSD es muy importante no perder de vista que, en el
caso de la TAD, dicha inseparabilidad entre lo matematico y lo didactico se materializa
también en la estructura y la extension de la unidad de andlisis de los procesos
didacticos que hemos descrito con cierto detalle en la seccion anterior. Por tanto, y a
pesar de que sera inevitable hablar de “tareas matematicas” (como de “tareas
didacticas”) y formularlas como si pudiesen existir por si mismas, es esencial tener
presente en todo momento que para la TAD las “tareas” y los “tipos de tareas” sélo
toman sentido en el ambito de una praxeologia que, a su vez, debe ser interpretada en el
seno de una institucion. En Gltima instancia, las tareas matematico-didacticas deben
interpretarse en el ambito de la OD = §(OM) que constituye su unidad minima de

analisis.

En esta memoria evitaremos el problema de la confrontacion entre teorias que requeriria
situarse en un nivel de analisis meta-tedrico. Muy al contrario, en el caso particular de la
TSD y la TAD, consideramos que la formulacién y el estudio de problemas didacticos
concretos, siempre y cuando se lleve a cabo partiendo de la base empirica que ambas

......

dichas teorias.

Veremos que, tanto en el caso de los Sistemas de Numeracion como en el de la Medida
de Magnitudes Continuas, el MER puede expresarse en forma de una sucesion de
praxeologias que corresponden a la elaboracion de respuestas parciales a una cuestion
problematica inicial. Cada praxeologia de la sucesion surge como ampliacion o
desarrollo de la praxeologia anterior, ante las limitaciones de ésta para aportar

respuestas a las cuestiones que se plantean. Esta dindmica es la que permite poner de
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manifiesto la “razon de ser” de cada praxeologia, puesto que ésta radica precisamente en

las limitaciones de la praxeologia anterior.

Ademas, el hecho de que el contenido de la ensefianza de las matematicas (lo que
clasicamente se denominaba el “curriculum de matematicas”) se formule en términos de
sucesiones de praxeologias modifica la distincion habitual entre la construccion del
conocimiento —considerado como “lo pedagdgico” e identificado con “lo didactico”-y
el conocimiento efectivamente construido —que, en nuestro caso, se identificaba con “lo
matematico”-. En efecto, si realmente queremos incorporar en la construccion de cada
praxeologia la “motivacion” u origen de su razén de ser, (esto es, las cuestiones
generatrices de la misma a las que dicha praxeologia responde) entonces toda la
sucesion construida (incluyendo las sucesivas respuestas parciales a dichas cuestiones)
pasa a constituirse en objetivo de ensefianza. Dicho en otros términos, el objetivo de la
ensefianza no se sitGa al final del proceso didactico: el objetivo es el proceso didactico

en si mismo.

3.2. Funciones del Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER) en el analisis,

diseiio y evaluacion de Organizaciones Didacticas

El papel y las funciones que desempefia el MER en el analisis didactico son mas
conocidos. Algunas investigaciones anteriores desarrolladas en el ambito de la TAD han
mostrado su utilidad en lo que respecta al disefio, gestion y evaluacion de determinadas
Organizaciones Didacticas (Bolea 2003, Espinoza 1998, Garcia 2005). Incluso podemos
afirmar que dichas investigaciones, si bien de una manera no tan explicita, han utilizado
el MER para describir y analizar, al menos “en acto”, el modelo epistemologico de las
matematicas (especifico de una OM determinada) dominante en una institucion, asi
como para analizar e interpretar los fendmenos transpositivos que han transformado la
OM transpuesta, dando origen a un determinado sistema de préacticas matematicas

institucionales.

En el caso de la investigacion llevada a cabo por Pilar Bolea (2003), el modelo del
algebra como proceso de algebrizacion de Organizaciones Matematicas que hemos
citado anteriormente, permitié tanto delimitar como poner en evidencia el paradigma
dominante en la ensefianza secundaria espafiola que concibe el algebra como una

aritmética generalizada. De este modo, se pudieron analizar con precision las
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restricciones transpositivas que pesan sobre la ensefianza de la modelizacion algebraica
y que contribuyen a explicar su ausencia en la ensefianza espariola actual (Bolea, Bosch,
Gascon 2004). El trabajo posterior de Javier Garcia (2005) desarrolla el MER sobre el
proceso de algebrizacion para abarcar las primeras modelizaciones funcionales de la

matematica escolar de Secundaria.

Este modelo presenta la “proporcionalidad” como un modelo funcional entre
magnitudes, al lado de (y en contraste con) otros posibles modelos: afin, cuadratico,
exponencial. EI MER propuesto sugiere posibles procesos didacticos para iniciar el
estudio de la modelizacion funcional en secundaria, uno de las cuales es abordado y
evaluado experimentalmente. Del mismo modo, la investigacion de Espinoza (1998)
sobre la ensefianza de los limites de funciones en el bachillerato, parte de la elaboracion
de un MER que permite describir la “bicefalia” tedrico-practica de la OM a ensefiar en
torno a este concepto, con una practica basada en el algebra de los limites y un bloque
tecnoldgico-tedrico totalmente desconectado con esta préctica y ligado a la definicion
topoldgica o analitica de la nocion de limite de funcién.

Pero el MER cumple funciones en el analisis didactico que son menos conocidas y que
también queremos abordar, al menos parcialmente, en esta memoria. Entre éstas hemos
de destacar la de analizar y cuestionar explicitamente la “epistemologia espontanea del
profesor” que es generalmente un reflejo del modelo epistemolégico dominante en la
institucion escolar. Este aspecto ya fue abordado por Bolea (2003) en relacion a la
vision corriente del algebra como aritmética generalizada. Veremos aqui, en el caso de
los Sistemas de Numeracion, como el MER que propondremos permitira poner en
evidencia la “parcialidad” del modelo epistemoldgico dominante en la institucién de la
Formacion de Maestros (capitulo 111).

También veremos cdémo la explicitacion previa del MER sobre los Sistemas de
Numeracion guia el disefio, la gestion, la evaluacién y el analisis de un proceso de

estudio especificamente experimentado para tal propdésito (capitulo I11).

En el caso de la Medida de Magnitudes Continuas (capitulo V), la construccion del
modelo epistemologico que se toma como referencia permite analizar un proceso de
estudio disefiado y experimentado en el ambito de la Teoria de las Situaciones

Didacticas. En este caso el MER permite de nuevo analizar y cuestionar explicitamente
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la “epistemologia espontanea del profesor” sobre la medida de magnitudes que refleja
muy claramente el modelo epistemolégico dominante en la institucion escolar. Este
modelo no so6lo separa tres ambitos de la actividad matematica subyacente (el universo
de los objetos medibles concretos, el universo de los procedimientos de definicion de la
aplicacion medida y el universo de la estructura numérica) con el consiguiente
empobrecimiento de la actividad matematica posible, sino que ademas asigna al primero
la categoria de “no matematico” y al segundo la de sélo “parcialmente matematico” con
lo que impide integrar en el proceso de estudio de la medida de magnitudes su “razén de

ser”.
3.3. Relatividad institucional de las Organizaciones Matematico-Didacticas

El problema de la relatividad institucional de las praxeologias ha sido bastante ignorado
hasta la fecha, al menos en la problematica explicitamente formulada por las
investigaciones anteriores en didactica de las matematicas. En esta memoria nos
proponemos analizar la relatividad institucional conjunta de lo matematico y lo
didactico y para ello estudiaremos los efectos provocados por la variacion de la

institucion docente en la que se pretende reconstruir una OM determinada.

A fin de examinar empiricamente como cambian las restricciones institucionales que se
imponen en el desarrollo del proceso de estudio de una OM, hemos experimentado el
mismo proceso didactico en dos instituciones docentes distintas pero que mantienen una
relacion institucional muy similar con los Sistemas de Numeracion (la Formacion de
Maestros y la Educacién Secundaria Obligatoria). Complementariamente se han
mostrado las variaciones necesarias para adaptar el MER inicial a la ensefianza de los
Sistemas de Numeracion en otra institucion, el primer ciclo de la Educacién Primaria,
en la que la relacion institucional a la OM en torno a los Sistemas de Numeracion es

muy diferente.

Tanto en el caso de los Sistemas de Numeracion como en el de la Medida de
Magnitudes, el estudio explicito de la relatividad institucional de las praxeologias
matematico-didacticas se relaciona directamente con el andlisis de las restricciones
transpositivas que inciden, en cada caso, sobre el estudio que es posible llevar a cabo en
cada una de las instituciones consideradas. Se trata de analizar como cambian las

restricciones transpositivas que inciden sobre una praxeologia matematico-didactica
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cuando cambiamos la institucion docente (Formacion de Maestros, Segunda Etapa de la
Educacion Secundaria Obligatoria o Primer Ciclo de Primaria) que constituye el

“destino” del proceso de transposicion.

Podria decirse, por tanto, que empezaremos a plantear y estudiar el problema de la
relatividad institucional de los efectos de la transposicion didactica sobre una
praxeologia determinada. En particular, empezaremos a abordar algunas cuestiones

completamente novedosas:

(@) ¢Como se transforma la “razén de ser” de una Organizacion Matematica (esto
es, las cuestiones a las que responde dicha OM) cuando ésta se propone para ser

estudiada en diferentes instituciones docentes?

(b) ¢Hasta qué punto las posibles formas de organizar el estudio de una OM en una
institucion estan determinadas por lo que en dicha institucion se asume, explicita

o implicitamente, como la “razén de ser” de OM?

(c) ¢Qué fendmenos didacticos aparecen en una institucién docente en la que, a
pesar de haber “olvidado” la razon de ser de una OM, se propone sin embargo
OM para ser estudiada? ¢CAomo generar el proceso de estudio de dicha OM en la

institucién en cuestion?

(d) ¢Cual es la funcion latente, esto es, las consecuencias no perseguidas
explicitamente pero que se siguen de manera necesaria, del olvido de las razones
de ser de las OM que se estudian y de la imposicion artificial de cuestiones

inertes (sin ninguna capacidad de generacion)?

Diremos para acabar, que el objetivo general de esta memoria consiste en empezar a
tematizar algunas nociones que se han mantenido hasta la fecha como nociones
“paradidacticas” (como, por ejemplo, “Modelo Epistemoldgico de Referencia”, “razon
de ser de una praxeologia” y “relatividad institucional de las praxeologias matematico-
didacticas”) y asignarles el papel de nociones didacticas de pleno derecho. De esta
forma podremos empezar a plantear y abordar explicitamente los problemas didacticos
que hemos descrito brevemente al final de este capitulo. Somos conscientes de que el

alcance y la complejidad de este nuevo tipo de problemas sobrepasan con mucho el
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ambito de esta memoria, pero pensamos que su formulacion explicita y los primeros
avances en su resolucion, por limitados y parciales que sean, constituirdn un primer
paso en una de las direcciones de la investigacion de la que nos tenemos que ocupar en
el futuro.
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Un Modelo Epistemoldgico de Referencia de los Sistemas de Numeracion

En este capitulo presentamos una posible reconstruccion racional de la Organizacion
Matematica (OM) en torno a los Sistemas de Numeracion que nos servira de Modelo
Epistemologico de Referencia (en adelante MER) para el disefio, experimentacion y analisis
de los procesos de estudio que presentamos en el proximo capitulo. Ya hemos visto que todo
MER debe claborarse en base a las Organizaciones Matematicas sabias que legitiman
epistemologicamente el proceso de ensefianza de dicha OM. Pero la propia elaboracion del
MER constituye al mismo tiempo una herramienta de distanciamiento de dicha institucion
sabia al permitir a la investigacion didéctica explicitar su propio punto de vista sobre el
contenido matematico en juego en los procesos didacticos que se disefian, implementan,
analizan y evaluan. En particular, el MER debe tomar en cuenta la evolucion historica de las
OM sabias, aunque sin copiarlas miméticamente. Siguiendo a Lakatos (1971), podemos
considerar un MER como una “reconstruccion racional” de la evolucion histérica de las OM
consideradas, que “corrige” en cierta manera la evolucion real. Ademas, dado que un MER
es una herramienta para el andlisis de procesos didacticos concretos, su construccion
también debe tomar en consideracion las restricciones que provienen de las instituciones

escolares en las que la OM en cuestion es designada como OM ““a ensenar”.

Es importante subrayar que el MER que describiremos con detalle en este capitulo sera,
como todos, provisional, esto es, una hipdtesis que deberd contrastarse con los datos
empiricos y que estard sujeta a modificaciones permanentes. Y, ademas de provisional, es
también un modelo relativo, elaborado por y desde la investigacion didactica para unos fines
concretos y limitados. La teoria de la Transposicion Didactica (Chevallard, 1985, 1991) nos
ensefla que no existe un sistema privilegiado, absoluto, desde el cual observar y analizar la

. . . . . . . . . . . , . 1
vida institucional (tanto intra como interinstitucional) de las organizaciones matematicas .

' Ver también Bosch y Gascon (2006a).
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Pero, de forma bastante andloga a lo que pasa en mecanica, la ausencia de un sistema de
referencia absoluto no hace menos imprescindible la utilizacion de sistemas de referencia

relativos, adecuados a cada institucion.

En el siguiente capitulo, después de describir detalladamente un posible MER dindmico en
torno a los SN, lo utilizaremos para describir y analizar la OM que se propone para ser
ensefada ( la OM ““a ensefiar”) en torno a los SN en la institucion de Formacién de Maestros
y, en coherencia con nuestra tesis de la determinacion reciproca entre lo matematico y lo
didactico, pondremos de manifiesto la dependencia entre la forma de organizar el proceso de
estudio de los SN (la Organizacion Didactica (en adelante OD) asociada) y el modelo

epistemologico especifico, es decir, la manera de interpretar los SN en dicha institucion.

En los restantes capitulos de esta memoria, el MER aqui construido constituird el
instrumento principal para disefiar, experimentar y evaluar diferentes procesos de estudio de
la OM en torno a los SN en las instituciones de Formacion de Maestros y de Educacion

Secundaria Obligatoria.

También mostraremos en el capitulo IV que, con las modificaciones pertinentes originadas
por las caracteristicas de la institucion en la que se ha de llevar a cabo el proceso de estudio,
este MER sustenta la OD en torno a los SN propuesta y experimentada por Brousseau y sus
colaboradores (Deramecourt, Olejniczak, Martin, 1984; Destouesse, 1996-1997; Gairin-

Calvo, 1988) en la institucion de Ensefianza Primaria.

Postulamos que la explicitacion del MER subyacente al disefio de un proceso de estudio
permite interpretar mejor la actividad didactica que se lleva a cabo (esto es, las tareas
didacticas que se plantean y las técnicas didacticas — de ayuda al estudio — que se utilizan
para llevar a cabo dichas tareas) y, lo que es mas importante, proporciona criterios explicitos
para modificar la OD en funcion de la relacion entre la respuesta que proporciona en cada
momento la comunidad de estudio y la direccién de desarrollo que marca el MER que, por

supuesto, también puede ser modificada.
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1. LA RAZON DE SER DE LOS SISTEMAS DE NUMERACION
1.1. La reconstruccion escolar de una Organizacion Matematica
Consideremos como punto de partida la siguiente cuestion matematica:

;Como expresar el cardinal de una coleccion finita (es decir, el numero
natural) mediante una representacion escrita que sea un instrumento util para

el desarrollo de la aritmética elemental?

Es evidente que esta cuestion puede ser considerada como una simple demanda de
informacion y zanjarse mediante una respuesta del tipo: Para calcular, la mejor manera de
expresar los numeros naturales es utilizando un sistema de numeracion posicional. Pero
también nos podemos situar en el caso de alguien que no dispone de ninguna técnica para
expresar los nimeros naturales de una forma sencilla y eficaz o que, atin disponiendo de
ella, la utiliza de forma naturalizada sin haberse cuestionado su pertinencia ni las razones
que explican su eficacia. En estos casos, la cuestién se convierte en problematica y, al
intentar resolverla, genera un tipo de tareas no rutinarias que designaremos con la letra T. Su
resolucion requerird elaborar un conjunto de técnicas matemadticas T, que, a su vez, deberan
ser descritas, explicadas y justificadas mediante un discurso matematico que denominamos
tecnologico-tedrico y que designamos con la notacion [6/@]. Dicho con otras palabras, si
consideramos la cuestion anterior en un sentido fuerte de “cuestion problematica que debe
ser estudiada” y que no puede responderse dando una simple informacidn, entonces se
requiere una respuesta en el sentido fuerte, basada en la construcciéon de toda una
Organizacién Matematica, es decir un conjunto de tipos de tareas o problemas, de técnicas o
procedimientos para resolver estos problemas y de definiciones, propiedades y teoremas que
permitan describir y justificar el trabajo realizado. Tal como hemos explicado en el capitulo
I, utilizaremos la notacion OM = [T/t/0/@] para designar una Organizacidon Matematica

generada por las tareas del tipo T (Chevallard, 1999).

El hecho de considerar una cuestidon como la anterior en su sentido “fuerte”, es decir
apelando a la construccion de toda una Organizacion Matematica como posible respuesta o
solucion, no se zanja generalmente con aportar, construir o reconstruir una tnica OM. En

realidad, el proceso de elaboracion de posibles respuestas — es decir el proceso de estudio de
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dicha cuestion — pone generalmente en juego sucesivas OM, cada una de las cuales viene a
corregir, complementar y/o desarrollar las anteriores. Nuestro objetivo aqui sera mostrar
como la evolucion de las respuestas que se pueden aportar a la cuestion arriba mencionada
se puede expresar en términos de la ampliacion progresiva de Organizaciones Matemdticas.
Y, lo que es mas importante, veremos en qué sentido esta ampliacion permite poner de

manifiesto las “razones de ser” de nuestro sistema de numeracion posicional.

En las instituciones escolares, sin embargo, las cuestiones matematicas no se presentan ni
como cuestiones que puedan zanjarse con una simple informacién, ni como cuestiones vivas
que requieran la construccion primigenia o inédita de toda una Organizacion Matematica.
Normalmente, estudiar una cuestion matematica en una institucion de ensefianza I
(incluyendo las de nivel universitario) consiste en estudiar la Organizacion Matematica que
otra institucion I’ propone como respuesta - en el sentido fuerte - a esta cuestion. Pero, para
llevar a cabo el estudio de la organizacién construida en I’, ésta debe ser reconstruida en 1
mediante una reconstruccion escolar que es “artificial”, en el sentido de no primigenia. En
otras palabras, la organizacion debe ser transportada o transpuesta de I’ a 1. Es lo que se
llama el proceso de Transposicion Diddctica de una Organizacidon Matematica (Chevallard,

1985 y 1991).

Surge asi un gran tipo de problemas diddcticos del que nuestro problema concreto no es mas

que un caso particular:

Dada una cuestion g que queremos que sea estudiada en una institucion docente
I, ;como disefiar y gestionar el proceso de reconstruccion (que es un proceso de
estudio) en I de las Organizaciones Matematicas OM = [T/ 1/ 6/ ®] que se dan

como respuesta a dicha cuestion en otra institucion I’?

En nuestro problema didactico concreto, los parametros ¢, I, OM e I’ toman los siguientes

valores:

g=(Coémo expresar los nimeros naturales mediante una representacion escrita

que sea un instrumento 1til para el desarrollo de la aritmética elemental?

I = IE = Institucién Escolar (que puede concretarse en la Formacion de

Maestros, la ESO o Primaria)
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OM = OM,, = Organizaciéon Matematica en torno al Sistema de Numeracion

posicional (por ejemplo de base 10).
I’ = Institucién matematica sabia.

Es necesario indicar que ni la cuestion inicial ni la Organizacion Matematica u
Organizaciones Matematicas a construir son entidades que puedan quedar completamente

delimitadas a priori.
1. 2. Una reconstruccion racional de los Sistemas de Numeracion

Para empezar a estudiar la cuestion planteada, hay que clarificar qué entendemos por “un
instrumento 1til para el desarrollo de la aritmética elemental”. Podemos afirmar, siguiendo a
Ermel (1977), que para que una representacion escrita de los nimeros naturales sea eficaz

debe permitir, como minimo:

(A) Que la escritura de los numeros pueda hacerse de manera univoca y
comoda. Para ello, es necesario que se utilicen “pocos” simbolos, de modo que
sea facil memorizarlos y que la longitud de las escrituras no haga dificil su

lectura.

(B) Que la comparacion de los nimeros a partir de sus escrituras sea lo mas

facil posible.

(C) Que la realizacion de los calculos de las distintas operaciones sea

econdmica, sencilla y fiable.

Parece razonable pensar que las cuestiones problemdticas y las tareas asociadas que
acabaran siendo las “razones de ser” de OM,, en una institucion escolar deberan extraerse de
estas condiciones. Hay que sefialar que, en algunos casos, los fendmenos de transposicion
han dado como resultado que algunas de las cuestiones problematicas que dichas
condiciones plantean hayan desaparecido de la actividad matematica que se lleva a cabo en

. . . ., 2 . . . .
dicha institucion”. Por tanto, si queremos que las tareas asociadas a dichas cuestiones

2 r . .7 ’ . r1: ,

Asi, por ejemplo, la cuestion “;Coémo pueden representarse simbolicamente los nimeros naturales para que la
comparacion a partir de sus escrituras sea lo mas facil posible?” ha desaparecido de la actividad matematica
universitaria, debido a que el SN posicional resuelve de manera transparente dicha cuestion.
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formen parte de las razones de ser de la reconstruccion “artificial” o “escolar” de OM, en
IE, entonces deberan estar presentes a lo largo del proceso de estudio. Para que ello sea
posible, habra que hacer vivir en IE determinadas organizaciones matematicas intermedias

en las que dichas tareas sean problematicas y, por lo tanto, sean visibles las razones de ser.

Partiremos de un modelo del desarrollo (no necesariamente historico) de las cuestiones
problemadticas que queremos que sean las generadoras del proceso que nos lleve a la
reconstruccion racional de OM,,. En nuestro caso, podemos esquematizar dicha evolucion
guidndonos por las categorias posibles de técnicas de representacion escrita u oral de los
nimeros que se denominan Sistemas de Numeracion y que convergen en el SN posicional
decimal. Para considerar que dos categorias de Sistemas de Numeracion son diferentes,
tomaremos como criterio el que hagan aparecer (o desaparecer) determinadas cuestiones

problematicas y las tareas matematicas correspondientes.

Consideraremos tres grandes categorias de Sistemas de Numeracion que caracterizaremos
matematicamente como tales y que posteriormente presentaremos como técnicas utiles para
contestar a ciertas cuestiones problematicas y para llevar a cabo tareas matemadticas que

generaran, respectivamente, varias organizaciones matematicas diferentes.

Por ejemplo, Bourbaki (1969) considera que la técnica mas frecuente de representacion de
los nimeros son los Sistemas de Numeracion tales que descomponen cada niimero natural
en una suma de multiplos de “unidades sucesivas” by, by, bs, ... , b,, cada una de las cuales es
un multiplo entero de la anterior, y denomina “base” de estos Sistemas de Numeracion al
cociente b = b,/ b, 1 cuando es independiente de n. Aqui utilizaremos este tipo de sistemas
y también otros que no cumplen esta regla. En concreto, nos basaremos en la clasificacion

jerarquizada de los Sistemas de Numeracion que propone Guitel (1975):

(1) Sistemas de Numeracion de tipo I (“aditivos™). En este primer tipo las cifras son
enteramente libres ya que la posicidon que ocupan no juega un papel relevante. Se trata de
Sistemas de Numeracién que, en principio, sélo disponen de cifras para 1, b, b% b°, b*,
b, y en un segundo momento disponen de cifras para 1, a, b, ab, bz, abz, b3, ab3, b4,...,
donde b es la base del sistema de numeracion, y a < b es un divisor privilegiado de b que
recibe el nombre de base auxiliar del sistema. Dado que los Sistemas de Numeracion

“aditivos” s6lo disponen de simbolos para representar las distintas potencias de la base y
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algunos de sus multiplos, no permiten escribir cualquier nimero natural con un nimero
finito de simbolos fijado de antemano. A medida que aumentan los numeros, se necesitan
simbolos nuevos para representarlos. La operacion que corresponde a la yuxtaposicion de
los simbolos es la adicion. Ejemplos historicos de Sistemas de Numeracion aditivos son

el sistema egipcio y el sistema romano.

(2) Sistemas de Numeracion de tipo II (“hibridos”). Se trata de sistemas en los que las
cifras no son mas que parcialmente libres ya que su posicion tiene cierta importancia.
Estos sistemas utilizan dos tipos de simbolos: los que representan las distintas potencias
de la base b, es decir, b°, b', b, b°, b",..., y los que representan los multiplicadores de
dichas potencias, o sea, 2, 3,..., (b — 1), que juegan el papel de coeficientes® y siempre se
colocan encima o delante de la potencia a la que multiplican (es aqui donde la posicion es
importante). En los sistemas ‘“hibridos” cada niimero se representa como el valor
numérico de un polinomio cuya indeterminada es la base b del sistema. Las operaciones
que corresponden a la yuxtaposicion de las cifras son la adicion y la multiplicacion, pero
todavia no es posible escribir cualquier nimero natural con un numero finito y
predeterminado de simbolos. Ejemplos de Sistemas de Numeracion “hibridos” son el

sistema chino y nuestro sistema decimal oral.

(3) Sistemas de Numeracion de tipo III (“de posicion”). En este tipo de sistemas las cifras
estan encadenadas, es decir, su posicion juega un papel esencial. Se trata de Sistemas de
Numeracion que solo disponen de simbolos para representar los b — 1 primeros nlimeros
naturales: 1, 2, 3,..., (b — 1) que jugaran el papel de coeficientes de las potencias de la
base b. Cada una de estas potencias b’ esta representada por la posicién i-ésima que ocupa
un coeficiente dentro del grupo de simbolos que representa al niimero. Asi, para indicar el
numero k (donde & varia entre 1y b — 1) de unidades de cada b’ se utiliza un simbolo que
solo depende de k y para distinguir entre k unidades de b’y k unidades de &’ se hace que el
simbolo correspondiente ocupe la posicion i (o la posicion j) en la sucesion de cifras que
representa el nimero en cuestion. Las operaciones que corresponden a la yuxtaposicion
de las cifras son la adicion y la multiplicacion. Los sistemas “de posicion” permiten
escribir cualquier numero natural utilizando inicamente un nimero finito de simbolos

determinado previamente.

3 El namero 1 no se utiliza como multiplicador ya que es innecesario.

61



Capitulo Il

Entre los Sistemas de Numeracion de posicion distinguiremos dos subtipos:

(3a) Los sistemas en los que un divisor a de la base b juega un papel privilegiado, y en los
que so6lo se dispone de simbolos para representar los nimeros naturales 1 y a. Estos
sistemas ‘“de posicion primitivos”, como el maya y el babilonico, presentan
ambigiiedades ya que ademas, en un primer momento, no utilizan el cero como cifra, es

decir, no utilizan ningtn simbolo para indicar que faltan las unidades de un cierto orden.

(3b) Los Sistemas de Numeracion “posicionales completos” que utilizamos actualmente
como, por ejemplo, nuestro sistema de numeracién decimal. Estos aparecen cuando los
anteriores se completan con el cero y con un simbolo para representar cada uno de los
numeros mas pequenos que la base b, y es por esta razon por la que hemos optado por

llamarles completos.

Como hemos dicho anteriormente, en lugar de proponer una OM cristalizada, es decir un
modelo epistemologico estdtico de OM,, propondremos un modelo epistemologico
dinamico guiado por el desarrollo evolutivo de una sucesion de OM de modo que cada
nueva OM amplia y “completa” relativamente los distintos componentes de la anterior hasta
desembocar en OM,. Veremos que, en esta sucesion, cada OM encuentra su razon de ser en

las limitaciones de la anterior.

La eleccion de las OM intermedias proviene del analisis detallado de la cuestion matematica
de partida q y de las restricciones que impone el hecho que su respuesta deba ser
reconstruida en una institucion escolar determinada. Esto nos ha llevado a considerar tres
grandes categorias de Sistemas de Numeracion: “aditivos” (OM,), “hibridos” (OM,) y “de
posicion” (OM,), cada una de las cuales da origen a un nuevo eslabon en la sucesion de OM

que, partiendo de una OM inicial rudimentaria (OM;), acaba desembocando en OMj;:

OM; > OM, > OM, > OM,
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2. LOS SISTEMAS ADITIVOS
2.1. La Organizacion Matematica inicial en torno a un sistema aditivo rudimentario

El tipo de tareas que genera la Organizacion Matematica inicial (en adelante OM;) esta
asociado a cuestiones problematicas muy elementales relativas a la designacion de los

numeros naturales que pueden describirse como sigue:

(1) ;{Cémo expresar los nimeros naturales mediante simbolos de manera que no

haya ninguna ambigiiedad?

(2) ;Como expresar los numeros naturales utilizando Gnicamente una “pequena”

cantidad de simbolos diferentes fijados de antemano?

(3) (Como expresar cada nimero natural mediante simbolos de manera que la

cadena resultante no sea excesivamente “larga”?

A fin de producir una técnica inicial para abordar el tipo de tareas asociadas a dichas

cuestiones, partiremos de dos técnicas extremas de representacion de los nimeros:

(a) Utilizar un tnico simbolo y repetirlo tantas veces como indica el niumero

que queramos representar.
(b) Utilizar un simbolo diferente para cada numero natural.

Un ejemplo de técnica (a) es la que consiste en la correspondencia término a término, donde
cada objeto de la coleccion es representado por el simbolo I. Es un SN donde so6lo se dispone
de un simbolo y con ¢l se puede representar cualquier numero, por ejemplo, el 12 se
representa IIIIIIIII. Un ejemplo de técnica (b) es la que se utiliza en el conteo, usando las
palabras-nimero de forma global, representando cada nimero por una palabra distinta: uno,
dos, tres,..., diez, once, doce,..., dieciséis, etc. En esta técnica, por ejemplo, la palabra
dieciséis se utiliza de forma global, sin considerar que es diez y seis, o también, para
designar dieciséis se puede emplear la representacion 16 como un todo, sin tener en cuenta

el caracter posicional de las cifras utilizadas.
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Esta claro que la técnica (a) permite responder a (1) y (2) pero no a (3), mientras que la

técnica (b) permite responder a (1) y (3) pero no a (2).

Veamos ahora cémo el trabajo con estas técnicas extremas permitira desarrollarlas y
hacerlas evolucionar hacia técnicas intermedias que sean mas utiles y eficaces para
responder simultdneamente a las cuestiones (1), (2) y (3). Si consideramos el uso del palote
como unico simbolo, el namero 17 se representa mediante “IITIIITIIIIIIII. Esta técnica es
la primera utilizada histéricamente para describir los numeros, realizando muescas en un
cayado o en una piedra. Es evidente que presenta fuertes limitaciones y resulta ineficaz
cuando queremos describir y leer nimeros de gran tamano. Por ello, aparece una mejora de
dicha técnica que consiste en realizar agrupamientos de un tipo fijo. Asi, por ejemplo, para
representar el nimero 17 haciendo grupos de 5, la aplicacion de esta técnica proporciona la

representacion:

!

Si creamos un nuevo simbolo, por ejemplo “V”, para representar al nimero cinco, se tiene la
nueva representacion “VVV II” que es mas sencilla y que, por tanto, constituye una mejora
de la técnica. Denominaremos T; a esta técnica primitiva de un unico tipo de agrupamiento
que utiliza un simbolo para designar al grupo que siempre estd formado por el mismo
numero de objetos (en nuestro ejemplo cada grupo consta de cinco objetos) y la
consideraremos como la técnica bésica o técmica inicial. Esta técnica emplea solo la
operacion de adicioén y es muy utilizada en la estadistica descriptiva elemental para realizar

. 4
recuentos de frecuencias absolutas.

La técnica t; presenta muchas limitaciones, incluso antes de plantearse la cuestion de las
operaciones aritméticas. Ademas de no dar una respuesta satisfactoria a la tarea (3), tampoco
permite la comparacion sencilla de dos numeros tarea que, como hemos dicho, es bésica
para una buena representacion simbolica de éstos. De hecho, si tenemos dos niimeros

representados mediante la técnica tT; y queremos compararlos utilizando sus expresiones

4 .. . . , .
En una actividad de recuento existen notaciones especificas para las agrupaciones, como: H--.
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escritas, no tendremos mas remedio que acabar comparando colecciones mediante la técnica,

un poco pedestre, de la correspondencia término a término.

Podriamos decir, en resumen, que la técnica inicial de representacion de los numeros
naturales, t;, s6lo sirve para describir nimeros pequefios y aporta una Unica novedad
respecto a la representacion “lineal” de los nimeros (coleccion uniforme sin ningun tipo de
agrupamientos): el empleo de un unico tipo de agrupamiento, que ayuda a leerlos y
describirlos un poco mejor. La primera evolucion que consideraremos consistird
precisamente en repetir estos agrupamientos con los grupos de simbolos obtenidos

previamente.

2.2. La Organizacion Matematica en torno a un sistema aditivo

Consideramos la técnica de numeracion T, que utiliza agrupamientos de forma regular. Esto
significa que T, utiliza sistematicamente agrupamientos de primer orden y agrupamientos de
agrupamientos de primer orden (agrupamientos de segundo orden) y asi sucesivamente. Esta
técnica de numeracion 1, puede ser considerada como una evolucion de la técnica inicial T;y
genera una nueva organizacion, OM,, desarrollada en torno a un sistema de numeracion de
tipo I (“aditivo”) y cuya principal virtud consiste en que permite representar una gran
cantidad de numeros naturales de una forma relativamente abreviada y sistematica. El tipo
de tareas que genera OM, estd asociado a las cuestiones problematicas descritas para OM; y,
en especial, a aquellas cuestiones problematicas que no encontraban en OM; una respuesta
adecuada, tales como la cuestion (3). En esta nueva organizacion pueden plantearse nuevas
cuestiones, como (4), (5), (6), (7) y (8) aunque, como veremos, €stas tampoco pueden

resolverse plenamente en OM,:

(1) (Cémo expresar los nimeros naturales mediante simbolos de manera que

no haya ninguna ambigiiedad?

(2) (Como expresar los nimeros naturales utilizando Ginicamente una pequeiia

cantidad de simbolos diferentes fijados de antemano?
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(3) (Como expresar cada numero natural mediante simbolos de manera que la

cadena resultante no sea excesivamente larga?
(4) ;Como comparar dos nimeros mediante sus expresiones escritas?

(5) (Como representar los nimeros naturales de manera que se simplifique el

algoritmo de la operacion suma?

(6) ;Como representar los numeros naturales de manera que el algoritmo de la

operacion resta sea lo mas sencillo posible?
(7) ;Y para que se simplifique el algoritmo de la operacion producto?
(8) /Y para que se simplifique el algoritmo de la operacion division euclidea?

La nueva técnica T, utiliza simbolos para designar “unidades de 6rdenes sucesivos” que se
corresponden con las sucesivas potencias de la base. Si consideramos agrupamientos de 10
unidades, aparece un Sistema de Numeracion similar al egipcio cuyos simbolos’ I, A, B, C,
D, E y F designan unidades sucesivas, cada una de las cuales es diez veces la anterior (aqui
los simbolos representan a cada una de las 7 primeras potencias de la base, 10°% 10", 10, 10°,
10%,10° y 10%):
1->1 10> A 100> B 1.000 > C
10.000 - D 100.000 - E y 1.000.000 - F

Con este sistema se resuelven las tareas asociadas a las cuestiones (1) y (2) de manera mas
econdmica y sencilla que con la técnica inicial 7;. Pero para las tareas asociadas a la cuestion
(3), aunque se mejora la respuesta, T, sigue presentando dificultades ya que, por ejemplo,
para representar el nimero 9.999.999 necesitamos 63 simbolos, es decir, 9 ejemplares de

cada uno de los simbolos diferentes de que disponemos.

> Los simbolos que utilizamos en todo este trabajo generalmente no son los mismos que fueron usados
histéricamente. Dado que en este trabajo no pretendemos llevar a cabo un estudio histérico de los Sistemas de
Numeracion, nos servimos de simbolos mas comodos de representar.
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2.2.1. La comparacion de numeros en el sistema aditivo

Este sistema no permite dar una respuesta suficientemente eficaz a la cuestion (4) ;Como
comparar dos numeros mediante sus expresiones escritas? Basta observar, por ejemplo, que
para comparar dos nimeros en OM, no es suficiente con conocer la cantidad de simbolos
necesarios para representar dichos nimeros. El algoritmo de comparacion de dos numeros a
partir de sus expresiones escritas en OM, se ha esquematizado en el organigrama de la
pagina siguiente. También, cabe plantearse hasta qué punto OM, responde a las tareas de
calculo en las diferentes operaciones (cuestiones (5), (6), (7) y (8)). Veremos que, si los
numeros son “pequerios”, las tareas de sumar, restar, multiplicar y dividir pueden realizarse
en OM, de manera razonablemente econdmica, utilizando por ejemplo la designacion de los
nimeros que proporciona el sistema de numeracion egipcio. Pero estos algoritmos pierden
rapidamente eficacia si se trata de calcular con niimeros no tan “pequefios”. A continuacion

veremos algunos ejemplos.
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ALGORITMO DE COMPARACION DE NUMEROS EN OM,

Buscamos el simbolo de
mayor valor en ambos
nameros

NO Es mayor el nimero
—» que tiene el simbolo de
mayor valor

(Son iguales?

Hallamos la cantidad
de esos simbolos que
hay en cada nimero

Es mayor el que tenga
mas simbolos

(Hay la
misma
cantidad?

NO

(Hay mas simbolos

en alguno de los Los dos nimeros son

dos nimeros? iguales
(Hay mas NO Es mayor el nimero en
51mb0,10s en })OS > el que haya mas
dos niimeros? simbolos

Buscamos el siguiente
simbolo de mayor valor en
ambos nimeros

A
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2.2.2. Sumar en el sistema aditivo

Para explicar un algoritmo de la suma en OM,, lo haremos aplicandolo al caso de sumar
2675 + 3849. Para poder realizar la suma, primero serd importante colocar de forma

ordenada los simbolos, poniendo juntos los que son iguales.

CC BBB AAA 1II
2675 BBB AAA 1I
A

CCC BBB AAA 1II
3849 BBB A III
BB III

~/

Una vez representados ambos numeros de forma ordenada, se pasa a considerar el nuevo
nimero que representan todos los simbolos juntos. Luego se hace un repaso por cada tipo de
simbolo y cuando se tienen grupos de diez o mas simbolos iguales se sustituye cada grupo
de diez simbolos iguales por el simbolo que representa una unidad del agrupamiento de
orden superior. Asi se sustituye un grupo de diez [ por una A, uno de diez A por una B, y asi

sucesivamente. Una vez realizadas todas las sustituciones se obtiene el resultado de la

adicion: CC BBB AAA 1II
2675 BBB AAA I
A
CCC BBB AAA I
3849 BBB A I
BB T

CCC BBB AA III
6524 CCC BB I

2.2.3. Restar en el sistema aditivo

Utilizaremos el ejemplo de restar 8215 — 3627 para explicar un algoritmo de la resta en
OM,. Primero se escribe el minuendo, colocando de forma ordenada los simbolos y

poniendo juntos los que son iguales:

CCC BB A 1III
8215 CCC II
CC
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A continuacién, después de escribir de manera ordenada también el sustraendo, se
descompone el minuendo de manera que se puedan eliminar tantos simbolos de cada orden

como indica el sustraendo.

CCC BBB AA 1II
3627 BBB i
I

Como en nuestro caso el minuendo solo tiene 2B, se debe descomponer una C en 10B para
poder eliminar 6B. También el minuendo sélo tiene una A, para poder eliminar 2A debemos
descomponer una B en 10A. Por ultimo, como sélo tenemos 5 I en el minuendo y deben

eliminarse 7 I, se descompone una A en 10 I:

CcCC III
8215 CCC BBB AAA
C K BBB HIH
BBBB AAAA IIHI

Una vez realizadas las descomposiciones, ya pueden eliminarse todos los simbolos que

constituyen el sustraendo, esto es: tres C, seis B, dos A y siete I, obteniéndose:

CCC BBB AAAA 1III
4588 C BB AAAA I
2.2.4. Multiplicar en el sistema aditivo

A continuaciéon, se explica el funcionamiento de un algoritmo de la multiplicacion
realizando el calculo: 37 x 245. El algoritmo se basa en realizar duplicaciones sucesivas de
uno de los factores (el multiplicando, que se elige como el nimero mayor) y en agrupar estas
duplicaciones hasta formar el otro término o multiplicador (el nimero menor). Hay que
sefalar que, antes de empezar a realizar el calculo, se deben colocar de forma ordenada los

simbolos de cada uno de los nimeros que intervienen:
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N I BB AAAA TIIII BB AAAA IIII <«
[ BB AAAA Aw—_ NI BB AAAA A
I BB AAAA HIN BB AAAA
N 1 BB AAAA BBBB B AAAA «
I BB By BBBB AAAA
BB AAA
CC AAAA
BBBB AAA BBBB B AAA
II11 Cy_PRBB \ C BBBB AAA
11 A XA
BBBB  AAA
BBB B CCC BBBBB AA
Av\% il CC +J A BBBB
W I B AA
C BBBB  AA
N CCC BBBB AA |CCC BBBB AA <«
AA 1 1 CCCC BBBB AA
A‘/%\I I CcCC c‘/
BBBB AA

Ayudéandonos de nuestro sistema de numeracion posicional decimal, podemos representar de

forma mucho mas sencilla los calculos anteriores:

Composicién del multiplicador Duplicaciones del multiplicando
- 1 245 «—
2 490
- 4 980 <~
8 1960
16 3920
— 32 7840 <«

Para calcular 37 veces 245, se hacen sucesivas duplicaciones de 245 y se detiene el proceso
en 32 veces 245, ya que la siguiente duplicacioén proporcionaria 64 veces 245 que supera las
37 veces 245 que se pretende calcular. Para completar desde las 32 veces 245 hasta las 37
veces 245, se buscan en la columna de la izquierda los nimeros que sumados a 32 den 37
(son el 4 y el 1) y se sefialan éstos y el 32 y sus correspondientes en la columna de la
derecha (o sea, 7480, 980 y 245). Por ultimo se suman los nimeros sefialados en la columna

de la derecha y se obtiene el producto:
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7840 { CCC  BBBB  AA
CCCC  BBBB  AA
BBBBB  AAAA
980 { BBBB  AAAA
245 { BB AAAA I
9065 {ccccc AAA I
CCCC AAA I

Asi se obtiene que 37 x 245 = 7840 + 980 + 245 = 9065.

Como veremos en el apartado 2.2.6, este algoritmo se basa en el teorema fundamental de los

Sistemas de Numeracion segun el cual cualquier nimero natural puede descomponerse

como suma de potencias de 2.

2.2.5. Dividir en el sistema aditivo

Un posible algoritmo para la division consiste en realizar la operaciéon inversa a la

multiplicacion anterior. Para explicarlo, utilizaremos el ejemplo de 1475 dividido entre 43.

Primero debemos colocar de forma ordenada los simbolos de cada uno de los nimeros que

intervienen en el calculo. Se hacen duplicaciones de 43 hasta acercarnos lo mas posible a

1475:
I AAAA 111 AAAA 111
- I AAAA 1II AAAA 1II —
AAAA 111 AAAA 111
AAA % I
AAA | I B AAAATI
II AAA
11 B A
BB \m AA Il
IIII B A AA Tl BBB AAAA III
I111
A TIIIT BBB AAAA IIII BBB AAAA III
BBB AAAA 1III BBB AAAA 11
- «—
B AAA II}K: IIT| CBBB AAAA III
AAA Tl / B/ A ‘% III AAA 1II
C B A
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Ayudandonos, de nuevo, de nuestro sistema de numeracién, podemos representar de forma

mucho mas sencilla los calculos anteriores:

1 43
— 2 86 <«
4 172
8 344
16 688
— 32 1376 «

Nos detenemos en 1376, en la columna de la derecha, porque la duplicacion siguiente daria
un numero superior al dividendo 1475. A continuaciéon se buscan en la columna de la
derecha los numeros que sumados a 1376 se acerquen lo mas posible a 1475. Obtenemos

que es 86: 1376 + 86 =1462. { C BBB AAAA III

1376 AAA 10
{ AAAA 1II

86 AAAA 111
{C BBBB AAA 1I

1462 AAA

Como a 1462 le faltan 13 para alcanzar 1475, el resto de la division es 13. Y como los
numeros que acompafan a 1376 y a 86 son, respectivamente, 32 y 2, resulta que el cociente

de la division es 34.

2.2.6. Elementos tecnoldgico-teodricos del sistema aditivo

Hasta ahora podemos afirmar que OM, nos proporciona una técnica de representacion de los
nimeros T, a la que podemos aplicar lo que numerosos autores (Roanes, 1983; Cid,
D. Godino y Batanero, 2004; Damphouse, 2002) denominan el teorema fundamental de los

Sistemas de Numeracion:

Dado un numero natural b > 1, que llamaremos base del sistema, cualquier nimero natural z se escribe
de manera tnica en la forma: n = agb® + a\b + ab*+ azb® +....+ @bt para un unico k, y con ao, a;, a,

as, ......, aynumeros naturales menores que b y a;# 0. Los nimeros aq, a,, a,, as, ..., a; son los restos
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sucesivos de la division de n y los cocientes sucesivos entre b, hasta la primera division que da un

cociente nulo. De modo que si realizamos dicha division quedara como sigue:

b
n
a, nll.b_

a; n b

ay n3........

Ng_1 b

[2) ] ay b

Ay 0

A pesar de que la mayoria de los autores s6lo aplican este teorema a los SN posicionales, es

facil observar que del teorema se desprende que todo nimero natural » que cumpla:
n<(b-D"+bB-Db+B-Db+B-1)b+ ... +(b-1)b"

tiene una Unica representacion en un sistema aditivo con (4 + 1) simbolos que designan las

potencias de la base bo, b, b, b’ R, , bh, siendo /2 un nimero natural. Nétese que:
B-1DB"+B-1b+B-1Db*+(B-1)b + ...+ (b—1)b"
es el mayor nimero que se puede escribir en OM,.

Vemos pues que OM, aporta una respuesta valida a las tareas asociadas a la cuestion (1), de
modo que no hay ambigiliedad en la expresion escrita de los numeros. Pero con la
peculiaridad de que los sistemas aditivos, como carecen de simbolos para los
multiplicadores de las potencias de la base, en vez de los simbolos de ay, a1, a», a3, ..., ax
aparecen a, veces el simbolo de bo, a; veces el simbolo de bl, a> veces el simbolo de bz, as
veces el simbolo de b3, y asi hasta a; veces el simbolo de p*. Ademas, cuando alguin a; sea
cero, entonces no se escribe el simbolo correspondiente de 4. Por otro lado, aunque T,
aporta una mejor respuesta que T; a las tareas asociadas a la cuestion (3), ya que las cadenas
de simbolos necesarias para representar cada nimero son de menor longitud, sigue sin dar
una respuesta satisfactoria a las tareas asociadas a la cuestion (2), al ser necesario un

simbolo para cada una de las potencias de la base.
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Como hemos visto, con esta técnica de representacion de los numeros también se puede dar
una primera respuesta “razonable”, para numeros no muy grandes, a las tareas asociadas a
las cuestiones (4), (5), (6), (7) y (8) relativas a la comparacion de nimeros y a las

operaciones aritméticas elementales.

A continuacion presentamos algunos elementos que justifican las técnicas asociadas a t,.

La técnica de comparacion de dos numeros en el SN aditivo se basa en la comparacion
término a término de conjuntos de repeticiones de un mismo elemento: primero hay que
buscar cual es el simbolo de mayor valor en ambos niimeros y, a igual simbolo de mayor
valor, es necesario contar la cantidad de esos simbolos que hay en ambos niimeros. Para
elegir el simbolo de mayor valor se necesita comparar cada simbolo con todos los demas
dentro de cada nimero. A continuacidon se comparan el simbolo de mayor valor del primer
nimero con el simbolo de mayor valor del segundo nimero. En caso de que sean iguales,
sera necesario contar cuantos ejemplares hay de cada simbolo y volver a comparar el
nimero de simbolos obtenidos. A continuacién si hay el mismo nimero de simbolos de
mayor valor, hay que preguntarse si hay mas simbolos en ambos nimeros y asi se puede
continuar hasta encontrar cudl de ellos es el mayor o si ambos son iguales. Para llevar a cabo
esta técnica, la tarea queda muy facilitada si se ordenan previamente los simbolos que
designan cada uno de los numeros, poniendo juntos aquellos que son iguales y ordenando
los conjuntos de simbolos repetidos empezando por los de mayor valor. Ademas, hay que
anadir que la cantidad de simbolos utilizados para representar un nimero no esté relacionada
con el tamano del numero designado. Por todo ello, podemos decir que el SN aditivo no

garantiza una comparacion satisfactoria.

La justificacion de la técnica de adicion se basa en el principio de la numeracion de base 10
segin el cual 10 unidades de un mismo orden equivalen a una unidad del orden

inmediatamente superior.

En el caso de la técnica de sustraccion se aplica el mismo principio pero de modo inverso,
es decir, primero eliminando dentro de cada orden los simbolos correspondientes y, cuando
en un orden determinado atn se tienen que eliminar mas simbolos de los que se dispone, se

pasa a utilizar el principio de la numeracion decimal.
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En lo que se refiere a la técnica multiplicacion por duplicaciones sucesivas, hemos visto que
¢ésta se basa en la posibilidad de expresar uno de los dos factores (el menor o multiplicador)
en suma de potencias de 2. Asi para multiplicar 37 x 245, lo que realizamos es expresar 37

como suma de potencias de 2, es decir,
37=20+2"+2°
y a continuacidn tenemos que
37 x 245 = (2° + 22+ 2°) x 245 = 2% 245 + 2% x 245 + 2° x 245 = 245 + 980 + 7840 = 9065.

En cuanto a la técnica de division, buscamos dos nimeros que llamamos el cociente y el
resto. El cociente lo vamos a obtener expresado como suma de potencias de 2 y el resto
como la diferencia entre el dividendo y el producto del divisor por el cociente obtenido. Asi
por ejemplo para dividir 1475 entre 43, buscamos el mayor niimero natural expresado en
suma de potencias de 2 que multiplicado por 43 nos dé un nimero menor o igual que 1475.

Este niimero, que llamamos cociente de 1475 entre 43, es (2' + 2°) = 34, pues
34 x43=2"+2°) x 43 =2" x 43 + 2°x 43 = 86 + 1376 = 1462.
Y el resto sera 1475 — 1462 = 13.

El elemento tedrico clave es aqui el teorema fundamental de los Sistemas de Numeracion
que hemos explicitado mas arriba, aplicado aqui a agrupamientos en base 2, que permite
mostrar que siempre es posible expresar cualquier nimero natural como suma de potencias
de 2. De este modo, podemos asegurar que siempre van a ser posibles la multiplicacion y
divisién de cualquier par de nimeros naturales utilizando dichas técnicas. En el caso de la

divisién debe cumplirse ademas que el dividendo sea mayor o igual que el divisor.
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2.2.7. Evoluciones de la técnica de representacion aditiva

Los célculos anteriores muestran muy claramente lo poco economica que es la técnica de
numeracion T, a poco que aumente el tamafio® de los numeros involucrados en las
operaciones aritméticas. Una de las dificultades que presenta esta técnica de representacion
de los nimeros es la gran cantidad de simbolos que necesita para designar algunos nimeros.
Asi, por ejemplo, para representar el nimero 999 se necesitan 27 simbolos, y para

representar el nimero 98.765 son necesarios 35 simbolos.

Histéricamente, una primera mejora de t, con el fin de dar una respuesta mas eficaz y
econdmica a las tareas asociadas a (3) es la aportada por el sistema romano, cuyos simbolos
IV, X,L,C,Dy M designan unidades sucesivas que son alternativamente el quintuplo o el
doble de la anterior (es decir, 100, 5><100, 101, 5><101, 102, 5%10? y 103). Asi, con esta
variacion de la técnica T,, que llamaremos 1’,, si queremos representar el nimero 999 soélo
necesitaremos 15 simbolos, es decir, D CCCC L XXXX V IIII, frente a los 27 que

necesitdbamos en el sistema egipcio.

Los sistemas aditivos han sufrido histéricamente nuevas modificaciones para responder
mejor a la cuestion (3). El objetivo siempre es disminuir el nimero de simbolos necesarios
para representar los niimeros que se utilizan usualmente, como el 999, sin preocuparse
demasiado de las (posibles) restantes funciones de la representacion simbolica de los
numeros. Asi, por ejemplo, el sistema romano introdujo una nueva variacion a la técnica 1’°,,
que podemos denominar T’°,, segun la cual todo simbolo colocado a la izquierda de un

simbolo de valor inmediatamente superior, indica que el menor debe restarse del mayor:
9 -IX; 4 > 1V; 40 - XL; 90 —» XC; 400 —» CD; 900 — CM.

De este modo el numero “999” requiere s6lo 6 simbolos CM XC IX en lugar de 27; pero
todavia necesitamos 12 simbolos para designar el “888” DCCC LXXX VIII. Esta importante
mejora de la técnica de representacion para dar respuesta a las tareas asociadas a (3), que

incluye la posicion como variable para el valor atribuido a cada simbolo, la convierte, sin

% Los calculos aritméticos en OM, pueden realizarse sin necesidad de tener que recurrir a las tablas de sumar
ni a las de multiplicar. Pero esta ventaja que funciona cuando se trata de operar con niumeros pequefios, sin
embargo desaparece cuando el tamafio de los nimeros empieza a aumentar. Mas adelante daremos criterios
para analizar la economia y la fiabilidad de los algoritmos.
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embargo, en una técnica todavia menos economica y menos eficaz para realizar operaciones
aritméticas, incluso con nameros pequefios. De ahi que se tuviera que complementar con
otros Sistemas de Numeracion, no escritos, para el desarrollo de las operaciones aritméticas.

Como escribe el historiador francés Georges Ifrah (1987, p. 176):

Por ello los contables romanos (y los calculadores europeos de la Edad Media, posteriormente)

siempre recurrian a abacos de fichas para practicar el calculo.

Podemos considerar, en resumen, que el objetivo principal o “razén de ser” de los Sistemas
de Numeracion aditivos, o de tipo I, es la representacion de los numeros naturales de
manera que no haya ambigiliedad y que se utilice una pequefia cantidad de simbolos, y no la

simplificacion de los algoritmos de las operaciones aritméticas.

En consecuencia, hemos visto que una direccion de variacion de la técnica de representacion

de los nimeros naturales es:

T 2Ta 27Ta2 10

Donde t; es la técnica de representacion caracterizada por realizar un unico tipo de
agrupamiento, T, la técnica que utiliza agrupamientos de forma regular, 1°, la primera
evolucion de t, empleada por el sistema de numeracion romano y t°°, la evolucion de t’°,
también introducida por el sistema romano. Pero esta direccion de evolucion de la técnica
nos lleva a un callejon sin salida si consideramos que los SN deben proporcionar también
herramientas para el calculo con los nimeros. Creemos, por lo tanto, que es necesario
ampliar la problemadtica y hacer evolucionar la técnica de representacion hacia la busqueda
de un sistema de numeracion que permita una mayor fiabilidad y economia en la realizacion

de los calculos.

3. LOS SISTEMAS HiBRIDOS COMO COMPLETACION DE LOS ADITIVOS

Existen direcciones de evolucion de la técnica 1, diferentes de la anterior. Asi, por ejemplo,
podemos querer mejorar la descripcion de los nimeros, no para mejorar su designacion, sino
para aumentar la eficacia de los algoritmos de comparacion de dos ntimeros — cuestion (4) —

y optimizar la economia y la fiabilidad de los algoritmos de las operaciones aritméticas —
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cuestiones (5), (6), (7) y (8). Por ello, podemos considerar una nueva direccion de evolucion
de la técnica 1, que se caracterizard por evitar la repeticion de simbolos gracias a la
introduccion de un nuevo tipo de simbolos que hardn el papel de multiplicadores de las
potencias de la base. Obtendremos asi una nueva técnica, Ty, de representacion de los
numeros naturales que constituye un sistema hibrido, aditivo-multiplicativo o de tipo II,

similar al sistema chino o a nuestro sistema oral:

_, —>

Ti Ta T’ ”

Th

3.1. La Organizacion Matematica en torno a un sistema hibrido

La nueva técnica 1y utiliza los simbolos que utilizaba 1, antes de ser modificada en la

direccion de t°, — 17’4, esto es, un simbolo para cada una de las potencias de la base:
I->10% A—>10"; B> 10% C— 10, D—>10% E— 10’ F— 10° ...

Pero, en lugar de utilizar las repeticiones de cada simbolo, utiliza unos nuevos simbolos que
haran la funcién de multiplicadores de dichas potencias: por ejemplo los simbolos 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 y 9 (el nimero 1 no se utiliza como multiplicador ya que es innecesario). De este

modo, el numero “3589” se representa mediante la escritura “3C 5B 8A 9”.

Con esta nueva técnica de representacion se evita la repeticion de los simbolos I, A, B, C,
D,..., que representan las potencias de la base, acortando asi la cadena escrita. Pero, a
cambio, se debe ampliar el conjunto de simbolos con los coeficientes o multiplicadores de

las potencias de la base.

3.2. La comparacion de niimeros en el sistema hibrido

El algoritmo de comparacion de dos numeros a partir de sus expresiones escritas en un
sistema de representacion hibrido lo hemos esquematizado mediante el organigrama de la

pagina siguiente. Mostraremos a continuacion, mediante algunos ejemplos, como pueden
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llevarse a cabo las operaciones aritméticas en un sistema hibrido. Ello nos va a permitir
comprobar que este tipo de SN proporciona una respuesta mas econoémica y eficaz a las

tareas de comparacion y de célculo que los SN aditivos.
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ALGORITMO DE COMPARACION DE NUMEROS EN EL SN HIBRIDO

Buscamos el simbolo de mayor

valor entre los simbolos de las

potencias de la base de ambos
numeros

J

;Son

NO

A

Es mayor el que tenga el

iguales?

lSI

Buscamos el coeficiente de dicho
simbolo en ambos nimeros

(Son iguales?

{Hay mas simbolos de
potencias de la base en

alguno de los dos
nimerng?

(Hay mas simbolos de las
potencias de la base en los
dos niimeros?

Buscamos el simbolo de la

potencia de la base de mayor
valor entre los que quedan
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NO

simbolo de las potencias de la
base de mayor valor

\ 4

Es mayor aquel tenga el
coeficiente de mayor valor

NO Los dos niimeros son
iguales

Es mayor el nimero que tiene

<_—»| mas simbolos de las potencias

de la base
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3.3. Sumar en el sistema hibrido

Para explicar un posible algoritmo de la adicion en el sistema hibrido utilizaremos el
ejemplo: 3589 + 2874. Primero, dentro de cada nimero, colocamos de forma ordenada los
simbolos de las potencias de la base con sus correspondientes coeficientes. Luego,
escribimos la representacion de ambos numeros, uno debajo del otro, haciendo corresponder
en la misma columna los simbolos correspondientes a la misma potencia de la base.
Después, se suman los coeficientes de cada potencia de la base y, si se obtienen diez o méas
de una determinada potencia, se sustituyen diez unidades de una potencia de la base por una

unidad de la potencia inmediatamente superior.

FATA

6C §<4B 6A\?§3

Se simplifican mucho las expresiones escritas de los calculos pero, a cambio, debe utilizarse

la tabla de sumar de los coeficientes.

3.4. Restar en el sistema hibrido

Para explicar un algoritmo de la resta en OMj, vamos hacerlo con el ejemplo: 4235 — 2648.
Primero colocamos de forma ordenada los simbolos de cada uno de los nimeros y
empezamos como en el ejemplo anterior. Se restan los coeficientes de la primera potencia de
la base, luego los de la segunda, y asi sucesivamente. Cuando para cierta potencia de la base
resulte que en el minuendo hay menos unidades que en el sustraendo, se debe descomponer
una unidad de la potencia inmediatamente superior (del minuendo) en diez unidades de la
potencia en cuestion a fin de que en el minuendo siempre haya mas unidades que en el

sustraendo (de cualquier potencia de la base) y pueda efectuarse la resta:
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4C 2B 3A 5 4C 2B 2A 2< T 5
2C 6B 4A 8 2C 6B 4A 8
7
4C B —> B2A AS 3C/\@t> CB B2A A5
2C 6 4A 8 2C 6B 4A 8
8A 7 C 5B 8A 7

3.5. Multiplicar en el sistema hibrido

Para explicar el funcionamiento de un algoritmo de la multiplicacion en un sistema hibrido

utilizaremos el ejemplo 2745 x 389.

Para multiplicar 2C 7B 4A 5 por 3B 8A 9, se deberan utilizar dos tablas de multiplicar:

la de los coeficientes y la de las potencias de la base.

Tabla de multiplicar de los coeficientes

X 2

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 2 4 6 8 A A2 A4 A6 A8
3 3 6 9 A2 AS A8 2A 1 2A 4 2A 7
4 I 4 8 A2 A6 2A 2A 4 | 2A 8 3A2 3A 6
5 I 5 A AS 2A 2A 5 3A 3A°5 4A 4A 5
6 I 6 A2 A 8 2A 4 3A 3A 6 | 4A 2 | 4A 8 5A 4
7 I 7 A 4 2A 1 2A 8 3A°5 4A 2 | 4A 9 | 5A 6 | 6A 3
8 I 8 A 6 2A 4 3A2 4A 4A 8 | 5A 6 | 6A 4 | TA 2
9 I 9 A 8 2A°7 | 3A 6 | 4A 5 | SA4 | 6A3 | TA 2 | 8A 1

Tabla de multiplicar de las potencias de la base

X A B C D...
A B C D E

B C D E F

C D E F

D E F

Para efectuar el producto, primero, dentro de cada niimero, colocamos de forma ordenada
los simbolos de las potencias de la base con sus respectivos coeficientes. Luego
multiplicamos cada componente del primer numero, 3B 8A 9, por cada componente del
segundo, 2C 7B 4A 5. Se empieza multiplicando 9 por 2C, por 7B, por 4A y por 5y se
suman los cuatro resultados obtenidos. A continuacion se multiplica 8A por 2C, por 7B, por
4A y por 5 y asi sucesivamente. Para obtener el resultado final se suman las cantidades

obtenidas en las tres multiplicaciones parciales.
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2C 7B 4A 5 2C 7B 4A 5
X 3B 8A 9 9 EE—

v
X

4A 5
3B 6A
6C 3B
D 8&C
2D 4C 7B 5
2C 7B 4A 5 2C 7B 4A 5
X 8A X 3B
e
4B C 5B
3C 2B D 2C
5D 6C 2E D
E 6D 6E
2E D 9C 6B 8E 2D 3C 5B

A continuacion se suman los tres resultados parciales:

2D 4C 7B 5
2E D 9C 6B
8E 2D 3C 5B

F 6D 7C 8B 5

Igualmente, para realizar este algoritmo, de forma sencilla, es necesario conocer las tablas de

sumar de los coeficientes.

3.6. Dividir en el sistema hibrido

Realizaremos la division de 3589 entre 74 para explicar el funcionamiento de un algoritmo
de la division euclidea en OM;,. Primero colocamos de forma ordenada los simbolos de cada

potencia de la base con sus respectivos coeficientes.

3C 5B 8A 9 TA 4

A continuacién, se busca en la tabla de multiplicar de las potencias de la base cudl es la
potencia de la base que multiplicada por A da C y resulta ser B, B x A = C, pero como el

coeficiente de A es 7, B x 7A = 7C, que es mayor que 3C. Debe tomarse A que es la
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potencia de la base inmediatamente inferior. A continuacion, se utiliza la tabla de los
coeficientes para ver qué coeficiente le corresponde a A, y vemos que debe tomarse 4A. De
este modo, 4A x (7A 4) =2C 9B 6A, que restado de 3C 5B 8A 9, proporciona el dividendo
parcial 6B 2A 9.

3C 5B 8A 9 7A 4

2C 9B 6A 4A

6B 2A 9

Andlogamente debemos buscar qué potencia de la base, con su correspondiente coeficiente,
multiplicada por 7A 4 se acerca lo mas posible a 6B 2A 9. Segun las tablas de multiplicar
el nimero buscado es el “8”, porloque: 8 x(7A 4)= 5B 9A 2 yrestadode 6B 2A
9 da como resto 3A 7.

3C 5B 8A 9 7TA 4
2C 9B 6A 4A 8
6B 2A 9
SB 9A 2
3A 7

Resulta, en resumen, que el cociente es 4A 8 yelresto 3A 7,yaque

3C 5B 8A 9 = (7A 4)x (4A 8)+3A 7

3.7. Elementos tecnologico-tedricos del sistema hibrido

Con lo que hemos visto hasta ahora, y como consecuencia del teorema fundamental de los
Sistemas de Numeracion (seccidon 2.2.6), podemos afirmar que la OMj, nos proporciona una

técnica de designacion de los nimeros T, en la que todo niimero natural » que cumpla:
n< b=+ B-1Db+b-Db+(B-1)b+ ..+ (b—1)b"

tiene una Gnica representacion (siendo (b — 1)0° + (b — )b + ...+ (b — 1)b" el mayor
nimero que se puede escribir). La técnica Ty utiliza (2 + 1) simbolos que designan las

potencias de la base B’ b, B, D°,..., bh, donde % es un nuimero natural. Ademas, en este
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sistema, hay simbolos para cada uno de los coeficientes ao, ai, s, as,...,a; donde los a; €
{2,3,4,5,6, ..., (b—1)}. Notese que los multiplicadores 0 y 1 se omiten en el sistema, por

no ser necesarios. De este modo, la escritura del numero
aobo +aib +:..+-akbk
consiste en un grupo de simbolos
aobo a1b a2b2 a3b3... akbk

formado por parejas de simbolos a;b', donde cada simbolo de la potencia de la base va
siempre acompafiado del correspondiente simbolo de su coeficiente, salvo en los siguientes

Casos:

e Cuando la potencia de la base sea b° = 1, sdlo aparece el simbolo del coeficiente aq, a no ser

que también sea ay= 1. En este caso se escribe sélo un 1.

e Cuando el coeficiente a; sea cero, no aparece ningin simbolo, ni el simbolo de a; ni el

simbolo de b'.

e Cuando el coeficiente a; sea uno, sélo aparece el simbolo de la correspondiente potencia de

la base b'.

~ sy ’ 0 2 3 k
Hay que sefialar también que el grupo de simbolos (aph™ aib ab” asb’... aib") no
necesariamente debe estar ordenado, es decir, las parejas deben siempre permanecer juntas,
pero dichas parejas pueden representarse en cualquier orden, de este modo, una

., . , .y k 0 13 42
representacion posible seria también (ad"... aib aob™ asb’ axb”).

Esta técnica de representacion nos aporta una respuesta valida a las tareas asociadas a la
cuestion (1), de modo que no se presenta ambigiiedad en la expresion escrita de los nimeros.
Mejora la respuesta que da la técnica aditiva a las tareas asociadas a la cuestion (3), pero
sigue sin permitir una respuesta plenamente satisfactoria a las tareas asociadas a la cuestion
(2) Ademas, con esta técnica T de representacion de los numeros se puede dar una respuesta
mas eficaz y de mayor alcance, que con T, a las tareas de comparacion y de calculo

asociadas a las cuestiones (4), (5), (6), (7) y (8).
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La técnica de comparacion de dos niameros en OM; es mas econdomica que la de los
sistemas aditivos, puesto que ahora ya no es necesario contar cuantas veces se repite cada
simbolo. Ademas, la tarea de ordenar los simbolos de las potencias de la base con su
correspondiente coeficiente resulta mas breve, debido a que las cadenas de simbolos
utilizadas para representar cada nimero son mas cortas. Una vez ordenados los simbolos de
las potencias de la base con sus correspondientes coeficientes dentro de cada nimero, se
comparan primero los simbolos de las potencias de la base (empezando por las de mayor
valor) y si el simbolo de las potencias es igual en ambos nimeros compararemos los
coeficientes correspondientes. En el caso de que también sean iguales los correspondientes
coeficientes, se repite el proceso, siempre que haya mas simbolos. En consecuencia, en este
caso solo va a ser necesario conocer el valor de los simbolos para luego compararlos, y no

sera necesario contar colecciones de simbolos para compararlas.

Al igual que con el SN aditivo, la justificacion de la técnica de adicion y la de la sustraccion

se basa aqui en el principio de la numeracion de base 10.

En lo que se refiere a la técnica multiplicacion, en realidad el algoritmo que hemos realizado
es andlogo al de la multiplicacioén de polinomios cuya variable es la base n (aqui n = 10). Asi

para multiplicar 2745 x 389:
Qn*+Tn*+4n+5)x Bn*+8n+9)=

Aplicamos la propiedad distributiva de la multiplicacion de los naturales respecto de la

adicion, ademas de las propiedades asociativa y conmutativa de la adicion
=+ T +4n+5)x 9+’ + Tn*+4n+5) x 8n + 2n* + Tn* + 4n + 5) x 3n’=
Aplicamos la asociativa y conmutativa de la adicion, y de nuevo la propiedad distributiva
=(5x9)+ (4n x 9)+ (7n*x 9) + (21> x 9) +
+ (5 x 8n) + (4n x 8n) + (7n* x 8n) + (21 x 8n) +
+(5 % 3n%) + (4n x 3n®) + (Tn* x 3n®) + 2n* x 3n%) =

Aplicamos los resultados obtenidos en la tabla de multiplicar de los coeficientes y en la tabla

de multiplicar de las potencias de la base, sabiendo que n = 10:
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= (4n +5) + 3n* + 6n) + (6n° + 3n®) + (n* +8n’) + (4n) + (3n + 2n%) + (5n* + 6n°) + (W’ + 61*) + (1®
+5n%) + (n* + 2n°) + (2n° + 1) + (61°) =

Aplicamos de nuevo las propiedades asociativa y conmutativa de la adicion, la propiedad

distributiva y los resultados obtenidos en la tabla de sumar
=5+8n*+7n +6n* +n’.

La técnica de division también es analoga al algoritmo de la division de polinomios cuya

variable es la base n (con n = 10). Asi para dividir 3589 entre 74 procedemos del siguiente

3 +5n° +8n+9 Tn+4

Buscamos en la tabla de multiplicar de las potencias de la base (n = 10) cual es la potencia

modo:

2 x n=n’. Pero como el coeficiente

de la base que multiplicada por n da n’ y resulta ser n’, n
de nes 7, n* x Tn="Tn’, que es mayor que 3n°. Debe tomarse n que es la potencia de la base
inmediatamente inferior. A continuacion, se utiliza la tabla de los coeficientes para ver qué

coeficiente le corresponde a n, y resulta que debe tomarse 4n. De este modo:
4n x (Tn+4) =21 + 9n* + 6n

donde hemos utilizado la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la adicion y
los resultados obtenidos en la tablas de multiplicar tanto de los coeficientes como de las
potencias de la base. El resultado obtenido lo restamos de 3n° + 51* +8 n + 9, aplicando la

técnica de sustraccion y obtenemos el dividendo parcial 6n° +2n + 9.

38+ 52+ 8+ 9 n+4
203+ 9n* + 61 4n
6n° +2n+9

Andlogamente debemos buscar qué potencia de la base, con su correspondiente coeficiente,
multiplicada por 7n + 4 se acerca lo mas posible a 6n> + 21 + 9. Segun las tablas de
multiplicar el nimero buscado es el “8”. Entonces 8 x (7n + 4) =5n> + 9n + 2. Este

resultado lo restamos de 612 + 21 + 9 y, de este modo, tenemos el resto 3n + 7.
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3n+ 502+ 8 +9 Tn +4

2034 9% + 6n 4n+8
6n°+2n +9
51249 n+2

3n +7

Resulta, en resumen, que el cociente es (4n + 8) y el resto (3n + 7), ya que
3+ 5+ 8n+9=(Tn+4)x (4n+8)+3n+7

Podemos decir que con esta nueva técnica de representacion T, se pueden realizar las
operaciones aritméticas de forma mas economica que con la técnica T,, especialmente
cuando se aumenta el tamafio de los nimeros, aunque es necesario aqui utilizar la tabla de
sumar de los coeficientes y las dos tablas de multiplicar (la de las potencias de la base y la
de los coeficientes). Por ello, Ifrah afirma, refiriéndose al SN utilizado por los chinos en

(Ifrah 1987, p. 222):

Pero a pesar de este gran avance, no tuvieron la posibilidad de representar todos los niimeros
naturales. Las capacidades de este tipo de notacion numérica son todavia limitadas: cuanto mas
elevadas eran las cantidades que se tenian que expresar, mas simbolos originarios habia que
crear, o nuevas convenciones de escritura que forjar. Ademas, no siempre se podia “calcular
por escrito”, como se hace hoy en dia con toda facilidad. Todavia habia que dar un paso
importante para que tal numeracion pudiera adaptarse a la practica de las operaciones
aritméticas. Para poder efectuar una suma, una multiplicacion o una division, habia que seguir
recurriendo a auxiliares materiales como el abaco o la tabla o crear todo un conjunto de reglas
y artificios muy complicados. La practica del calculo, que exigia un aprendizaje largo y dificil,
seguia siendo inasequible para el comin de los mortales y constituia el dominio reservado de

una casta privilegiada de especialistas.

Ademas, aunque la representacion de los numeros también se ha simplificado al crear
nuevos simbolos para los coeficientes, todavia no podemos escribir todos los niimeros

naturales con un numero finito de simbolos fijados de antemano.
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4. LOS SISTEMAS POSICIONALES COMO COMPLETACION DE LOS
HIBRIDOS

Las limitaciones de la actividad matematica que es posible llevar a cabo en OMj, ponen de
manifiesto la necesidad de ampliar OMy como Organizacion Matematica, esto es, construir
otra Organizacion Matematica OM,, en la que puedan llevarse a cabo las tareas matematicas
que se pueden llevar a cabo en OMj, (si es posible de una forma mas segura, econdmica y
fiable) y que, al mismo tiempo, permita responder a cuestiones y realizar tareas matematicas
que no podian realizarse de manera eficaz dentro de OM,;. Podemos tomar como tareas

generadoras de OM,,, las asociadas a las cuestiones:

(2) (Cémo expresar los nimeros naturales utilizando unicamente una pequefia

cantidad de simbolos diferentes y fijados de antemano?

(7) (Coémo representar los nimeros naturales de manera que se simplifique el

algoritmo de la multiplicacion?

(8) ;Coémo representar los nimeros naturales de manera que se simplifique el

algoritmo de la division euclidea?

(9) (Qué representacion simplifica la divisibilidad elemental (multiplos y
divisores de un numero, maximo comun divisor y minimo comun multiplo de
dos numeros, descomposicion de un numero en factores, etc.) sin complicar la

suma?

4.1. La Organizacion Matematica en torno a un sistema posicional

Un sistema de numeracién de tipo III (“posicional”) constituye una técnica representativa,
Tp, que da una respuesta definitiva a la tarea (2) y permite resolver razonablemente las tareas

(8) y (9) asi como simplificar todavia mas las anteriores (1), (3), (4), (5), (6) y (7).

La respuesta definitiva a las tareas asociadas a la cuestion (2) se consigue prescindiendo de
los simbolos de las potencias de la base e indicando dichas potencias mediante las distintas

posiciones que ocupan los respectivos coeficientes, que pasan asi a estar completamente
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ligados a la posicion que ocupan en el grupo de simbolos que representa al nimero en
cuestion. De este modo, se obtiene un sistema donde los unicos simbolos disponibles son los
coeficientes o multiplicadores de las potencias de la base y donde las potencias de la base
vienen indicadas por las distintas posiciones. Por tanto, se simplifica extraordinariamente la
representacion de los nimeros y, ademas, podemos escribir cualquier nimero natural con un

numero finito de simbolos fijados de antemano.

Ejemplos de sistemas “posicionales” son los sistemas maya y babilonico que para
representar los coeficientes utilizaron simbolos que intentaban evocar visualmente lo que
representaban. Asi, por ejemplo, los mayas tenian como base del sistema n = 20 y utilizaban
un simbolo’ para el cinco ( | ) y otro para el uno () que hacian el papel de coeficientes

(nimeros menores que 20), por tanto,
17 > Mllee ;9 — [eoee | 87 — eeee oo,

La base del sistema que idearon los babildnicos era n = 60 y disponian de un simbolo para el
diez ( () y otro para el uno (v ), para representar todos los coeficientes, es decir, para los

nimeros menores que 60. Veamos algin ejemplo:
35> ({vvvvv, 57T > {(Kvvvvvvyv, 247> VVVV VVVVVVV

Observamos que esta respuesta a la tarea (2) crea dificultades nuevas ya que esta técnica
posicional inicial, que denominamos Tpi, no permite resolver las tareas asociadas a la
cuestion (1) “;Como expresar los numeros naturales que necesitamos mediante simbolos de
manera que no haya ninguna ambigiiedad?”, puesto que aparecen ambigiiedades como las

siguientes:
(a) En el sistema maya, la designacion Il puede ser “15” 6 “110” 6 “205”.

(b) En el sistema babilonico la designacion v v puede ser “2” 6 “61”.

7 Queremos sefialar que, tanto para representar los nameros en el SN maya como el babilonico, hemos utilizado
simbolos que son faciles de reproducir, sabiendo que no coinciden con los originales.
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Para resolver esta dificultad se utilizaron simbolos convencionales diferentes para cada uno
de los coeficientes (los nimeros menores que la base), desligdndolos de toda evocacion del
nimero que representaban. Y, ademas, se afiadié un nuevo simbolo: el cero, para indicar que
en una determinada posicion hay ausencia de elementos. De este modo hemos llegado a un
sistema de numeracion decimal posicional completo, como el que utilizamos actualmente de
base diez, con los simbolos 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 para los coeficientes y el simbolo 0 para

indicar ausencia de elementos en una determinada posicion.

4.2. La comparacion de niimeros en el sistema posicional completo

Esta técnica de representacion de los nimeros, que denominaremos Tpc, genera una
Organizaciéon Matematica que aporta una respuesta suficientemente eficaz para comparar
dos nimeros a partir de sus escrituras. Basta observar que el primer criterio para saber qué
nimero es mayor es el de la longitud de la cadena de simbolos utilizados para designarlo: “4
mayor longitud, mayor numero”. La misma representacion estd ligada a la magnitud del
nimero, y por tanto, aporta informacion rdpida e intuitiva sobre su tamafo. Solo sera
necesario analizar los simbolos empleados cuando tengamos que comparar dos o mas
nimeros cuyas cadenas de simbolos tengan la misma longitud. El algoritmo de comparacion
de dos numeros dentro del SN posicional completo lo hemos esquematizado en el

organigrama de la pagina siguiente.

Veremos como dentro de OM,,, podemos resolver de una forma mas economica y fiable las

tareas asociadas a las cuestiones (5), (6), (7), (8) y (9).

En este punto queremos subrayar que, en el conjunto de algoritmos de las operaciones
aritméticas que pueden utilizarse cuando los numeros estdn representados mediante un
sistema posicional completo, se produce una cierta incompatibilidad relativa entre dos
caracteristicas deseables de todo algoritmo de calculo: la economia y la fiabilidad. Algunos
algoritmos ganan economia a base de ocultar (en la escritura) muchas de las operaciones y
resultados intermedios, lo que provoca una pérdida de fiabilidad puesto que la deteccion de
errores es mucho mas complicada en las operaciones “ocultas”. Reciprocamente, existen

algoritmos que para ganar en fiabilidad y automatizar el algoritmo, aumentan la cantidad de
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resultados intermedios que dejan un rastro escrito, perdiendo de esta manera economia. Los
algoritmos mads interesantes seran aquellos que optimicen ambas caracteristicas. Volveremos
sobre esta cuestion mas adelante, después de haber considerado distintos posibles algoritmos
para las cuatro operaciones aritméticas elementales: adicion, sustraccion, multiplicacion y
divisiéon. Debemos sefialar que hemos considerado sélo los algoritmos que creemos mas
habituales o los més interesantes por su economia y fiabilidad. Para un anélisis exhaustivo
de los diferentes algoritmos de las operaciones se pueden consultar los textos siguientes
Banwitiya (1993), Guiet (1995), Guinet (1978a), Guinet (1978b), Guinet (1979), Pauvert
(1990).
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ALGORITMO DE COMPARACION DE NUMEROS EL SN POSICIONAL COMPLETO

Buscamos en ambos nimeros la
cantidad de cifras o simbolos que
tienen

(Tienen ambos
numeros la
misma cantidad
de cifras?

Es mayor el nimero
que tenga mayor
cantidad de cifras

Buscamos la primera cifra de la

izquierda en ambos niimeros
|

l

(Son iguales
A ambas cifras?

NO

Es mayor el nimero que
tenga la cifra de mayor
valor

A 4
A 4

(Tienen ambos
numeros mas
cifras?

Ambos niimeros son
iguales.

Buscamos en ambos
< numeros la cifra siguiente
por la izquierda
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4.3. Sumar en el sistema posicional completo

Para poder analizar las respuestas posibles a las tareas asociadas a la cuestion (5) vamos a
explicar dos algoritmos posibles de la adiccion dentro de OM,, que aplicaremos, a modo de

ejemplo, al calculo de la suma: 487 + 3592 + 23.

4.3.1. Primer algoritmo de la adicion

Primero colocamos cada numero en una fila, de modo que aparezcan las unidades, las
decenas, etc., de cada nimero en la misma columna. A continuacién sumamos los nimeros
que se presentan en la columna de las unidades, después los numeros de la columna de las
decenas, y asi sucesivamente. De modo que al final tendremos que volver a sumar la
cantidad de unidades de primer orden con la cantidad de unidades de segundo orden y asi

hasta la ultima cantidad unidades que haya.

4 8 7
3892
23
Suma de unidades 12
Suma de decenas 1 9
Suma de centenas 12
Suma de unidades de mil 3
44 02

Con este algoritmo se pretende evitar el uso de las “llevadas™. Para ello, es necesario tener
que realizar mas escrituras, y en consecuencia, aunque se gana en fiabilidad se pierde en

economia de escrituras.

4.3.2. Segundo algoritmo de la adicion

Colocamos los numeros unos debajo de otros, cada uno en una fila y alineados a la derecha,

de modo que las unidades de un mismo orden estén en la misma columna. El algoritmo
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consiste en tomar directamente las unidades de primer orden de cada sumando y sumarlas, a
continuacion se suman las de segundo orden y asi sucesivamente hasta terminar. Cuando en
una columna surjan unidades de la columna siguiente, éstas se suman a las unidades de dicha
columna. Estas unidades que se afaden a la columna siguiente son las que se llaman

“llevadas”.
121

4 8| 7
31819|2
3

4

Hay que sefialar que cuando este algoritmo se utiliza de forma habitual ya no se suelen
representar las “llevadas”, con lo que se consigue un algoritmo mds econdmico que el
primero (pero, quizd, menos fiable). Se puede observar que para poder llevar a cabo los

algoritmos anteriores con facilidad es necesario conocer bien la tabla de sumar.

4.4. Restar en el sistema posicional completo

Para poder analizar las posibles respuestas a las tareas asociadas a la cuestion (6) dentro de
OM,, expondremos a continuacion cuatro de las técnicas de sustraccion mas interesantes,

aplicadas al calculo de 2475 — 1879.

4.4.1. El algoritmo de “pedir prestado”

Se colocan los dos numeros uno encima del otro alineandolos a la derecha y se empieza a
restar de derecha a izquierda, a las unidades de primer orden las unidades de primer orden, a
las unidades de segundo orden las de segundo orden, y asi sucesivamente. Si las cifras del
minuendo son siempre mayores que las correspondientes del sustraendo, esta técnica se
reduce a realizar tantas restas independientes como cifras haya en el minuendo. Cuando esto
no es asi, como es el caso que nos ocupa, la técnica consiste en transformar la escritura del
minuendo hasta conseguir que cada uno de los valores que aparecen en cada posicion sea

mayor que cada una de las cifras correspondientes que aparecen en el sustraendo.
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Por ejemplo: Si queremos calcular 2475 — 1879 lo que haremos sera transformar la escritura
de 2475 de modo que todos los valores que aparezcan en cada una de las posiciones sean
mayores que las correspondientes a 1879. Entonces pasaremos a escribir 2475 como 1 (13)
(16) (15), de este modo tendremos 15 unidades de primer orden, 16 de 2° orden, 13 de 3°

orden y 1 de 4° orden. Ahora ya podemos realizar la sustraccion posicidon a posicion.

1 13 16 15
1 8 7 9
0 5 9 6

Podriamos decir que en esta técnica se realiza una descripcion del proceso que podria
realizarse de forma manipulativa y, ademas, incorpora la tecnologia que justifica la técnica,
lo que hace que sea facil su comprension. Sin embargo, hay casos en los que su puesta en
practica es poco econdmica, por ejemplo, cuando hay varias cifras cero en el minuendo, caso
de calculo 3001 — 1567. Por ello, es una técnica dificil de utilizar posteriormente en la

division.

4.4.2. El algoritmo clasico o de Fibonacci

Se colocan minuendo y sustraendo como en el caso anterior y cuando existe alguna cifra en
el minuendo menor que la correspondiente del sustraendo se suman 10 unidades de ese
orden al minuendo. A continuacion, se hace la resta y después se suma una unidad del orden
siguiente al sustraendo, de este modo si sumamos el mismo numero al minuendo y al
sustraendo la diferencia no varia (pues 10 unidades de un orden equivalen a 1 unidad del

orden siguiente). Por ejemplo:

2 14 7 15 Se dice:
5 menos 9 no puedo; 15 menos 9, 6 y me llevo 1.
14 811 T4 9 7 menos (7+1) no puedo; 17 menos 8, 9 y me llevo 1.

4 menos (8+1) no puedo, 14 menos 9, 5y me llevo 1.
2 menos (1+1), 0.

Este método tiene el inconveniente de que es dificil de justificar (no incorpora la
tecnologia), por lo que a la larga, se aplica mecanicamente, lo que dificulta la posibilidad de

rectificar errores motivados por el olvido ocasional de algin aspecto del algoritmo.
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4.4.3. El algoritmo por compensacion

Esta técnica se inicia colocando igualmente minuendo y sustraendo uno encima del otro,
alineandolos a la derecha y cuando existe alguna cifra en el minuendo menor que la
correspondiente del sustraendo, se transforma el minuendo en otro nimero donde la primera
cifra de la izquierda queda igual y todas las demaés cifras pasan a ser nueve, de este modo lo
que se hace es sumar un numero al minuendo y para que la diferencia no varie debemos

también sumar ese mismo numero al sustraendo. Por ejemplo:

+ 524

2 4 7 5 — 2 9 9 9
+ 524

1 8 7 9 T * 2 4 0 3

4.4.4. El algoritmo de “adicion con huecos”

Esta técnica se inicia colocando los dos nimeros como en el caso anterior y ahora se trata de

buscar qué numero se tiene que sumar al sustraendo para obtener el minuendo. Por ejemplo:

Se procede de derecha a izquierda posicion a posicion del siguiente modo: Se calcula qué
numero hay que afiadir a 9 para obtener 15, (9 para llegar a 15, 6 y me llevo 1), luego lo que
hay que afiadir a 7+1 para obtener 17, (de 8 paraira 17,9 y me llevo 1), a continuacion lo
que hay que anadir a 8+1 para obtener 14, (de 9 para llegar a 14, 5 y me llevo 1) y por fin lo
que hay que afadir a 1+1 para obtener 2. Esta es una buena técnica para ser utilizada

posteriormente en la division.

De los cuatro algoritmos considerados, podemos decir que los mas econdmicos son el
algoritmo clésico y el de “adicion con huecos”. En cuanto al algoritmo de “pedir prestado” y

al de “por compensacion” podemos decir que, aunque son menos econémicos, permiten una
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mayor integracion del discurso tecnoldgico con la practica concreta del algoritmo, lo que
comporta mayores posibilidades de corregir posibles errores originados por el olvido de la
mecanica del algoritmo y, lo que es mas importante, una mayor capacidad de desarrollo de

dicho algoritmo en manos de los estudiantes.

Creemos que el que retne mejores condiciones en cuanto a economia, fiabilidad e
integracion del discurso tecnoldgico es el que hemos llamado algoritmo de “adicion con

huecos”. Las razones de esta eleccion provienen de considerar:

1. Que es una técnica al menos tan econdmica en escrituras como el
algoritmo clasico o de Fibonacci, y mas econdmica que los algoritmos de

“pedir prestado” y de “por compensacion”.

2. Que debido a que su justificacion se basa en la equivalencia entre las
expresiones a — b =cy a = b + ¢, dicha técnica no exige mas que saber
realizar una adicion, lo que la convierte en mas fiable que la técnica
clasica ya que integra su justificaciébn en la propia realizacion del

algoritmo.

Algunos autores (Pauvert, 1990; Guinet, 1978a) afirman que el inconveniente de la técnica
“de adicion con huecos” es de orden cultural, pues es poco conocida. Sin embargo, le

atribuyen dos ventajas:

a) La primera de tipo pedagdgico, ya que aprovecha la inclinacion de los alumnos a

querer realizar una adicion en lugar de una sustraccion.

b) La segunda de orden practico, pues esta técnica se adapta mejor que las demas

para ser aplicada en la técnica clasica de la division.

Hay que notar también que para poner en practica los algoritmos anteriores con facilidad es

necesario dominar las tablas de sumar.
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4.5. Multiplicar en el sistema posicional completo

Si queremos analizar las posibles respuestas a las tareas asociadas a la cuestion (7) dentro de
OM,, expondremos a continuacion tres de las técnicas de multiplicacion mas utilizadas y las

aplicaremos a calcular 2745 x 389.

45.1. La técnica de doble entrada

Colocamos los numeros que intervienen en el calculo como si fueran las dimensiones de un
rectangulo haciendo la descomposicién candnica de cada numero y realizamos la reduccion
de las escrituras por trozos. Luego sumamos lo obtenido en cada una de las columnas y, por

ultimo, sumamos los totales de cada columna. Por ejemplo:

2000 700 40 5

600000 | 210000 | 12000 1500 | 300

160000 | 56000 | 3200 400 80

18000 6300 360 45 9

778000 + 272300 + 15560 + 1945 = 1067805

4.5.2. La técnica “per gelosia”

Se coloca uno de los factores en la parte superior del cuadro de modo que la cifra de las
unidades coincida con la primera columna de la derecha, la cifra de las decenas con la
segunda columna y asi sucesivamente. El otro factor se coloca en el lateral derecho de modo
que la cifra de las unidades coincida con la ultima fila, la cifra de las decenas con la
penultima fila, y asi sucesivamente. A continuacion, se multiplica cada cifra de un factor por
cada cifra del otro factor y el resultado se coloca en el lugar de la fila y columna
correspondiente. Cada celda de la matriz esta dividida en dos, la de la izquierda-arriba para
las decenas y la de la derecha-abajo para las unidades. Una vez relleno todo el cuadro se

obtiene el resultado de la multiplicacion sumando los numeros de cada diagonal, ya que cada
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diagonal corresponde a una cierta potencia de la base n = 10. Asi, la primera diagonal de la

derecha corresponde a las unidades, la siguiente a las decenas, y asi sucesivamente.

2 7 4 5
o~ 2. nh ~ @~ |3
6 L 1 L7 2 L5
1 5 13 7|4
6| 6| 72 | 0 |8
1 6 |3 7 |4
8 3 L6 |5 |9
1 o0/ 6. 7 / 8 / 0 / 5

En nuestro ejemplo se obtiene como resultado de la multiplicacion: 2745 x 389 = 1067805.
Vemos que esta técnica de multiplicar es mucho mds economica que la que se utilizaba con
los Sistemas de Numeracion “hibridos™ (ver seccion 3.4.) y, ademas, es mucho mds fiable,
puesto que permite realizar los productos parciales en cualquier orden, desembocando
siempre en una matriz que estructura la organizaciéon de los cdlculos, lo que reduce
enormemente el peligro de cometer errores. En APMEP (1976), se sefiala que hay cuatro
razones por las que esta técnica es importante:

e No se impone ningtin orden en la realizacion de los célculos parciales.

e La memoria interviene poco, pues uno se puede parar en el transcurso de su
realizacion y posteriormente volver a continuar sin tener que volver a empezar.

e Los errores son muy faciles de detectar.

e Al contrario de lo que ocurre con la técnica clasica no hay llevadas que

memorizar, lo que disminuye el peligro de cometer errores.

4.5.3. La técnica clasica

Se colocan los dos factores uno debajo del otro alineados a la derecha. Se llama al primer
nimero (en este caso, 2745) multiplicando y al segundo (en este caso, 389) multiplicador.
Luego se multiplica la cifra de las unidades de primer orden del multiplicador por cada una
de las cifras del multiplicando. Asi se multiplica 9 por 5 y se obtiene 45, el 5 se coloca en las
unidades de primer orden y el 4 se deja para sumarlo a las unidades de segundo orden que
aparezcan al multiplicar 9 por 4. Asi a 9x4 = 36 unidades de segundo orden se le suman las

4 unidades que teniamos, y se obtiene 40 unidades de segundo orden. Iterando este proceso
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obtenemos el resultado de multiplicar 9x2745 = 24705 y se coloca en la primera fila debajo
de la linea que separa de los dos factores. A continuacion se multiplica la cifra de las
unidades de segundo orden por cada una de las cifras del multiplicando, y el primer
resultado se coloca en la posicion de las unidades de segundo orden y se continfian los
calculos de modo analogo al caso anterior. Por ltimo, se multiplica la cifra de las unidades
de tercer orden por cada una de las cifras del multiplicando. El primer resultado se coloca en
la posicion de las unidades de tercer orden y se siguen realizando los célculos de forma
semejante a los casos anteriores. Una vez obtenidos los productos parciales de cada cifra del

multiplicador por cada una de las cifras del multiplicando, se suman y se obtiene el resultado

final.
2 7 4 5
X 3 8 9
4 7 0 5
21 9 6 0
8 3 5

1067 8 0 5

Para poder realizar estos algoritmos es necesario conocer bien las tablas de multiplicar de
los coeficientes. De los tres algoritmos considerados podemos decir que el menos
economico es el primero, a continuacion el segundo y por ultimo el tercero que es el mas
econdmico de los tres. En cuanto a la fiabilidad podemos considerar que sucede al revés, es
decir, que el mas fiable es el primero, después el segundo y luego el tercero.

Con respecto a los algoritmos de la multiplicacion creemos importante resefiar la experiencia
realizada por Guy Brousseau en el IREM de Bordeaux, donde en (Brousseau, 1973) expone
las ventajas del algoritmo “per gelosia” y los inconvenientes del algoritmo “cldsico” para el
proceso de ensefianza aprendizaje de la multiplicacion en Primaria. Ademas posteriormente
en el Grupo de investigacion del IREM de Bordeaux (IREM de Bordeaux, 1985) ha
realizado un trabajo de investigacion sobre el aprendizaje de la multiplicacién en Primaria
(2° curso (7-8 afos) y 3° curso (8-9 afios)) donde la técnica “per gelosia” es considerada
como el objetivo de un proceso didactico, y no como una técnica mecanica que puede ser

mostrada tal cual por el ensefiante.
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4.6. Dividir en el sistema posicional completo

Si queremos analizar las posibles respuestas a las tareas asociadas a la cuestion (8) dentro de
OM,, expondremos a continuacion tres de las técnicas de division que creemos mas

interesantes, y las aplicaremos a calcular 3621 dividido entre 76.

4.6.1. El algoritmo de los multiplos tiles
Primero se escriben los primeros multiplos de 76:
76 152 228 304 380 456 532 608 684
760 1520 2280 3040

Nos paramos en 3040 porque el siguiente multiplo util seria 3800 y ya es mayor que el

dividendo.

A continuacion se procede del siguiente modo: primero restamos 3040 (40 veces 76) al
dividendo, al resultado 581 le restamos el mayor multiplo Util de 76 que podemos y éste es
532 (7 veces 76), y obtenemos 49 que ya es menor que 76 y por tanto es el resto de la

division. Para hallar el cociente sumamos 40 y 7 que es 47 el numero de veces que hemos

restado 17.
3621 76
3040 40
0581 Luego el cociente es 47 y el resto 49
0532 i
49 47

4.6.2. El algoritmo anglosajon

Se dispone el dividendo bajo una porteria de rugby. El cociente se colocara por encima de la
barra de la porteria. En la parte izquierda se coloca el divisor y se calculan sus diferentes
multiplos que se han de ir restando hasta obtener un nimero mas pequefio que el divisor.

Asi, se resta uno de estos multiplos al dividendo y la cifra del cociente correspondiente se
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coloca encima de la cifra de la unidades del multiplo que se resta. Esto permite observar

desde el principio el nimero de cifras que va a tener el cociente.

47
76 /
40

76 x 40 = 3040 3621
-3040

76 x7 = 532 0581
- 532

049

Segun Guy Brousseau (APMEP, 1983, anexo III) este algoritmo presenta ciertas ventajas:
- Los célculos intermedios figuran explicitamente y la deteccion de errores es mas facil
- Los productos parciales no se calculan mas que una vez
- Los ceros intermedios causan menos errores
- El nimero de cifras del cociente esta presente desde el comienzo
- Los tanteos legitimos no dan lugar a ninguna tachadura traumatizante
- El aprendizaje es mas flexible, pues la técnica Optima puede ser obtenida progresivamente, sin

mecanizacion.

4.6.3. El algoritmo habitual abreviado

Se comienza tomando, por la izquierda, cifras del dividendo hasta tener un nliimero mayor
que el divisor. Se toma el 3, y como 3 es mas pequeio que 76, se toma 36, que todavia es
mas pequefio que 76 y a continuacion se toma 362 que ya es mayor que 76. Ahora se busca
un numero de una cifra que al multiplicarlo por 76 el resultado se acerque lo mas posible a
362 y resulta que es el 4. Entonces decimos: “4 por 6, 24; al 32 van 8 y me llevo 3; 4 por 7,
28 mas 3, 31 al 36 van 5%,

¥ Aqui podriamos decir que hemos realizado una operacién mixta, mezcla de una multiplicacién y una
sustraccion. Porque se trata de calcular 362 — (4 x 76) = 362 — 304 = 58, y esto se realiza del siguiente modo:

4 x 6 =24 y se descompone 362 = 330 + 32 y se calcula 32 — 24 que es 8. Se escribe 8 y se llevan 3 de 32. A
continuacion se calcula 4 x 7 = 28 y se afladen las 3 que nos llevabamos y se obtiene 31 que se resta de 36,
obtenido a su vez de sumar implicitamente también 3 al 33 de 330. En el calculo de 4 x 76, al multiplicar 4 x 6,
nos llevamos 2; y en el calculo de 32 — 24 nos llevamos 1. Mientras que en la operacion mixta realizada nos
llevamos 3. Es decir, se ha realizado una operacion que entremezcla el calculo de un producto y de una
diferencia dando lugar a “llevadas” no habituales.
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3621 76

58 4

A continuacion se baja la cifra siguiente, el 1. Se busca un nimero de una cifra que al
multiplicarlo por 76 el resultado se acerque lo mas posible a 581, y se obtiene el 7. Asi

decimos: “7 por 6,42 al 51 van 9 y me llevo 5; 7 por 7, 49 mas 5, 54 al 58 va 4”.

3621 76

581 47
49

Se obtiene, en resumen, que el cociente es 47 y el resto 49.

Hemos visto como, gracias a las propiedades del sistema posicional completo, existen varios
algoritmos muy econdmicos para realizar la division euclidea. Si ordenamos los tres
algoritmos en lo que se refiere a su economia, el menos economico seré el primero, después
el segundo y el mas econdmico serd el tercero. Sin embargo, si los ordenamos en cuanto a su
fiabilidad, obtenemos un orden al revés, es decir, el mas fiable es el primero, después el

segundo y el menos fiable es el tercero.

Debido a la economia y fiabilidad con que se pueden efectuar los algoritmos de multiplicar y
dividir (a pesar de que deban utilizarse las tablas de sumar y de multiplicar), podemos
afirmar que la técnica tp. de representacion de los nimeros nos va a permitir una
caracterizacion muy sencilla de los criterios de divisibilidad a partir de sus escrituras, la
descomposicion en factores primos, y la obtencion del méaximo comun divisor y del minimo

comun multiplo de dos 0 mas nimeros.

4.7. Elementos tecnologico-teoricos del sistema posicional completo

Asi como sucedia en los SN aditivos e hibridos, si tenemos en cuenta el resultado que nos
proporciona el teorema fundamental de los Sistemas de Numeracion (seccidbn 2.2.6)
podemos asegurar que el SN posicional completo nos proporciona una técnica de
representacion de los nlimeros, Tpe, en la que todo nimero natural, independientemente de su

tamafio, tiene una Unica representacion.
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Como ya hemos dicho, en este sistema so6lo hay simbolos multiplicadores de las potencias de
la base, y las potencias de la base vienen indicadas por las posiciones que ocupan sus
respectivos coeficientes o multiplicadores. Asi la escritura de cada nimero viene
determinada por los respectivos coeficientes, colocados de derecha a izquierda desde el
coeficiente de la potencia de menor valor al coeficiente de la potencia de mayor valor. Por
ello, tenemos que esta técnica nos da una respuesta valida a las tareas asociadas a la cuestion
(1), de modo que no existe ningiin tipo de ambigiiedad en la expresion escrita de los

numeros.

Con esta técnica de representacion T, se da una respuesta mas eficaz y de mayor alcance
que con T, Y Th, a las tareas de comparacion y de célculo asociadas a las cuestiones (4), (5),
6), (7), (8) y (9). Por ello, en lo que sigue vamos a exponer algunos elementos que

permiten justificar los algoritmos de calculo asociado a Tp..

En primer lugar hay que resaltar que, en el SN posicional completo, la representacion
escrita de cada numero viene ya ordenada, como una exigencia de sus reglas de
funcionamiento. Por ello, tanto en las tareas de comparacion como en las de célculo, no sera
necesario colocar previamente de forma ordenada los simbolos, como sucede en el caso de

los SN aditivos e hibridos.

La técnica de comparacion de dos numeros es mas econdmica que las utilizadas en OM, y
en OM;. Aqui s6lo tenemos que comparar los coeficientes, cuando en los SN aditivos e
hibridos era necesario comparar, en cada paso, primero los simbolos de las potencias de la
base y después los coeficientes. Podemos afirmar que en OM,, la técnica T, €s una técnica
de representacion de los nimeros mas eficaz para la comparacion de nimeros porque la
representacion de cada nimero estd muy ligada a su tamafo, cosa que no ocurre tanto en
OM, como en OM,,. Dicho de otra manera, el tamafo de la escritura de los nimeros nos

informa también del tamafio del nimero.

En cuanto a los algoritmos de adicion, su justificacion esta basada primero en el principio de
cambio de la numeracion de base 10 descrito anteriormente. También estan basadas en el
caracter posicional del SN, ya que el hecho de empezar alineando a la derecha todos lo
nimeros que hay que sumar, hace que todas las unidades de un mismo orden estén en una

misma columna.
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En lo que se refiere a las técnicas de sustraccion, los cuatro métodos difieren en la manera
que hacen frente al problema que se presenta cuando alguna de las cifras del minuendo es
inferior que la correspondiente del sustraendo En todos ellos el objetivo es transformar el
calculo de la diferencia de dos nimeros @ y b (con a > b) (donde a es el minuendo con n
cifras y b el sustraendo con n o menos cifras) en n calculos independientes columna por

columna.

La técnica de “pedir prestado” es un algoritmo que también esta basado en el principio de
cambio de la numeracién decimal. En este algoritmo lo que se realiza es una transformacion
de la escritura del minuendo con el fin de conseguir que todas las posiciones del minuendo
dispongan de coeficientes mayores que las correspondientes del sustraendo. De este modo se

reduce el algoritmo a realizar el calculo columna por columna.

La técnica clasica o de Fibonacci es un algoritmo cuya justificacion estd basada en una
propiedad fundamental de la sustraccion: “Si al minuendo y al sustraendo les sumamos el
mismo numero la diferencia no varia”. En otros términos, dados aeN y beN, con a > b, se
cumple que VceN, a—b=(a+ c)— (b + c). En el calculo de la sustracciéon de dos nlimeros,
cuando en una de las columnas la cifra del minuendo es menor que la del sustraendo, se
aplica esta propiedad sumando 10 unidades del orden que corresponde a esa columna a la
cifra del minuendo, de modo que ya se puede realizar la sustraccion en dicha columna.
Luego, para terminar de aplicar la propiedad se suma a la cifra de la columna siguiente del
minuendo una unidad del orden de dicha columna. Asi hemos sumado primero al minuendo
10 unidades de un orden y después también hemos sumado una unidad del orden

inmediatamente siguiente al sustraendo, con lo que la diferencia no varia.

La técnica por compensacion esta basada también en la misma propiedad que el algoritmo
anterior, con la diferencia de que aqui se aplica de forma global a todo el numero y en el

anterior se hacia en cada una de las columnas o posiciones en que era necesario.

La técnica de “adicion con huecos” se basa en considerar que la sustraccion es la operacion
inversa de la adicion. Dados aeN 'y beN, con a > b, se cumple quea—b=c < b+ c=a.

Aqui, para calcular a — b, buscamos un c tal que b+ c=a.
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En cuanto a la multiplicacion, los tres algoritmos propuestos estan basados en la
descomposicion aditiva de cada uno de los factores, donde cada sumando esta formado por
cada coeficiente multiplicado por su correspondiente potencia de la base. Posteriormente a
esta descomposicion se le aplica la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la

adicion. Asi, si queremos efectuar el producto 2745 x 389, se realiza lo siguiente:
2745 x 389 = (2000 + 700 + 40 + 5) x (300 + 80 + 9) =
= ((2000 + 700 + 40 + 5) x 300) + ((2000 + 700 + 40 + 5) x 80) + (2000 + 700 + 40 + 5) x 9) =

= [(2000x300) + (700x300) + (40x300) + (5x300)] +[(2000x80) + (700x80) + (40x80) + (5x80)] +
[(2000x9) + (700x9) + (40x9) + (5x9)]

= [600000 + 210000 + 12000 + 1500] + [160000 + 56000 + 3200 + 400] + [18000 + 6300 + 360 + 45]
= 823500 + 219600 + 24705 = 1067805.

O también:
2745 x 389 = (2000 + 700 + 40 + 5) x (300 + 80 + 9)
= (2000 x (300 + 80 + 9)) + (700 x (300 + 80 + 9)) + (40 x (300 + 80 + 9)) + (5 x (300 + 80 + 9))

= [ (2000 x 300) + (2000 x 80) + (2000 x 9) ] + [(700 x 300) + (700 x 80) + (700 x 9)] + [(40 x 300) + (40
x 80) + (40 x 9) T+ [(5 x 300) + (5 x 80) + (5 x 9)]

— [600000 + 160000 + 18000] + [210000 + 56000 + 6300] + [12000 + 3200 + 360] + [1500 + 400 + 45]
= 778000 + 272300 + 15560 + 1945 = 1067805.

La segunda descomposicion da lugar al algoritmo que hemos llamado de la tabla de doble
entrada. Ademas este algoritmo permite justificar el funcionamiento del algoritmo “per
gelosia”, pues dentro de cada celda de la tabla de doble entrada siempre aparecen entre una

o dos cifras significativas distintas de cero.

2000 700 40 5

600000 | 210000 | 12000 1500 | 300

160000 | 56000 | 3200 400 80

18000 | 6300 360 45 9
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Dichas cifras significativas son las unicas que aparecen dentro de cada celda que, a su vez,
es dividida en dos, para poder poner en la parte de la derecha la cifra o coeficiente que
multiplica a la potencia de menor valor y en la parte de la izquierda la cifra o coeficiente que

multiplica a la potencia de mayor valor.

De esta manera la celda se corresponde con| 3200 | que a su vez proviene

de 40 x 80 = (4 x10) x (8 x10) = 32 x10?, donde 32 x10* = (30 x10%) x (2 x10%) = (3 x10°) x
(2 x10%). De este modo en cada una de las celdillas en que esta descompuesta cada celda
aparece una cifra que es el coeficiente de una potencia de la base. Asi las cifras que aparecen
en cada una de las diagonales son los coeficientes que multiplican a la misma potencia de la
base. Por ello, al final se suman los coeficientes de la matriz que resulta siguiendo las

diagonales.

En lo que se refiere al algoritmo clasico, su justificacion se hace a partir de la
descomposicion aditiva realizada en primer lugar, donde la disposicion de los calculos nos

permite dar cuenta de la manera efectiva de realizar de dicha técnica:

2745 2745
%389 %389
—5
360 |
6300 — > 24705
18000 -
400"
3200
56000 ( > 219600
160000~
1500
12000 {
210000 ([ ——> 823500
600000 |

e

1067805 1067805

En lo que se refiere a los algoritmos de division, dados dos ntimeros naturales a y b que

llamamos dividendo y divisor respectivamente, se trata de encontrar otros dos nimeros c y 7,
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que llamamos cociente y resto respectivamente, tales que cumplan las dos condiciones

siguientes:
- a=bxc+tr
- 0<r<b

Resulta que ¢ es el nimero por el que tenemos que multiplicar b para obtener el mayor
multiplo de b inferior o igual a a. Por tanto, dicho multiplo de b, es (b x ¢). Una vez
calculado (b x ¢), podremos encontrar también ¢ y ». Dicho multiplo debe de cumplir que «a
—(bxc)=r,con0<r< b. Esta condicion nos permite justificar las tres técnicas utilizadas,
pues el principio de estos algoritmos consiste en ir restando al dividendo, a, multiplos del
divisor, b, hasta obtener un nimero r inferior a 5. La suma de todos los multiplos (b x ¢;) +
(b x ) +...+ (b x cp) que se han ido restando al dividendo coincide con el mayor multiplo
de b que estamos buscando. Del mismo modo, la suma de ¢; + ¢, + ... + ¢, = ¢. En general,

el procedimiento seguido es:
a—(bxc))=aj,como a;> b entonces seguimos restando multiplos de b,
a; — (b x ¢z) = az, como a; > b seguimos restando multiplos de b,

Hasta que a,.1 — (b x ¢cp) =r, con r <b.

Juntando todos los calculos anteriores tendremos que

a—(bxc)—(bxc)—...—(bxcp=
=a—[(bxc)+t(bxc)+...+t(bxcp]=a—-[bx(ci+ ca+...tcp]=
=a— (b xc) =r,donde c es el cociente y r el resto.

Los tres algoritmos que hemos utilizado se basan en este mismo principio de restar multiplos

del dividendo, pero difieren en el modo de elegir dichos multiplos.
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El algoritmo de los “multiplos utiles” consiste primero en escribir los productos del divisor
bporl,2 3,45 6,7,8,9, 10, 20, 30,..., 90, 100, 200, ...900, 1000, 2000, ...que sean
menores que a. Dichos productos son los que se llaman “multiplos utiles” y se llaman asi
porque son los que permiten obtener cada una de las cifras del cociente. El hecho de escribir
a priori todos los multiplos ttiles, hace que este algoritmo sea facil de interpretar y justificar,
sin embargo es poco econdémico debido a que hay que escribir varios multiplos que

posteriormente no seran utilizados.

En el algoritmo anglosajon, la eleccion de los multiplos se va realizando a cada paso, y con
el fin de hacerlo regularmente de forma organizada y econdémica se privilegian los multiplos
del divisor b y de las potencias de 10. Cada uno de los multiplos elegidos nos va a permitir
obtener las sucesivas cifras del cociente. De este modo, en la forma mas econdomica se
realizaran tantas sustracciones como cifras tiene el cociente, salvo en el caso que alguna de

las cifras del cociente sea cero.

En el algoritmo habitual abreviado, la eleccion de los multiplos también se va realizando
paso a paso. Pero lo que le diferencia con el anterior es que dichos multiplos no se escriben,
ya que para cada cifra del cociente se realiza una operacion mixta, mezcla de una
multiplicaciéon y una sustraccion. Esto convierte a este algoritmo en el més econdomico y

menos fiable.

4.8. Criterios para el analisis de la economia y la fiabilidad de los algoritmos

Para intentar aclarar las nociones de economia y fiabilidad que hemos venido utilizando para
caracterizar los algoritmos de calculo en los distintos SN, vamos a explicitar algunos
criterios que nos pueden ayudar a decidir en un sentido u otro. Para la elaboracion de estos
criterios hemos tomado como referencia el andlisis de algoritmos que se realiza en

(Horowitz , Sahni y Rajasecaran , 1998) y (Duch, 2006).
(a) Criterio para determinar si un algoritmo es mds economico que otro

e El numero de rasgos 6 simbolos escritos necesarios para realizar dicho algoritmo en el

peor caso posible.
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En consecuencia un algoritmo sera mas economico en escrituras si su numero de rasgos o

simbolos es menor.
(b) Criterios para determinar si un algoritmo es mas fiable que otro

1. El nimero de operaciones mentales internas que es necesario realizar en el caso peor

posible.
2. El numero de operaciones que es necesario memorizar.

3. Robustez de la técnica frente a posibles paradas (no dependencia de los pasos a

seguir respecto de los demas).

4. La manera en que la justificacion de la técnica interviene en la propia técnica

(claridad conceptual del algoritmo).

En definitiva un algoritmo serd mas fiable que otro si el nimero de operaciones mentales
internas y el nimero de operaciones que es necesario memorizar es menor. Ademas favorece
dicha fiabilidad el hecho de que el algoritmo integre elementos tecnoldgicos y el que no sea

necesario realizar encadenamientos de unos calculos con respecto a otros.

Con el fin de mostrar la validez y utilidad de los criterios anteriores vamos aplicarlos a dos
algoritmos de la multiplicacion: el algoritmo “clasico” (ver seccion 4.5.3) y el algoritmo

“per gelosia” (ver seccion 4.5.2):
El algoritmo “clasico”

Supongamos que queremos multiplicar dos niimeros naturales a = a1as...a, y b = bib,...b,

utilizando para ello el algoritmo “clasico” o de Fibonacci.

Si aplicamos el criterio de economia, diremos que necesitaremos escribir primero los p
simbolos de a y los g simbolos de b, luego un segmento de recta para separar los factores de
los productos parciales, a continuacion escribiremos en la primera fila debajo del segmento,
en el peor de los casos, (p + 1) simbolos del producto parcial de la cifra b, por cada una de
las cifras de a; en la segunda fila, también escribiremos (p + 1) simbolos del producto

parcial de la cifra b, - ; por cada una de las cifras de a, y asi hasta la fila ¢ donde
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escribiremos los (p + 1) simbolos del producto parcial de la cifra b; por cada una de las
cifras de a. Para terminar se vuelve a trazar otro segmento de recta para separar los
productos parciales del resultado final, y se escriben, en el peor de los casos, (p + ¢)
simbolos 6 cifras. Por tanto, si hacemos el recuento, tendremos que en total es necesario
escribir, en el peor de los casos, (p + 1) x ¢ + 2 (p + g) simbolos 6 cifras y dos segmentos de

recta.

Si aplicamos los criterios de fiabilidad, diremos que para el célculo aia,... a, x bibs...b,
necesitaremos, en el peor de los casos, realizar g x (p — 1) memorizaciones y ¢ x (p — 1)
sumas internas, ya que cada producto a; x b; tiene llevadas y, por ello, es necesario realizar
mentalmente el calculo de sumar las llevadas, salvo para la tltima cifra de a, ya que en este
caso la llevada se escribe. Por tanto, necesitamos realizar 2 x ¢ x (p — 1) operaciones
mentales internas. Ademas al realizar todos los productos a; x b; se han obtenido colocados
en ¢ filas (una por cada cifra de b). Cada fila es el resultado de multiplicar cada b; por cada
una de las cifras de a. Para obtener el producto de a x b necesitamos sumar todos los
resultados parciales que aparecen en las ¢ filas. En la adicion de dichos productos parciales
podemos considerar que en el peor de los casos se pueden presentar las llevadas en (p + g —
2) casos, ya que el producto total @ x b tendra como maximo (p + g) cifras y no puede haber
llevadas ni en la cifra de las unidades, porque s6lo hay una cifra, ni en la cifra de las
unidades de mayor valor, porque solo hay una cifra o porque coincide con las llevadas. Con
lo que en este caso tendriamos que realizar 2 x g x (p — 1) + p + g — 2 operaciones mentales

internas.

En cuanto al numero de operaciones que es necesario memorizar para poder realizar dicho
algoritmo diremos que es necesario conocer las tablas de multiplicar. Mas concretamente, de
la tabla de multiplicar siguiente se necesita memorizar los 36 productos sefialados ya que la
tabla es simétrica respecto de la diagonal principal, y los nueve primeros resultados

coinciden con los 9 primeros nimeros.
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Tabla de multiplicar

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 2 4 6 8 10 12 14 16 18
3 3 6 9 12 15 18 21 24 27
4 4 8 12 16 20 24 28 32 36
5 5 10 15 20 25 30 35 40 45
6 6 12 18 24 30 36 42 48 54
7 7 14 21 28 35 42 49 56 63
8 8 16 24 32 40 48 56 64 72
9 9 18 27 36 45 54 63 72 81

En cuanto a la suma, también es necesario memorizar las 45 sumas sefialadas, debido a que
la tabla también es simétrica respecto a la diagonal principal, y ademds serd necesario

dominar el algoritmo de la suma para g sumandos.

Tabla de sumar:

+ 1 2 3 4

1 2 3 4 5 6 9 10
2 3 4 5 6 ] 8 9 10 11
3 4 5 6 ) 8 9 10 11 12
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

En cuanto al tercer criterio, hay que sefialar que en este algoritmo la realizacion de los
productos a; x b; estd encadenada y ligada para todos los productos (a; x b;) conj fijoei=1,

2,..., p. Esto obliga a no perder el hilo de los célculos de cada b; por todos los a; parai=1,

2,...,D.

Y, en lo que se refiere al cuarto criterio de fiabilidad, podemos decir que no aparecen de

forma explicita en la propia técnica elementos que la justifiquen.
El algoritmo “per gelosia”

Queremos multiplicar dos niimeros naturales a = ajas... a, y b = bib...b, utilizando para

ello el algoritmo “per gelosia”.
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Si aplicamos el criterio de economia, diremos que necesitaremos escribir primero los p
simbolos de a y los ¢ simbolos de 4. En segundo lugar, trazaremos una tabla con (p + 1)
segmentos de recta paralelos y (¢ + 1) segmentos de recta perpendiculares a los anteriores.
En total (p + g + 2) segmento de recta. A continuacidn trazaremos (p x g) segmentos que
son las diagonales de cada celda y rellenaremos la tabla con 2(p x g) simbolos 0 cifras. Para
terminar escribiremos, en el peor de los casos, los (p + ¢) simbolos del resultado final. En
resumen, si hacemos un recuento, necesitaremos escribir 2 (p x q) + 2(p + ¢) simbolos ¢

cifrasy (p + g +2) + (p x q) segmentos de recta.

Si aplicamos los criterios de fiabilidad, diremos que tendremos que fabricar una tabla de p
columnas y ¢ filas e ir colocando cada uno de los productos a; x bj en la celda
correspondiente a la fila j y la columna i. Después de realizar todos estos productos parciales
en el orden que se desee, se pasa a sumar, en el peor de los casos, las p + ¢g diagonales.
Entonces se pueden presentar en el peor de los casos p + g — 2 llevadas, pues la cifra de las
unidades es Unica y lo mismo ocurre con la cifra de las unidades de mayor valor, ya que ésta
0 es Unica o es la misma llevada. Por tanto en este algoritmo se puede presentar a lo sumo

p + g — 2 operaciones mentales internas.

En cuanto a nimero de resultados que hay que memorizar coincide con el numero de
resultados que hay memorizar para el algoritmo “clasico”, es decir, 36 resultados de la tabla
de multiplicar y 45 de la tabla de sumar, y ademas en el caso de la suma es necesario
conocer el algoritmo de la suma, en el peor de los casos, para (p + ¢ — 1) sumandos, pues

éste sera el numero de cifras que tiene la diagonal mayor.

En lo que se refiere al tercer criterio podemos afirmar que una caracteristica importante de
este algoritmo es que los productos parciales a; x b; pueden realizarse en cualquier orden, ya

que no estan encadenados unos con otros.

Y con respecto al cuarto criterio, diremos que tampoco aparecen de forma explicita en esta

técnica los elementos que la justifiquen.
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ALGORITMO CLASICO ALGORITMO “PER GELOSIA”
Economia (p +1)xq+2(@p + q) simbolos 2(p x g + p + q) simbolos
2 segmentos de recta (p+g+2+(px q) segmentos
Fiabilidad |e 2gp + p — ¢ — 2 operaciones mentales | ® p + g — 2 operaciones mentales

internas.

e 36 resultados de la tabla de multiplicar y 45
de la tabla de sumar, ademds de dominar el
algoritmo de la suma para ¢ sumandos.

e No aparecen elementos tecnologicos.

e Los productos (a; x b) con j fijo e
i =1, 2,..., p. deben realizarse de forma

encadenada.

internas.

36 resultados de la tabla de
multiplicar y 45 de la tabla de sumar,
ademas de dominar el algoritmo de la
suma para (p + g — 1) sumandos.

No aparecen elementos tecnologicos.

Los productos parciales se pueden

realizar en cualquier orden

En el caso que a = ajaxazas y b = b1bybs

ALGORITMO CLASICO ALGORITMO “PER GELOSIA”
Economia (4 +1)x3+2(4 + 3) =29 simbolos 2(4x 3+ 4 + 3) = 38 simbolos
2 segmentos de recta (4+3+2+ (4 x3)) =21 segmentos
Fiabilidad |e 2 x4 x3 +4 -3 -2 =23 operaciones | ® 4 + 3 -2 =5 operaciones mentales

mentales internas.

e 36 resultados de la tabla de multiplicar y 45
de la tabla de sumar, ademas de dominar el
algoritmo de la suma para 3 sumandos.

e No aparecen elementos tecnologicos.

e Los 4 productos (a; x b)) conj fijoei=1,2,3
y 4. deben realizarse de forma encadenada y
estoparaj=1,2y3.

internas.

36 resultados de la tabla de
multiplicar y 45 de la tabla de sumar,
ademas de dominar el algoritmo de la
suma para (4 + 3 — 1) = 6 sumandos.
No aparecen elementos tecnologicos.
Los 12 productos parciales se pueden
realizar en cualquier orden

4.9. Posibles ampliaciones y completaciones de la Organizacion Matematica Local

En los

apartados

anteriores,

hemos aportado elementos tecnoldgico-tedricos

que

proporcionan una explicacion y justificacion de los algoritmos asociados al SN posicional

completo y que constituyen los componentes basicos, junto a las tareas descritas, de la OM,,

en torno al citado SN posicional. Ademas esto nos ha permitido poner de manifiesto como

este SN es eficaz no solo para representar los numeros sino también para hacer aritmética

elemental.
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Por lo tanto, hemos abordado el problema de la escritura de los nimeros buscando dar una

respuesta eficaz a cuestiones relativas a:
a) Que la representacion y designacion de los nimeros sea univoca y comoda
b) Que la comparacion de los nimeros a partir de sus escrituras sea facil

¢) Que la realizacion de célculos en las distintas operaciones con dichas escrituras sea

una tarea econoémica, sencilla y fiable.

Toda esta problematica la hemos tratado con una sucesion de diferentes tipos de SN, de
modo que cada nuevo SN iba aportando una mejor respuesta, pues la sucesion de SN se ha
ido generando a partir de las limitaciones del SN anterior. Hay que notar que casi todos los
SN de dicha sucesion tienen la caracteristica comtn de utilizar la misma base decimal. Pero
creemos que es importante subrayar la relatividad de la base » = 10 que hemos utilizado, por

razones historicas y culturales.

Pensamos que para completar y ampliar la problemdtica en torno a los Sistemas de

Numeracion debemos intentar la busqueda de algunas respuestas a las cuestiones siguientes:

e ;Qué ventajas y limitaciones puede presentar la escritura de los numeros en un SN

de base o bases diferentes de la base diez?

e ;Como podemos ampliar el SN posicional con el fin de que nos permita representar

y realizar calculos con cualquier numero real de forma economica y fiable?

o ;Como podemos transformar el SN posicional para que nos permita representar y

calcular con numeros “muy grandes” de forma economica y fiable?
o /Es necesario la utilizacion de un simbolo para el cero en los SN posicionales?

Siendo conscientes de que no hemos agotado las cuestiones que se pueden plantear en torno
a los SN posicionales, de momento vamos a intentar adelantar un itinerario posible de

respuesta a los interrogantes planteados.
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4.9.1. Sistemas de Numeracion con diferentes bases

Segun se afirma en Cuppens (2001), la eleccion de la base del SN esta sometida a diferentes

condiciones que a veces pueden parecer contradictorias:

e La primera es la sencillez. Un SN posicional sera sencillo si los coeficientes que
utiliza se componen de un solo simbolo, Por ello, conviene que la base b no sea
demasiado grande. Un ejemplo de este tipo de sistema es el SN posicional
decimal habitual y, por supuesto, mas sencillo todavia el SN posicional binario.
Sin embargo, en el SN babilonico de base 60 y en el SN maya de base 20, los

coeficientes utilizados se componen de varios simbolos seglin un sistema aditivo.

e La segunda condicion es la legibilidad. Conviene para ello que la base b no sea
demasiado pequefia. Por ejemplo, el SN binario que es muy céomodo para los
ordenadores, sin embargo para nosotros tiene el inconveniente de que la cadenas
de simbolos utilizadas para representar cada niimero son excesivamente largas.
Precisamente, debido a esta dificultad, como veremos mas adelante los

informaticos han optado por utilizar el SN de base 8 o el de base 16.

e La tercera condicion tiene que ver con las propiedades del numero b. Asi, el
hecho de que de la base b pueda tener un gran niimero de divisores, parece que
podria ser ciertamente una ventaja. Mas adelante, veremos que una buena
caracteristica de b es que sea un niimero que tiene mas divisores que todos los

numeros que le preceden. Por ejemplo, » = 12 ¢ también b = 60.

La cuestion a la que queremos dar una posible respuesta ahora es la siguiente:

» (Qué ventajas y limitaciones puede presentar la escritura de los numeros en un SN

de base o bases diferentes de la base diez?

Entendiendo que cuando hablamos de ventajas o limitaciones lo hacemos en referencia a la
economia y fiabilidad de los algoritmos ttiles para llevar a cabo las operaciones aritméticas
pero, también, nos referimos a las ventajas y limitaciones del Sistema de Numeracion para
abordar otros problemas matematicos en los que, por ejemplo, intervengan numeros no

naturales.
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Los sistemas binario, octal y hexadecimal

Asi, por ejemplo, podemos estudiar las ventajas y limitaciones del sistema binario o en base
2, que fue introducido por Leibniz en el siglo XVIII, y que posteriormente ha sido utilizado
en las maquinas electronicas, ya que s6lo se emplean dos cifras: 0 y 1, que pueden
interpretarse como dos estados: apagado 0 y encendido 1. Es el sistema utilizado por el

hardware de los ordenadores.

Para paliar uno de los inconvenientes del sistema binario como es el gran tamafio de las
cadenas de simbolos resultantes, se suelen utilizar también otros sistemas como ¢l de base 8
o el de base 16. Asi, por ejemplo, el paso del SN binario al de base 16, o hexadecimal, (y
viceversa), se puede llevar a cabo de forma directa. El siguiente ejemplo nos permite ver de

manera sencilla estos pasos:

En el SN binario sé6lo tenemos las cifras 0 y 1.

En el SN hexadecimal tendremos los 16 simbolos siguientes: 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, a, b,
c,d,eyf

Dado el numero n = 3465 escrito en la base 10, se ve facilmente como se puede hacer
directamente el paso del SN binario al SN hexadecimal agrupando las cifras del SN binario

en grupos de 4 partiendo de derecha a izquierda.

LA ESCRITURA DE N EN 1101 1000 1001
BASE 2

Significado de cada grupo en 13 8 9
base 10

La escritura de n en base 16 d 8 9

Del mismo modo se puede realizar el paso de la escritura en base 16 a la escritura en base 2.

En este caso, tenemos n = a € 3(;¢ y ahora se trata de escribir el nimero que representa cada

cifra de n en el SN binario.

LA ESCRITURA DE N EN a e 3
BASE 16
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Significado de cada cifra en 10 14 3
base 10
La escritura de n en base 2 1010 1110 0011

El sistema duodecimal

Igualmente, podemos estudiar las ventajas e inconvenientes que proporciona el SN
duodecimal o de base 12 que propuso Georges-Louis Leclerc, conde de Bufon, en el siglo
XVIII, ya que dicha base tiene mas divisores que los numeros que le preceden. Asi sus
divisores seran el 1, 2, 3, 4, 6 y 12. Una ventaja importante que proporciona el SN
duodecimal es que las fracciones de denominador 2, 3, 4 y 6 se puede expresar con una sola
cifra duodecimal y las de denominador 8 y 9 con dos cifras duodecimales. Sin embargo, en
el SN decimal habitual tienen una sola cifra decimal las fracciones de denominador 2y 5y

dos cifras decimales las fracciones de denominador 4.
Los sistemas cuya base es de gran tamaiio

Asimismo cabe analizar las ventajas e inconvenientes de un tamafio demasiado grande de la
base como utilizaron los babilonicos (base fundamental 60 y base auxiliar 10) y los mayas
(base fundamental 20 y base auxiliar 5). En el caso del SN babilonico la base b = 60 tiene 12
divisores, es decir, tiene mas divisores que todos los nimeros que le preceden, lo que podria
ser una de las razones por la que eligieron dicha base, ya que los babilonios usaban dicho
sistema para representar fracciones sexagesimales, o sea, con potencias de 60 en el
denominador. Asi en una de las tablillas de la coleccion de Yale’, aparece el calculo de la

raiz cuadrada de 2 con tres cifras “decimales” sexagesimales:

=1;24,51,10=1+—+ + =1, :
V2 21;24,51,10=1 24 5l 10 1,414212963
60 3600 216000

? Segun se informa en la pagina web:
http://descartes.cnice.mecd.es/taller de matematicas/Historia/Mesopotamia.htm#ilustracion del Ministerio de
Educacion Ciencia.

120


http://descartes.cnice.mecd.es/taller_de_matematicas/Historia/Mesopotamia.htm#ilustraci�n

Un Modelo Epistemoldgico de Referencia de los Sistemas de Numeracion

Por otro lado, hay que sefialar que estos SN al no disponer de un solo simbolo para cada uno
de los nimeros mas pequeios que la base, pueden presentar problemas de ambigiiedad de
escrituras. Una de las maneras de evitar esta posible ambigiiedad seria dotando al sistema de
un simbolo diferente para cada uno de los nimeros mas pequefios que la base, lo que, por
otra parte, lo convertiria en un SN mas complejo pues seria necesario utilizar 20 simbolos

distintos para el SN maya y 60 para el babilénico.

Los sistemas regulares e irregulares

Entre los diferentes tipos de SN posicionales cabe considerar aquellos en los que los
agrupamientos se realizan de forma regular y aquellos en los que existe alguna
irregularidad. De este modo el agrupamiento fundamental en el SN maya es de veinte en
veinte, considerando que primero se realiza un agrupamiento de 5 en 5 y posteriormente de
4 en 4, con lo que al final veinte unidades de primer orden equivalen a una unidad de
segundo orden. Pero este SN tiene la particularidad de que en el paso de las unidades de
segundo orden a las unidades de tercer orden se agrupa de 18 en 18. Esta irregularidad
provoca que este SN presente la limitacion de no cumplir la regla de los ceros a partir de la
tercera posicion. Dicha regla, que es fundamental para poder realizar con eficacia el

algoritmo de la multiplicacion, consiste en lo siguiente:

Para multiplicar un numero por una potencia de la base basta con aniadir a
la escritura de dicho numero tantos ceros como indica el exponente de

dicha potencia.

De este modo podemos afirmar que dicha irregularidad convierte al SN maya en un SN

ineficaz para la realizacion de célculos multiplicativos.
Los sistemas con diversos tipos de agrupamiento

Un ejemplo interesante de SN posicional donde se realiza un agrupamiento diferente en cada

posicion es el SN posicional de base factorial.
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Asi, por ejemplo, si queremos escribir en base factorial el nimero de elementos de una
coleccion que tiene 79 objetos, primero los agrupamos de 2 en 2 y obtenemos 39 grupos de
2 y 1 objeto suelto. A continuacion agrupamos de 3 en 3 los 39 grupos de 2, y obtenemos 13
grupos de 3 de 2 (es decir, de 3! = 6), 0 grupos de 2 y 1 objeto suelto. En tercer lugar
agrupamos de 4 en 4 los 13 grupos de 6, y resultan 3 grupos de 4 de 6 (es decir, de 4! =24),
1 grupo de 6, 0 grupos de 2 y 1 objeto suelto. Por tanto, la representacion del nimero de

elementos de dicha coleccion en la base factorial es 3101.

Para dar una definicion mas general del SN posicional de base factorial, nos basaremos en

Laisant (1888):

Dado ae Nsiempre va a ocurrir que existeun p e N tal que p! <a <(p +1)!

En primer lugar vamos a suponer que a es tal que p! <a < (p + 1)!, si dividimos « entre p!

obtendremos un cociente @, <(p + 1) y unresto r <p!.
Entonces se cumple que: a =a, p! +r yr<p!

A continuacion podemos dividir 7 entre (p — 1)!, y obtendremos un cociente a, ; < p y un

resto r; < (p—1)!
Con lo que se cumple que: r=a, ; (p—D!'+r yr<(@-1)!

Se puede observar que si repetimos la misma operacion con 7 y con los sucesivos restos que

vayan apareciendo, podemos concluir que el numero a puede ser representado en la forma:
a=ay,plta,; p-D'+... a3 +a,2! +a; 1!
Donde cada uno de los coeficientes a; € {0,1,...,i}.

Asi tendremos que la representacion del nimero a en el SN posicional de base factorial es

a= ayapj...azaa..

En el caso de que a, o uno de los restos obtenidos coincida con un factorial, el cociente al
dividir por el factorial correspondiente sera 1 y el resto 0, con lo que a partir de ese resto la

representacion seria 100...00.

Una propiedad facil de observar en este SN es que la escritura de los numeros pares siempre

termina en 0, y la de los impares en 1. En este sistema también pueden realizarse las distintas
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operaciones de calculo, pero quizés su caracteristica mas importante es que permite escribir

cualquier numero racional utilizando una cantidad finita de cifras distintas de cero.

Desde el punto de vista matematico se pueden tomar una o varias bases que en principio
hemos exigido que fueran naturales y mayores o iguales que 2. Pero en realidad la nocion de
SN puede generalizarse utilizando bases negativas, racionales, reales, e incluso complejas

(ver, por ejemplo, Murillo (2002)).

Cambios de bases

Para estudiar una posible respuesta a la cuestion sobre qué ventajas o limitaciones presenta
trabajar en un SN posicional con una o varias bases diferentes de la base 10, sera importante

disponer de una técnica que nos permita cambiar de base con relativa facilidad.
La tarea que queremos abordar consiste en:

Dado un numero natural escrito en un SN posicional con una o varias bases
necesitamos una técnica que nos permita escribir dicho numero en otro SN
posicional con una o varias bases, donde al menos alguna de ellas sea

distinta de las anteriores.
Para dar una respuesta a la tarea anterior vamos a considerar dos casos:

1. Los SN posicionales que utilizan siempre el mismo tipo de agrupamiento y, por

tanto, tienen una sola base.

2. Los SN posicionales en los que en cada posicion se realiza un tipo de agrupamiento

diferente y, en consecuencia, utilizan diferentes bases.
Cambio de base para los sistemas de un solo tipo de agrupamiento

La tarea de cambio de base para los sistemas de una sola base, la hemos descompuesto en

las siguientes subtareas:
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1. Dado un ntimero escrito en el SN posicional completo de base b = 10, como pasar a

escribirlo en un SN posicional completo de base b = 10.

2. Dado un niimero escrito en el SN posicional completo de base b # 10, como pasar a

escribirlo en un SN posicional completo de base b = 10.

3. Dado un nimero escrito en el SN posicional completo de base b; cualquiera como

pasar a escribirlo en un SN posicional completo de base b, # by cualquiera.
Para resolver estas subtareas se utilizan las siguientes técnicas:

1. Paso de la escritura de un numero natural en base 10 a la escritura en otra base

b#10

Tenemos un nimero a escrito en base diez y queremos escribirlo en base b # 10, es decir
queremos escribirlo en la forma a,a,; ... a a; con todos los a; menores que b, de tal forma

que
_ 2 p—1
a=aitab+taz3b"+...+a,b

Para ello, si dividimos a entre b obtenemos un cociente a’ y un resto a; < b, de modo que

nos quedara:
(1) a=ai+a’ b

Del mismo modo, si volvemos a dividir a’ entre b obtendremos como cociente @’ y como
resto a;. En consecuencia, tenemos que a’ = a, + a’’ b. Por lo tanto, sustituyendo el valor de

a’ en (1) obtenemos
a=aq+rab=at(@+ta’b)yb=a+ab+a” b

Si reiteramos este procedimiento de ir dividiendo entre b hasta obtener un cociente menor
que b, habremos obtenido la expresion del nimero a en la base b # 10, donde a, sera ese
ultimo cociente menor que b y ai, a,..., a, -1 seran los correspondientes restos que se han

obtenido de dividir entre b.
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Asi, por ejemplo, si tenemos el nimero a = 7893 escrito en base 10 y queremos escribirlo
en base 6, procederemos a realizar las divisiones sucesivas entre 6 de 7893 y de los
sucesivos cocientes que vayamos obteniendo hasta conseguir un cociente que sea menor

que 6.

Asi hemos obtenido que
a=7893=3+1x6+3x6"+0x6" +0x6 +1x6 =100313
2. Paso de la escritura de un nimero natural en base b = 10 a la escritura en base 10

Tenemos un nimero a escrito en la base b, es decir a = a, a, 1 . a>a; lo que también puede

e 2 -1
expresarse en la forma polindmica siguiente: a =a; +ax b+ a3 b +... + a, bP .

Si lo que queremos es expresar dicho nimero en la base 10, debemos hallar el valor de dicha
expresion polinomica sustituyendo el valor de b por su valor correspondiente, realizando un

procedimiento inverso al que hemos realizado antes de las divisiones sucesivas.

Asi, por ejemplo, si tenemos a = 23456(; y queremos expresarlo en base 10, escribiremos la

expresion polindmica correspondiente:

A=6+5xT+4xTP+3xTP+2x7* =6+35+4x49+3x343+2x2401 =6+ 35+
196 + 1029 + 4802 = 6068.

Por tanto el niimero a = 23456 se escribe en base 10, a = 6068.

3. Cambio de base entre dos bases b; y b, cualesquiera.

La técnica en este caso se reduce a aplicar las dos técnicas anteriores. Primero pasaremos de

la base b; alabase 10 y posteriormente de la base 10 a la base b; (si by # 10).
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Cambio de base para los sistemas en los que se realizan diferentes agrupamientos

Para dar respuesta a esta tarea utilizaremos el ejemplo de cambio de la base factorial a la

base decimal y viceversa.
1. Cambio de la base factorial a la base decimal

Dado aeNtal que a = aya, ; ... azaxa¢ en el SN de base factorial, lo escribiremos en la

forma polinémica:
a=ay,p'ta,; p-D'+...+a33!+a2! +a; 1!

Una vez calculados los diferentes factoriales, los multiplicaremos por los correspondientes
coeficientes y la suma total de los productos obtenidos nos daré la representacion de a en el
SN posicional decimal. Hay que advertir que todos los céalculos realizados se llevan a cabo

dentro del SN decimal.
Existe otra técnica que resulta mas econdmica que la anterior que consiste en lo siguiente:

Se empieza multiplicando a, por p y al resultado obtenido se le suma a, ;, y a lo obtenido se
le multiplica por (p — 1), y al resultado se le suma el siguiente coeficiente, y al niimero
obtenido se le multiplica por (p — 2), ..., y este procedimiento se reitera hasta llegar a sumar

a;. Veamos el funcionamiento de la técnica anterior con el ejemplo siguiente:

Tenemos a = 6514201, y queremos obtener su expresion en la base decimal.
Para ello realizamos los siguientes calculos:
6x7+5=47, 47 x 6+ 1 =283, 283 x5+4=1419
1419 x 4 +2 =5678, 5678 x3+0=17034, 17034 x 2 + 1 =34069.

Hemos obtenido que la representacion de a en el SN decimal es a = 34069.

2. Cambio de la base decimal a la base factorial

Tenemos el niimero a escrito en la base 10 y queremos obtener su escritura en la base

factorial.
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Primero dividimos a entre 2, y obtenemos un cociente a’ y un resto a; < 2, de modo que nos

quedara:
(1) a=2a +a;

A continuacion, dividimos el cociente obtenido a’ entre 3 obtendremos como cociente a’’ y
como resto a, < 3. En consecuencia, @’ = 3 a’’ + a,. Sustituyendo el valor de @’ en (1)

obtenemos
a=2a+a=a=20@a’+ a)ta=a’ 3! +ta2!+ a

Y continuamos dividiendo el cociente que resulta entre 4, luego entre 5,... hasta obtener un

cociente, que llamaremos a,, y que serd menor que (p +1).

Al final, hemos obtenido los restos a1 <2, a» <3, a3 <4,..., a,.1 < p y el Gltimo cociente

que es ap < (p +1). Entonces, la expresion del nimero a en la base factorial sera:
a=apdp-1 ...a3 dx ay
Pues se cumple que
a=app'ta, (p-1)+...+a33' +a 2!+ a; 1!
A continuacion veamos la aplicacion de esta técnica con el ejemplo siguiente:

Queremos obtener la escritura del nimero a = 87653 en la base factorial.

Primero dividimos a entre 2, luego el cociente obtenido entre 3, etc.

87653 |2
1 426 |3
2 14608 |4
o 362 s
: 7m0 Le
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Por tanto la escritura de a en la base factorial es a = 21242021,,.

4.9.2. La escritura de los numeros decimales limitados y de los niUmeros reales

Pero los nimeros y su sistema de representacion deben ser utiles, mas alla de la aritmética
elemental, para hacer matematicas. Por ello cabe plantearse, en particular, la necesidad de
ampliar la OM,, con el objetivo de poder representar de manera econdémica y fiable todos los
numeros reales (o al menos, los decimales limitados) para poder realizar calculos con dichos

nameros.

Esto nos lleva a considerar que dicha OM, puede ser ampliada y completada para
representar y calcular con los nimeros decimales, y, en consecuencia, para representar y
realizar célculos con las escrituras decimales de los nimeros reales. La justificacion de esta

posible ampliacion podemos basarla en la proposicion siguiente:
Todo numero real puede escribirse en la forma:
an 10"+ ... +a 10" +d, 107 +dy 10 2 + ...

donde los ntimeros ay, aj, ..., a,, y di, son nimeros naturales menores que 10. Esta
representacion es Unica, en tanto que no exista un indice i (tomemos el menor de ellos) tal
que para todo k > i sea dy = 9, ya que dichos nimeros pueden escribirse también con la
representacion que hace que la posicion anterior a d; se incremente en una unidad y

tomando los di = 0 para k > i.

Se llama “escritura decimal de un nimero real”, a la cadena de cifras acompafiada de una
coma o un punto, que se utiliza como separador de la dos partes, la parte entera y la parte

decimal.

La proposicion anterior ha sido realizada para el caso en que la base del sistema sea 10, pero

puede generalizarse para cualquier base b.

Como ya hemos adelantado en la seccion anterior el hecho de utilizar la base 12 para
representar los numeros reales puede aparecer como una ventaja, ya que ello va a permitir
escribir una mayor cantidad de nimeros mediante una expresion donde el nimero de cifras

distintas de cero después de la coma sera finito, esto es, decimales limitados.
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Cambio de base

Para poder estudiar cual es la base del SN posicional que ofrece mayores ventajas a este
respecto vamos a necesitar una técnica que nos permita cambiar de base para los nimeros
reales. Es decir, dado un nimero real escrito en una base b; necesitamos una técnica que nos

permita pasar a escribir dicho nimero en otra base b;.

La expresion decimal de un numero real a viene dada en la forma:
a=apday...an, d1d2d3...

Donde ag a;...a, se llama la parte entera y did>ds...1a parte decimal.

Para resolver la tarea de cambio de base primero lo haremos con la parte entera y después

con la parte decimal.
Tarea de cambio de base de la parte entera

El cambio de base de la parte entera se realiza aplicando la técnica ya explicada en la

secciodn anterior para el cambio de base dentro de los nimeros naturales.
Tarea de cambio de base de la parte decimal
Aqui consideraremos también tres subtareas:

1.- Dado un ntimero d real tal que 0 < d < 1, escrito en el SN posicional de base b # 10, se

trata de obtener su escritura en el SN posicional de base 10.

2.- Dado un nimero d real tal que 0 <d < 1, escrito en el SN posicional de base 10, se trata

de obtener su escritura en el SN posicional de base b # 10.

3.- Dado un niimero d real tal que 0 < d < 1, escrito en el SN posicional de base by, se trata de

obtener su escritura en el SN posicional de base b,.
Primera subtarea: Paso de una base b # 10 a la base 10

Tenemos d = 0, did»ds. .. con todos los d; menores que b # 10 de modo que:
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d=d\b ' +d, b > +ds b+ ...

y queremos obtener la escritura de d en la base 10. Para ello en la expresién anterior

sustituimos b por su valor y efectuamos los calculos correspondientes.

Por ejemplo, d = 0, 35274 esta escrito en el SN posicional de base 8 y queremos expresarlo
en el SN posicional de base 10. Para ello escribimos primero d en la forma polinémica y

después realizaremos los calculos siguientes:

d= O, 3527(8 =

3 2
_3,5 .2 7 _3x8+5x8742x8+7 1536+320+16+7 _ 1897 0458740234
gl g2 g gt g* 4096 4096

Hemos obtenido que d = 0, 35275 se expresa en le SN de base 10 como d = 0,458740234.

Segunda subtarea: Paso de la base 10 a una base b # 10

Tenemos d expresado en el SN posicional de base 10 y queremos obtener su representacion
en un SN posicional de base b # 10, es decir, queremos obtener d = 0, d;d»ds... con todos los

d; menores que b, de forma que
d=di b +dr b7 +dy b7+,
Para ello multiplicaremos en ambos miembros de la igualdad anterior por b
bd=b(db ' +d b2 +dsb>+..)
y obtendremos en ambos miembros de la igualdad una parte entera y otra parte decimal.
e,d=d +(dhb'+dib?+..)

Con lo que igualando las partes enteras y las partes decimales tendremos
e1=d

d=d b +ds b +...(2)

Entonces la primera cifra decimal de d en el SN posicional de base b # 10 es d; = e, que

siempre sera menor que b.
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Para obtener la segunda cifra decimal volvemos a multiplicar los dos miembros de la

igualdad (2) por b:
bd=b(dhb ' +dsb*+..)
De nuevo aparece en ambos miembros una parte entera y una parte decimal:
ernd’=do+(dsb ' +..)
Si igualamos las partes enteras y las partes decimales tendremos

82:d2

& =dsb ' +d b+, ..

Por tanto, la segunda cifra decimal de d en el SN posicional de base b # 10 es d> = e, que
siempre serda menor que b. Con lo que hasta ahora tenemos que d = 0, e; e;... con los e;

menores que b.

Reiterando este procedimiento podemos obtener cada una de las cifras de d en el SN

posicional de base b # 10.
Por ejemplo: Queremos obtener la representacion de d = 0,89 en el SN posicional de base 6.

Multiplicamos 0,89 por 6 y la parte entera del resultado obtenido serd la primera cifra

decimal:
0,89 x 6 =15,34

Multiplicamos de nuevo por 6 la parte decimal y la parte entera obtenida sera la segunda

cifra decimal:
0,34 x6=1,84

Reiterando este procedimiento vamos obteniendo las diferentes cifras decimales de 0,89 en

el SN posicional de base 6:
0,84 x 6=15,04

0,04 x 6=10,24
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0,24 x 6=1,44
0,44 x 6=2,64
0,64 x6=3,84
0,84 x 6=15,04
En consecuencia, el nimero que en base 10 se escribe d = 0,89, en la base 6 se escribe:

d=0,515012350123...

Tercera subtarea: Paso de una base b; a otra base b,

La técnica en este caso se reduce a aplicar las dos técnicas anteriores. Primero pasaremos de

la base b; a la base 10 y luego de la base 10 a la base b,.

Del mismo modo que lo hemos hecho en la seccion anterior, también se puede construir una
técnica de cambio de base para los numeros reales con Sistemas de Numeracion en los que se
realizan diferentes tipos de agrupamientos. Podemos poner como ejemplo el paso de la
escritura de un namero real en el SN posicional decimal a la escritura en el SN posicional de

base factorial y viceversa.

La gran ventaja que presenta este sistema de base factorial es que todo numero racional se
puede escribir con una cantidad finita de cifras distintas de cero, esto es, en la base factorial

todo numero racional se expresa como un decimal finito.

Una vez que disponemos de un SN posicional que nos permiten representar de forma eficaz

cualquier nimero real, serd necesario abordar también la siguiente cuestion:

;Como debemos transformar las técnicas de calculo utilizadas en el SN
posicional con el fin de que nos permitan realizar cdlculos de forma

economica y fiable dentro del campo de los numeros reales?
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4.9.3. La escrituray el calculo con niumeros “grandes o muy grandes”

Andlogamente, cabe pensar que el SN posicional completo presenta limitaciones para el
calculo con “niimeros grandes o muy grandes”. Por ello, sera interesante abordar la notacion
cientifica utilizada para escribir los numeros “muy grandes”, y analogamente podemos
estudiar también cémo este tipo de notacidon nos permite escribir los niimeros “muy

pequenos”.

La notacion cientifica de un nimero n # 0 decimal es la representacion de n en la forma
a x 10” donde @ es un numero decimal tal que 1< a < 10 y p un nimero entero, (de este

modo, a sélo tiene una cifra distinta de cero antes de la coma).

Vemos algunos ejemplos:

e La notacion cientifica del namero 642178000 es 6,42178 x 10° (6 6,42178¢+8)
e Lade 345,76 es 3,4576 x 10* (6 3,4576e+2)

e Lade 0,0000547 es 5,47 x 10 > (6 5,47e-5)

Esta notacion es muy utilizada en informatica y en las calculadoras. La razén del uso de esta
notacion se debe a que en las calculadoras solo es posible escribir nimeros con diez o doce
cifras significativas como maximo. De esta manera pueden ampliar sus posibilidades de
calculo de manera muy eficaz. Por ello, en la calculadora cuando se pasa de una determinada
cifra (que suele ser la décima o la duodécima cifra) de modo automatico aparece la notacion
cientifica. Por ejemplo: para 12347800000 aparece la escritura 1,23478e+10, y para
180000000000 la escritura 1,8e+11. Andlogamente sucede para los nimeros muy pequenios:

para 0,0000000014 aparece la escritura 1,4e—9, para 0,0000000234 la escritura 2,34e—8 .

Existen diferentes situaciones cuya modelizacion matematica requiere expresar y realizar

operaciones con nimeros “muy grandes”. Por ejemplo:

e La poblacion de la Tierra es de aproximadamente 6 300 000 000 habitantes, es decir, de

6,3 x 10’ habitantes.
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e Un afio luz (la distancia que recorre la luz en un afio) es de 9 500 000 000 000 Km., o sea,

de 9,5 x 10" km.
e La distancia de la tierra al sol es de 150 000 000 Km., es decir, de 1,5 x 10° Km.

e La masa de la Tierra es del orden 6 000 000 000 000 000 000 000 000 kg, es decir, del
orden de 6 x 10** kg.

Por tanto, vemos que esta representacion de los nimeros resulta mas econdémica cuando
necesitamos expresar nimeros “muy grandes” como el nimero de atomos del universo, las
distancias entre los planetas y el Sol o las distancias interestelares, la superficie de los

planetas y del Sol, el peso de los planetas y de las estrellas, el nimero de Avogadro, etc.

Del mismo modo, también se pueden presentar situaciones en las que necesitamos expresar

y realizar operaciones con niimeros “muy pequefios”. Asi, por ejemplo:

e Fl diametro de un dtomo tiene un tamafio en torno a 0,000 000 000 25 metros, es decir,

2,5%x10""m.

e La masa de un electron es aproximadamente 0,000 000 000 000 000 000 000 000 009 11
g., es decir, de 9,11 x 1077 g.

u 1én qu 16 : dmica cu

De este modo, se puede observar también que esta representacion es mas econémica cuando
queremos expresar nimeros “muy pequefios” como las dimensiones de una molécula o de
un atomo, el tamafio de un virus o de una bacteria, el tamafio del nucleo atomico, y la

distancia interatomica en un s6lido, la masa de un atomo, etc.

También podemos considerar la notacion de ingenieria, que es una adaptacion de la

notacidn cientifica.

La notacion de ingenieria de un namero n # 0 es la representacion de n en la forma a x 107
donde a puede ser un nimero que admite hasta tres cifras antes de la coma y p es un niimero

entero multiplo de 3. Asi, por ejemplo:
e El nimero 123478000 se escribe 123,478 x 10°, 0 también 123,478e+3.

e El numero 0,000000014 se escribe 14 x 1077 6 14e-9.
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Esta notacion esta ligada a los sistemas de unidades de medida, y sirve, sobre todo, a los
que estudian fendmenos en los que aparecen magnitudes medibles tales como los ingenieros,
los fisicos, los quimicos, etc. Para medir esos fendémenos es necesario elegir una unidad. El
sistema internacional de unidades de medida no es suficiente para llegar a medir la
diversidad de la naturaleza y ha sido necesario adaptarlo creando multiplos y submultiplos

que van desde lo “muy grande” a lo “muy pequeno”, de mil en mil.

La notacion de ingenieria utiliza prefijos para designar tanto los “niimeros muy grandes”

como los “muy pequenos™:
Para los “muy grandes” utiliza:

Kilo(k) 10*; mega (M), 10% giga (G), 10°; tera(T), 10'; peta(P), 10"°; exa(E), 10'*; zeta(Z),
10%'; yota(Y), 10%,

Y para los “muy pequeiios”:

Mili (m), 10" *; micro (n), 10~ % nano (n), 10~ ; pico (p), 10~ '%; femto (f), 10” °; ato (a),
10 2'; zepto (z), 10~ **; docto (y), 10’

Una vez que disponemos de una técnica que resulta mas econdémica para representar

nimeros “grandes 6 muy grandes” o nimeros “muy pequeiios”, cabe preguntarse:

¢ Como realizar calculos con dichos numeros y cudles son los algoritmos de

calculo mas eficaces con estos numeros?
Asi en (Chevallard, 2003-2004) se propone una técnica de multiplicacion del siguiente tipo:

e Dado un numero grande a = 9876512345, queremos calcular con una calculadora

habitual a*.

Debido a que no es posible dicho calculo de manera directa, se propone escribir
9876512345 = 98765 x 10° + 12345 pues la calculadora solo permite calcular de forma
directa y exacta el cuadrado de niimeros que tienen como maximo 5 cifras. Para ello se

propone la técnica siguiente:
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9876512345% = (98765 x 10° + 12345)* = 98765 x 10" + 2 x 98765 x 12345 x 10° +
12345% = 9754525225 x 10" + 2438507850 x 10° + 152399025 = 97545252250000000000
+243850785000000 + 152399025= 97545496100937399025.

Una técnica analoga puede utilizarse para el calculo con “niimeros pequefios” o “muy

pequenos”.
Si queremos calcular el cuadrado de a =2,345678918, podemos escribirlo en la forma

a=2345678918 x 10”°

Y proceder a aplicar la técnica utiliza en el caso anterior.

Para constatar el fracaso de la calculadora habitual en el céalculo con niimeros grandes y
provocar la busqueda de una técnica de calculo alternativa para dichos numeros, en

(Chevallard, 2003-2004) se propone la siguiente tarea:
Dado a = 123456789, comparar los niimeros a* y (a + 1) (a — 1).

Aqui puede observarse facilmente que si realizamos de modo directo con la calculadora
ambos calculos obtenemos el mismo resultado, lo cual nos obliga a construir una técnica

“mixta” (calculadora + lapiz y papel) que permita detectar el error.
El cédigo CLE

Como hemos visto antes, si queremos hallar el valor del producto 123456789 x 987654321
con una calculadora habitual utilizando el SN posicional decimal, aquélla s6lo permite hallar

un valor aproximado.

Con el objetivo de superar esta limitacion se ha construido un sistema llamado Codigo
CLE". Este codigo pretende dar una respuesta eficaz tanto a la representacion como al

calculo con “numeros grandes”.

' La palabra CLE proviene del francés Code a Large Echelle. La informacién sobre este Codigo CLE la hemos
obtenido en internet en las direcciones:
http://www4.ac-lille.fr/~math/classes/themes/numer/Telechargement/Numeration.doc
http://www.lyc-hoche-versailles.ac-versailles.fr/~dupont/Maple/dmO4(partition).pdf
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Para representar un numero en el Cédigo CLE, primero debemos hallar su escritura en el SN
posicional binario, es decir, debemos descomponer el nimero en suma de potencias de 2.
Asi la escritura del numero dado en el Cédigo CLE sera la n-upla de los exponentes de las

potencias de 2 que aparecen en la descomposicion obtenida. Veamos un ejemplo:
1. Seaa =83 en el SN decimal y queremos obtener su escritura en el Codigo CLE.
Primero realizamos la descomposicion binaria de a:
a=2+0x22+1x2"+0x2°+ 0x 22+ 1x2" +1x2°

Por tanto, el nimero a en base 2 se escribe 1010011 y su escritura en el Codigo CLE sera

a:(6’49 170)

2. Dado un numero escrito en el Codigo CLE, a = (8, 4, 2,0) queremos obtener su

representacion en el SN posicional decimal.

Para ello escribimos a = 2% + 2* + 2% + 2° y realizamos los calculos correspondientes:

a=256+16+4+1=276.
Ahora daremos una definicion mas general de Cédigo CLE de un numero natural:

Sea un a € N, se sabe que todo niimero natural admite una representacion binaria en la

forma de una serie de 0 y de 1, de modo la primera cifra de la izquierda sea un 1.

P
De modo que se cumple a = Z a;-2". Aqui se dice que p es el tamaiio de a.
i=0

Entonces con el objetivo de que la escritura de los nimeros naturales “grandes”, es decir,
que su tamafio p es grande, sea mas corta el Codigo CLE asocia a cada nimero natural a la
n-upla con los exponentes de las potencias de 2 cuyo coeficiente es 1 de la descomposicion

binaria de a.

A continuacion exponemos algunas de los algoritmos de célculo que se simplifican utilizando

este sistema de numeracion.
La adicion en el Cédigo CLE
Dados dos numeros (a)crey (b)cLE, se trata de obtener (a)cLe + (b)cLE.

Sean a = (ai, aa, ..., ap) y b=(b1, by, ..., bg) con a;> aj+1y b; > bj+1.
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Entonces (a + b) sera la n-upla formada por todos los elementos de a y de b y ordenados de
mayor a menor y de izquierda a derecha. Cuando haya algin a; igual a algun b;, el par (a; ,

b)) se sustituye por a; + 1.

Veamoslo con un ejemplo: Seana =(7,6,4,2,0)yb=(8, 6,4, 2, 1, 0), entonces
(a+b)=(8,7,6,6,4,4,2,2,1,0,0)

sustituimos el par (6,6) por 7, el par (4, 4) por 5, el par (2, 2) por 3 y el par (0, 0) por 1

(a+b=8,7,7,5,3,1,1)

Sustituimos el par (7, 7) por 8 y el par ( 1, 1) por 2. Para terminar con (8, 8) por 9.
(a+b)=(8,8,53,2)=(9,5,3,2).

Con lo que tenemos que (7, 6,4,2,0) +(8,6,4,2,1,0)=(9, 5, 3, 2).

Podemos decir que una regla fundamental a tener en cuenta en la adicion es la equivalencia

(ai, a;) = (a; + 1), es decir (a;) + (ai) = (a; + 1).

La sustraccion en el Codigo CLE

Para la sustraccion utilizaremos también la regla anterior pero en sentido contrario:
(a)=(a;i— 1)+ (a;—1).

Explicaremos el algoritmo de la resta con un ejemplo:

Queremos calcular (8, 5, 4, 3) — (6, 5, 4, 2, 0).

Para ello colocamos el minuendo (8, 5, 4, 3) y vamos aplicando la regla anterior de modo
que descomponemos 8 como (7, 7), luego 7 como (6, 6), y 3 como (2,2)y2 como (1, 1)y
1 como (0, 0).

(8,5,4,3)=(7,7,5,4,2,2)=(7,6,6,5,4,2,1,1)=(7,6,6,5,4,2,1,0,0)
Ahora ya podemos realizar la sustraccion:

(7,6,6,5,4,2,1,0,0)- (6, 5,4,2,0)=(7, 6, 1,0)
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La multiplicacion en el Codigo CLE

La regla que utilizamos para multiplicar es (a;) x (b;) = (a; + b;), ademas de la regla utilizada

en la suma.
Dados dos nimeros (a)cLe ¥ (b)cLg, se€ trata de obtener (a)crg X (b)cLE.
Sean a = (ai, aa, ..., ap) y b= (b1, b, ..., bg) con a;> aj+1y bj > bj41.

Entonces (a x b) sera la n-upla formada por todos los elementos (a; + b;) y que luego se
ordenan de mayor a menor y de izquierda a derecha. Si alguno de los elementos c;; =a; + b;

resulta igual a otro se aplicara la regla de la suma.

Explicaremos el algoritmo de la multiplicacién con un ejemplo:
Queremos calcular (4, 3, 1) x (5, 3).
(4,3, 1)x(5,3)=(4+5,4+3,3+5,3+3,1+5.1+3)=(9,7,8,6,6,4) =
=(9,8,7,6,6,4)=(9,8,7,7,4)=(9,8,8,4)=(9,9,4) = (10, 4).
En resumen, (4, 3, 1) x (5, 3) = (10, 4).

La division en el Cédigo CLE

Para realizar la division aplicaremos las reglas utilizadas en la multiplicacion y la
sustraccion. Veamos con un ejemplo el funcionamiento de un algoritmo de la divisién con el

Codigo CLE.
Queremos la division de (12, 8, 7, 4, 2) entre (6, 1, 0).

Para ello buscamos un numero que multiplicado por (6, 1, 0) se acerque lo mas posible al
dividendo. Por ello tomamos (6) y realizamos (6) % (6, 1, 0) = (12, 7, 6) y a continuacion

realizamos la resta siguiente: (12, 8, 7, 4, 2) — (12, 7, 6).
Para llevar a cabo la resta debemos aplicar la regla de la sustraccion (a;) = (¢, — 1) + (a; — 1).
Entonces (12, 8,7,4,2)=(12,7,7,7,4,2)=(12,7,7,6, 6,4, 2)

Por tanto (12, 8,7, 4,2) — (12,7,6) =(12,7,7,6,6,4,2)— (12,7, 6) = (7, 6, 4, 2)
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Ahora buscamos un nimero que multiplicado por (6, 1, 0) se acerque lo mas posible a

(7, 6,4, 2) y encontramos el (1). Entonces realizamos el producto siguiente:
(1)x(6,1,0)=(7,2,1) yselorestamos a (7, 6, 4, 2).

Para ello aplicamos la regla de la sustraccion asi:
(7,6,4,2)=(7,6,3,3,2)=(7,6,3,2,2,2)=(7,6,3,2,2,1, 1)

Entonces (7, 6,4,2)-(7,2,1)=(7,6,3,2,2,1,1)-(7,2,1)=(6, 3, 2, 1).

Por ultimo tenemos que buscar un numero que multiplicado por (6, 1, 0) se acerque lo mas

posible a (6, 3, 2, 1) y encontramos el (0).

Realizamos el producto (0) x (6, 1, 0) =(6, 1, 0) y se lo restamos a (6, 3, 2, 1).
Aplicamos de nuevo la regla de la resta: (6, 3,2,1)=(6,3,1,1,1)=(6,3,1,1,0,0)
Entonces (6, 3,2,1)—(6,1,0)=(6,3,1,1,0,0)—(6,1,0)=(3, 1, 0).

Por tanto se cumple que (12, 8, 7,4, 2)=(6, 1,0) x (6, 1,0) + (3, 1, 0).

En resumen, el cociente es (6, 1, 0) y el resto (3, 1, 0).

4.9.4. Los sistemas posicionales sin cero

Del mismo modo, partiendo de OM,, se puede considerar la existencia de SN posicionales
completos sin cero. Asi, podemos estudiar las ventajas e inconvenientes del sistema de
numeracion de Charles Cros que se presenta en (Cuppens, 2001). Dicho sistema tiene tres
simbolos que designaremos con las tres primeras cifras de nuestro SN posicional habitual: 1,
2y 3. La base del sistema posicional es b = 3 y no tiene simbolo para el cero. La escritura de
los primeros numeros en este sistema sera: 1, 2, 3, 11, 12, 13, 21, 22, 23,... Veamos otros

ejemplos:

LA ESCRITURA EN EL SN 10 18 30 40 120 282
HABITUAL DE BASE 10

La escritura en el SN de Charles Cros 31 123 233 1111 3333 | 23333
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Este sistema puede generalizarse para cualquier valor de la base b. Asi en (Cuppens, 2001)

se expone el caso general del siguiente modo:

Sean x y b dos niimeros. Existe un niimero natural p y los nimeros ay, ..., a,
que verifican 1 < a; < b (conj =0, ..., p) tales que x se escribe de manera

Unica en la forma :

xzapbp-kap_lbp*l-ir...+a1b+ao.

Para demostrarlo, se define en N — {0} una nueva division:

Si a > b, se llama C—cociente'' y C—resto de la C—division de @ entre b a los niimeros ¢ y r

que verifican:

De este modo se obtiene que si @ no es divisible por b, el C—cociente y el C—resto son
idénticos al cociente y al resto habituales, mientras que si a es divisible por b el C—cociente
es el nimero anterior al cociente habitual y el C—resto es igual a b. Asi tendremos un SN

posicional en base b que utiliza b cifras, pero no tiene un simbolo para el cero.

En (Cuppens, 2001) se pone como ejemplo de este tipo de sistema el SN en base b = 10.
Para ello toma las cifras del SN habitual, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 y afiade el simbolo X para el
10. Asi, en este sistema el numero 2006 se escribe 19X6. Se puede observar que en dicho
sistema la representacion de los numeros es idéntica a la representacion habitual salvo en los

casos en que hay algtn cero.

También se muestra en dicho articulo coémo los algoritmos de célculo de las operaciones de
adicion, sustraccion y multiplicacion tienen un gran parecido con los mismos algoritmos en
el SN habitual. Sin embargo, la técnica de la division funciona de modo diferente, pues es

necesario realizar en algunos casos vueltas hacia atras.

' Para identificar esta nueva division, asi como el cociente y el resto correspondientes colocamos delante una
C.
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Veamos a continuacion algun ejemplo de dichos algoritmos.

Primero es necesario realizar las tablas de sumar y de multiplicar en dicho sistema.

Tabla de sumar:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 X
1 I 2 3 4 5 6 7 8 9 X 11
2 3 4 5 6 7 8 9 X 11 12
3 4 5 6 7 8 9 X 11 12 13
4 5 6 7 8 9 X 11 12 13 14
5 6 7 8 9 X 11 12 13 14 15
6 7 8 9 X 11 12 13 14 15 16
7 8 9 X 11 12 13 14 15 16 17
8 9 X 11 12 13 14 15 16 17 18
9 X 11 12 13 14 15 16 17 18 19
X 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1X

O|lo|Q|N|n|H~h|WIN|— X
(oA N WIN|——

<
<
<
[\
<
(98]
<
N
2
W
<
A
<
~
<
[00]
<
\O
<

A continuacion para realizar los calculos siguientes nos basamos en las tablas anteriores.

Para calcular 356 + 5X9, colocamos ambos sumandos como en el SN habitual:
356
5X 9

96 5
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Para realizar las sustracciones 3X1 — 2X9, 689 — 39X, 12X4 — 11X9, utilizamos también la

tabla de sumar y un procedimiento analogo al utilizado en el SN habitual:

3 X 1
6 8 9 1 2 X 4
2 X 9
3 9 X 1 1 X 9
9 2 2 8 9 9 5

Para realizar el calculo multiplicativo 56X3 x 29X, utilizaremos los resultados de la tabla de

multiplicar y luego la técnica “per gelosia” empleada en el SN habitual.

5 6 X 3
1 1 2
X 2 X 6
4 5 8 2
5 4 X 7 19
4 5 9 2
X X X X [ X
1~ 6./ X X 8 9 X

Ahora, para la division de 89X123 entre 8X, utilizaremos también los resultados de la tabla

de multiplicar.

Primero realizaremos la tabla de los multiplos de 8X:

71X | 7XX | 89X

Para llevar a cabo la division utilizaremos la técnica del algoritmo anglosajon (ver seccion

4.6.2) aunque con algunas variaciones.
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99 X1
99
8X XXX1

89X 123
7XX

8 X1
7 XX

912
89X
123
8X

33

Donde hemos obtenido que el C—cociente es 99X1 y el C—resto es 33.

En la realizacion del calculo de la division hemos necesitado volver hacia atras en dos

ocasliones:

En la primera ocasion hemos considerado las tres primeras cifras 89X y hemos encontrado
en la tabla de los multiplos de 8X, el resultado 89X, pero no obtenemos nada como resto

parcial y bajando la cifra siguiente el 1 resulta mas pequeiio que 8X:

X

8X 89X 123
89X

1

Por tanto necesitamos volver hacia atrds y coger el resultado anterior en la tabla de los
multiplos de 8X, que es 7XX, con lo que la cifra del cociente pasa a ser 9. Realizamos la
resta y obtenemos 8X y bajando la cifra siguiente resulta 8X1. Miramos en la tabla de los

multiplos de 8X y tomamos 89X, y colocamos en el cociente la cifra correspondiente que es
X:
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9
XX

8X 89X 123
7XX

X
9

8
8

r—A><._

2

Aqui se presenta la segunda ocasion donde de nuevo el resto parcial es 1 y bajando la cifra
siguiente que es 2, resulta 12 que es menor que 8X, con lo que debemos volver hacia atras y
tomar en la tabla de los multiplos de 8X el multiplo anterior que es 7XX, y ahora cambiando
en el cociente la cifra X por 9 ya podemos continuar los calculos sin necesidad de realizar

mas vueltas hacia atras.

Esto nos permite concluir como en (Cuppens, 2001) que la afirmacion de que la
introduccion de un simbolo para el cero es esencial para los SN posicionales es falsa y que
como afirmaba Charles Cros el empleo de un simbolo para el cero es sobre todo
convencional. Esto no impide que a pesar de ello pensemos que la introduccioén del cero
primero como cifra y luego como numero ha sido fundamental para el desarrollo de la

Matematicas.

4.10. Elementos tecnolégico-tedricos de la Organizacion Matematica Local de los

Sistemas de Numeracion

En el proceso de reconstruccion del Modelo Epistemologico de Referencia hemos sentido la
necesidad de elaborar elementos tecnologico-tedricos que permitan explicar, justificar y
generalizar cualquier Sistema de Numeracién, dicho en otros términos, elementos
tecnologicos-teoricos de la OM local en torno a los Sistemas de Numeracion. Esta necesidad
nos ha llevado a dar una definicion de Sistema de Numeracion generalizado y a demostrar

que dicho sistema funciona como tal.
4.10.1. Sistema de Numeracién generalizado para cualquier nimero natural

Un sistema de numeracion generalizado viene dado por una sucesion (a,)nen < N tal que a;
=lyg = i ¢ N-{0, 1}, Vie N—{0}.
a.

1
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Entonces se cumple el siguiente teorema:

Sea (ay)nen un sistema de numeracion generalizado. Entonces cualquier numero x € N

siempre se puede expresar de forma unica como

k
X=qrart qi-1 ar-1+..tqra1= Y q,a,,siendoqgie Ny0<q;<c;yqic#0
i=1

Demostracion: (Existencia)

En efecto, dado x € N, siempre existe un tnico k£ € N tal que ¢, < x < a;+ 1, ya que la
sucesion esta formada por nimeros naturales y es estrictamente creciente. El algoritmo de la

division euclidea asegura que existen Unicos gy, 7, € N tales que

X =gqya;+ry, con ry < ay. (q;# 0, pues sino x < ay)

De este modo obtenemos una sucesion de enteros ¢, _;, ..., g por divisiones sucesivas de

los restos 7y, 71, ..., ¥, COMO sigue:
"e=qk—1 Gr—1 11, con0s 1y <agg_y,

Thol = Q-2 Qg2 T 152, con0= 75 <ag_y,

rn=qar+r,con0< r <a=I,luego r =0.
De forma que
X=qrar Y= qrak Y g1 G T S ST G G Tttt qran.
Ademas, como cada 7,4 <a, se tiene que
741 = ¢q;a;+1;< a;, de donde

q; a;<a;+y asi pues

aj+l

cada ¢q; <
J

Esto demuestra la existencia de la representacion de x =g, ay + g ; ar_1+... 7 q1 a;.
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(Unicidad)

Ahora tenemos que demostrar la unicidad de dicha representacion, para ello supondremos

que existe otra representacion de x y demostraremos que dichas representaciones son iguales.
Supongamos que
X=qrartqr o a1t qa

es la representacion obtenida antes y ademas suponemos que tiene otra representacion como

la siguiente:
X=@mnt @ w1 a1 t...F g ay,

. s , , a;
siendo ¢, # 0y ademas 0 < ¢, < ¢; = —*L

i

a; .
Entonces ¢’; < —*L —1 paratodo ie{l,2,..., (m— 1)} y en consecuencia

1

, , , a a a
X=q wlpt q am,1+...+q1a1S(’"—”—1)am+( m —l)am_1+...+(—2—1)a1:
m am—l a

=(aug—a,)+(a,—a,_)+..+(ay—a)=a,,—a=a,, —1<a,+

Esto nos permite concluir que a,, £ x <a,, + y por lo tanto, dado que la sucesion (a,),cn €8
estrictamente creciente, y que teniamos que @, < x < ag; . | resulta que m = k, con lo cual

tenemos las dos expresiones siguientes:
X=qeart qr-1 Q1T T qra
X=qkakt g1 anat. T g a
Entonces se puede considerar que por un lado
x=gqrap+r, donde 7= (qs—1 @ 1+..Fqra) < a
y por otro lado
x=q'yap+r’ donde ry=(q% 1 a1+t g a) <a

Debido a la unicidad del cociente y del resto que se obtiene al dividir x por a; se concluye

que
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G=qrY e=""%,
esdecir (qp 1 ar_1+... 7 qra)=(q@ k-1 ar_1+...7q’1 ay).
Del mismo modo podemos considerar que
=1 Gt con = (raar ot tqra)< ary
7%= @1 @Gt rioicon 1 =(q ko2 @t g a) <ag_

Igualmente debido a la unicidad del cociente y del resto que se obtiene al dividir 7 por a;

se concluye que

Q1 =q k1 YTe1= o1
esdecirque (qs_2 ar_ot... 7 qra))=(q k_2 ar_»+...+ q’1 ay)

Repitiendo el mismo procedimiento llegaremos a que los coeficientes ¢, , gx 1, ... , ¢ son

Unicos.

Al mismo tiempo que hemos estado demostrando este teorema también hemos realizado una
busqueda entre la bibliografia de referencia en torno a este tema de un Sistema de
Numeracion generalizado y hemos encontrado dos demostraciones para el caso de los
nimeros naturales en Aviezri (1985) y Smarandache (1991), la primera de ellas tiene unas

caracteristicas similares a la realizada en esta memoria.
4.10.2. Distintas representaciones de un Sistema de Numeracion generalizado

De forma general podemos decir que en un Sistema de Numeracion generalizado, que viene
. ., a .
determinado por una sucesion (d,)nen € Ntal que a1 =1y ¢, =—* € N - {0, 1}, Vie N -

ai
{0}, el nimero natural x = qx ax + qx - 1 ar -1 +...7 q1 a1 con g; # 0, puede venir

representado en cualquiera de las formas siguientes:

e Como g, veces el simbolo de ay,... , gx veces el simbolo de a, si el sistema es aditivo.
En este caso el sistema solo dispone de simbolos para los a;, con lo que el sistema

necesitard un nimero infinito de simbolos.
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e Siel SN dispone de simbolos para los a; y para los g; entonces vendra representado
por qxax qi-1ak-1 ... q1a;1. En este caso el SN se dice hibrido y el sistema necesitara

también un numero infinito de simbolos para los a; y el nimero de simbolos de los ¢;

a.
debe ser <max {1}
a

i

e Si el SN dispone de simbolos s6lo para los ¢; entonces vendra representado por
gk 9i-1---q1- En este caso el SN se dice posicional, ya que los a; viene representados

por las diferentes posiciones y el numero de simbolos de los g; debe ser < max

ai+1
{—a[ }-

Ejemplos de diferentes Sistemas de Numeracion
El SN egipcio:

La sucesion (a,)nen © Nesa; = 1, a, = 10, a3=10%,..., a7 =10° y ¢;= 10 para i €{1, 2, 3, 4,

5,6}
El SN romano:
La sucesion (a,)nen © Nesa; =1, a2 =15, a3= 10, as = 50, as= 100, ag= 500, a7 = 1000.
Y aqui ¢; toma los valores 5 y 2 alternativamente.
El SN chino:
La sucesion (a,)nen € Nesa; =1, a; =10, a3 =100, a4 = 1000, as= 10000, as= 100000, ...

Aqui los ¢; toman el valor 10 siempre. Ademas existen ¢; y el nimero de ellos es menor que

10.
El SN maya:

La sucesion (ay)nen € Nes a; =1, ap =5, a3 = 20, as = 100, as = 360, ag = 1800, a; =

7200,...
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Y aqui ¢; toma los valores 5 y 4 alternativamente hasta a4. Aqui hay que sefalar, que hay

una irregularidad de modo que ¢4 = % y a partir de aqui los valores de ¢; vuelven a tomar

los valores 5 y 4 alternativamente:
El SN babilonico:

La sucesion (a,)hen € N es a; = 1, a, = 10, a3 = 60 , a4 = 600, as = 3600, as = 36000, a; =
216000,...Aqui los ¢; son 10 y 6 alternativamente.

El SN factorial:

La sucesion (a,)nen © Nesa; =1, ay=2!,a3=3! =6, as = 4! =24, as=5! =120, ag=

6! =720, a; = 7! =5040,...Aqui los ¢; son i+ 1.
4.10.3. Sistema de Numeracién generalizado para cualquier namero real

Hasta ahora tenemos un modelo de Sistema de Numeracion generalizado que nos permite
escribir y calcular con los Numeros Naturales, pero creemos que es necesario completar y
ampliar dicho modelo con el fin de demostrar que también nos sirve para escribir y calcular

con cualquier Numero Real. Para ello, enunciamos el siguiente teorema:

Sea (ay), ey un sistema de numeracion generalizado. Entonces cualquier numero x € R

siempre se puede expresar en la forma:

d, d, d,
X=qrart Q-1 a1 tT..Tqat —+—+—

k © dj
+...= 2.q,a, +Z—, con g;eNy 0< g; <c;,
a, a, a, i1

j=24;

siendo c, :ﬂeN—{O, 1}, Vie N— {0} y =0
a.

1

y ademds d;eNy 0< d; <c;_; Vie N-{0,1}

Supongamos que x > 0, sin pérdida de generalidad.

Todo nimero real puede descomponerse en una parte entera y otra parte decimal, de modo

que x = xg + xp, donde xg es la parte entera y xp es la parte decimal.
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La parte entera es un niumero natural xz que se puede escribir de forma tnica, segun el

teorema anterior, COmMo Xg = qx @k + qx—1 ak—1+...+ g1 a; con gx # 0.

La parte decimal es un numero xp € [0,1) que debemos demostrar que se puede escribir en

la forma:

Para ello demostraremos el siguiente teorema:

w d

Sea xe [0, 1), entonces existe una representacion x= 'y — con cada dieNy d;< ¢; 1y

j=29
ademds los d; vienen dados por la formula d; =a;jx]) - ¢;1 | aj1 x] , siendo Lajx] la parte

entera inferior de (a;x).

Demostracion:

>2a;>2%a, >..22/a,=2/.

a
. +1
En primer lugar observemos que ¢; = 0':— 22, luego a

J

Por tanto, /lim a; =, y los @; forman una sucesion estrictamente creciente. En consecuencia
Jjowo

1 . . . , 1
— + es una sucesion estrictamente decreciente y lim — =0.

Clj J OOCZJ

1

w 1 . S
Por tanto (0,1)= U ,— |, siendo esta una union disjunta.
j=1 41 4

Six = 0, hacemos todos los d; = 0.

. . L 11
Si x # 0, existe un unico j tal que x e ,— .
djr 4
Sean d, = ds=... =d;= 0, y hagamos d; . | € N el mayor entero tal que o<y
a .
J+l
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1 a/’+1
Como x<— ,es d;,; <——=c;.
aj aj
dj+1 dj+2
Tomemos ahora d;,, € N el mayor entero tal que ——+———<x.
‘ aj+1 aj+2

Entonces d;,, <c;,;,porquesi d; , >c¢;,, entonces d; , =c;, +hy

d; ciqth d; 1
j+1+ Jj+l _ ]+l+

h . ..,
+ <x, lo que contradice la definicién de d;4,, ya que d;y;
j+l1 aj+2 aj+l aj+l aj+2

dj+1 dj+1 +1
< x y hemos encontrado d;;; + 1 que cumple ———<x.
i ajn

era el mayor entero tal que

. ., dj+1 dj+2
Supongamos ahora por induccion que + +..+
a a;
Jj+2

dj+1 dj+2 dj+k dj+k+1
como el mayor entero tal que + +...+ + <X y se ve como antes que
a aj+2 aj+k aj+k+1

< x, entonces definimos dj .+
Jj+l

J+l

d w1 S ¢y por la propiedad correspondiente de d. .

* d
Entonces veamos que x = Y —-.
h=2ay
L d S d d d 1 1
Sea §, = Z—h Por definicién S, = Z—h <x<—24.+—"4+—=8, +—,esdecir,
h=2 ah = n a a, a, a

n—>0

1 , ’ S
|x—Sn|sa—,yportanto,nlzfzo|x—Sn|:O,luego lim S, :;Z:x

n

Por otro lado la féormula d; = Laij -G L a; | x 1a demostraremos por induccion.

Paraj=2,x:ﬁ+ﬁ+...:>a2~x:d2+L+ a4 +...:d2+£+ a4

a, a a3 ay Cy CyrCy
) )

d d .
Notemos que o, = — +—4% 4 .. <1, porque en otro caso si o, 21 entonces
€ €276

+...

) )
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d, + . . .
luego Z—I‘O-lj < x lo que contradice la definicion de d,, ya que d, era el mayor entero posible

d
2 <

)

tal que

Entonces tenemos que d, = |_a2 -xJ— cll_al -xJ y como a; = 1, resulta que

d, = Laz -xj ya que Lx]=0.

Supongamos ahora que d; = |_aj x] - i1 L a; x Vj=1,2,....,ky veamos que la formula es cierta
paraj=k+ 1.
Tenemos que

d,  dj dy

k

_ dk+1

X=—"+—+ . +—+—+..>a;,, Xx= (a X Slajgx)e; e +di +0p =
a, as A dgy =

= (|_a2 ‘xJ_Cl |_a1 ~xj)c2 "C3 e Cy +(|_‘13 ‘xJ_Cz |_a2 -xj)c3 "Cy e Cy +...+(|_ak 'xJ_Ck—l |_ak—l ’xJ)Ck +

+dp g+ = |_a 3 ~chk +d;, +04, - Yaque en la suma anterior van apareciendo sumandos

iguales pero con signos opuestos.

Entonces tenemos que si 0, <1se cumplird que d;,; = La,m -xJ— Cr Lak ~xj.

Para ver que o, <largumentaremos como hemos hecho antes.

Si fuera 07, 21, entonces o, = L0k+1J (ka1 — L0k+1 J) donde 4 = (o4, L0k+1J<1

k. d
J

Entonces a,; - X = a,,, E . +dp Jr|_0k+1J"’/1 y
j=2 "

kd, d,. +
x= z_f e +lok | +—% e donde se deduce que
= Afi Aji

k+1

Q.

k
d
< E MS x, lo que contradice la definicion de d;.,. Con lo que la
a;

j=2 a/ j=1 Arq

demostracion queda concluida.
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La demostracion de este teorema nos ha permitido avanzar en la dinamica de completar y
ampliar los elementos tecnologico-teodricos de la OM Local en torno a los Sistemas

Numeracion.

En resumen, y para finalizar la presentacion del Modelo Epistemologico de Referencia sobre
los Sistemas de Numeracion que utilizaremos a partir de aqui en nuestra investigacion,
diremos que éste se compone de una sucesion evolutiva de organizaciones matematicas que
parte de una OM inicial rudimentaria (basada en la correspondencia término a término) y,
mediante ampliaciones y completaciones progresivas, y de momento culmina en OM,, la
OM en torno al sistema de numeracion posicional completo en el que trabajamos
actualmente. Dentro de cada una de las OM que componen esta sucesion, hemos valorado el
alcance (o dominio de validez), la economia y la fiabilidad de los distintos algoritmos
asociados a cada sistema de numeracion, lo que nos ha permitido ir ampliando y
optimizando los distintos ingredientes praxeoldgicos de cada SN. Dicho proceso puede
interpretarse como un proceso de modelizacion matemdtica p que transforma la
Organizacion Matematica inicial OM; (que hace el papel de sistema por modelizar) en OM,

(que hace el papel de modelo final):

OMi = [Ti/Ti/ei/®i] - OMa = [Ta/‘ta/ea/®a] - OMh = [Th/‘th/eh/®h]
\ l

OM, = [T,/7,/0,/0,]

Este proceso dindmico puede considerarse como el esqueleto (o nicleo duro) y punto de
partida para una posible reconstruccion escolar de OM,, en una institucion escolar como la
Formaciéon de Maestros, la Ensefianza Secundaria o la Ensefianza Primaria. Dedicaremos el
proximo capitulo al estudio de los procesos didacticos en torno a los Sistemas de

Numeracion en la institucion de Formacion de Maestros.
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DISENO, EXPERIMENTACION Y ANALISIS

DE PROCESOS DIDACTICOS

EN TORNO A LOS SISTEMAS DE NUMERACION

EN LA INSTITUCION DE FORMACION DE MAESTROS






Disefio, experimentacion y analisis de procesos didacticos en la Formacién de Maestros

En este capitulo utilizaremos el Modelo Epistemoldgico de Referencia (en adelante
MER) de los Sistemas de Numeracién (en adelante SN) presentado en el capitulo
anterior con un doble propdsito. En primer lugar, nos servird para analizar las distintas
Organizaciones Matematicas (en adelante OM) que se han propuesto como saber a
ensefar en la institucion de Formacién de Maestros, considerando tres grandes periodos:
la “ensefianza clésica” previa a la mateméatica moderna (que estructuraba la matematica
en tres grandes bloques, la aritmética, la geometria y el algebra), el periodo marcado por
la matematica moderna y la situacion actual. Basandonos en el andlisis de algunos libros
de texto representativos de cada época, mostraremos que las razones de ser del sistema
de numeracion posicional tal como las describe nuestro MER, esto es, las cuestiones
problematicas a las que responde OM, como desarrollo de OM, y OM, tienen una
presencia casi nula tanto en la ensefianza “clasica” como en los desarrollos posteriores

de ésta que han desembocado en la ensefianza actual.

Esta ausencia de las razones de ser del SN posicional en la formacion de maestros en
Espafia constituye un fendmeno relativamente universal que, como todo fendmeno
didactico, debe responder a restricciones y limitaciones que conviene estudiar para
empezar a establecer las condiciones que permitan superarlas. En la segunda y tercera
partes del capitulo examinaremos precisamente, mediante una propuesta concreta de
instruccion y su experimentacion con un grupo de alumnos de magisterio, qué
caracteristicas deberia poseer un proceso de estudio capaz de reconstruir, en la
institucion de Formacién de Maestros, el SN posicional integrando su razon de ser como
cuestion generatriz del proceso. A lo largo de todo el capitulo podremos considerar las
distintas funciones que asume el MER propuesto, tanto en el analisis como en el disefio,

gestién y posterior evaluacion de los procesos didacticos.
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1. LOS SISTEMAS DE NUMERACION EN LOS MANUALES ESPANOLES
PARA LA FORMACION DE MAESTROS

1.1. Los Sistemas de Numeracion en la enseinianza clasica

Tomamos como ejemplo de libro de texto caracteristico de lo que se ha Illamado la
ensefianza “cléasica” de las matematicas (siguiendo a Bosch, 1994): un libro de texto para
maestros titulado Aritmética y su metodologia y Algebra de Julio Garcia Pradillo,
publicado en 1957 en la editorial Nuevas Gréaficas de Madrid (Garcia Pradillo, 1957).
Este libro se presenta como un manual de la asignatura “Matematicas: Aritmética y su
metodologia. Algebra” propuesta para la formacion de maestros en el plan de estudios de
1950.

El autor propone una estructura del curso en 48 lecciones del que presentamos aqui el

indice
Péginas
1.- NUMEroS NAUFAIES. .. ...ve et et e e e e 1
2. NUMETACION. .. ..ttt 6
B AGICION. ..t 12
4= SUSEIACCION. .. .ee ittt it 17
5.- MUIIPIICACION. .. .o 22
B.- POLENCIACION. ... ceeiit it et ettt e e e 28
7= DIVISION .. e 31
8.- Divisibilidad..........cooiiii 38
9.- Maximo comun divisor y minimo comin maltiplo................... 42
10.- RAICACION. ... e 48
11.- Operaciones combinadas...........o.oeveviieiiriiiieiiiiee e e, 53
12.- MagnitUOES. .. ..o e e e e 59
13.- NUMEros raCionales. ...........uuuvuniuniiiiii s 62
14.- Expresion decimal de los nimeros racionales........................ 73
15.- Expresion decimal de los nimeros racionales........................ 80
16.- NUMEIOS MBAIES. .. ..uve et et et e 85
17.- RAAICAIES. ..ot e 90
18.- NUMEros relativos. .. .........vvevveiie e 98
19.- Generalizaciones del concepto potencia...........cc.coevevvveennnn 101
20.- Sistema métrico decimal.............cooeeviiiii 106
21.- Cantidades y NUMEros CONCIEIOS. .. ....ueueeeeriinie et eeeaanannennn 116
B o (0] 0T0] (3 ]3It 121
23.- Proporcionalidad y regla de tres..........coooeeeiieiiiine e 125
24.- INterés SIMPIE.....uee ettt e e e 132
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25.- DESCUBNTOS. ...t it et et et et et e 132
26.- ValOreS Y FENTAS. .. .. ev e ves it ees et e ee e e e e eee eaaens 134
27.- Repartimientos proporcionales. ............oovvii e iiiinennn. 137
28.- AlIGACION. .. oot 138
29.- LOgaritmacCion. .. ... .uuuee s vee et ieevee e ee e e e 138
30.- Aplicacion de 10s 10garitmos.............oeeeeeveeiiiieieeveeeen 147
31.- Progresiones aritmeticas. ... ...oovveeeverieniiniie e 152
32.- Progresiones geomMEALriCaS. .. ....ue ee it e e aee e 156
33.- INtErés COMPUESTIO. .. .ov vt et e e e e 159
34.- Anualidades.......cooevvii i, 160
35.- Vectores y COOrdenadas. .. ... ..cuueevuieeiiie e e e 162
36.- NUMEros COMPIEJOS. .. ....vuivie et e e 168
37.- Metodologia de la Aritmeética............ccoeeviveveeiiiineeeennn. 173
38.- Expresiones algebraicas. ..........o.ouveiie i 190
39.- POIINOMIOS. .. et e e 197
40.- POHNOMIOS. .. ..t ettt e e e 200
41.- EXpresiones fraCCionarias. .. .......vevvuvvnviineveeiiiiiineveeeenen 203
42.- Transformacion de las ecuaCiones.............ccoevvvvveiiniennnnnn, 207
43.- Ecuaciones de grado cero y de primer grado.................c....... 215
44.- Sistemas de ECUACIONES. ... cuvuie et einine et e 219
45.- Ecuaciones de segundo grado............oeeviuiiiiiiini e, 224
46.- Ecuaciones de segundo grado............cooviieiieiiniie e 227
47.- FUNCIONES ... oot e et et e e e e e e e e 229
48.- FUNCIONES .. oot et et ettt et e e e et e e e 234

Ejercicios y problemas...........coooviriiiiiii i 239

En este manual, el estudio de la Numeracién corresponde a la leccion 2 que consta de los

siguientes epigrafes:

- Numeracién: Oral y escrita
- Sistema decimal: Metodologia
- ldea de la escritura de un nimero en un sistema basico

- Sistema romano

Igualdades y desigualdades. Propiedades

- Representacion gréafica de los nimeros naturales

La leccidn (p. 6) empieza con el problema de la designacion de un conjunto infinito de

ndmeros:

Una vez visto que el conjunto de los nimeros naturales es ilimitado, se presenta el problema, al
parecer muy complicado, de darles nombre, y el, al parecer menos necesario pero no menos

complicado, de asignar un simbolo a cada uno de ellos.

A continuacion define la Numeracién como:
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La parte de la Aritmética que se ocupa de la representacién de los nimeros mediante palabras y

simbolos.

El autor explica que cuando se utiliza una palabra o un grupo de palabras para designar
los numeros estamos ante la numeracion oral o hablada, y cuando se utiliza un simbolo
para cada nimero estamos ante la numeracion escrita. De todos modos, cuando hable
del sistema decimal, se referira a un Unico sistema de numeracion que se escribe de una

manera y se lee de otra.

Maés adelante hace una clasificacion de los sistemas. Por un lado considera el sistema
decimal con los sistemas analogos, que el autor llama sistemas “basicos”, y, por otro, los
sistemas *“no basicos”, de los que pone como ejemplo el sistema romano. En el epigrafe
destinado a este sistema, explica su funcionamiento dando primero un criterio para la
escritura de los nameros, comentando después el principio del valor relativo de la cifras.
En tercer lugar, expone el criterio para la lectura de nimeros y, por ultimo, propone una
metodologia para ensefiar a utilizar el sistema decimal, para lo que indica como
materiales interesantes: un reticulo de madera donde caben 100 pequefios cubos, las
regletas de Cuisenaire y objetos concretos como lapices, palillos, botones, monedas, e

incluso los propios alumnos...

En el epigrafe sobre la escritura de un nimero en un sistema basico, el autor explica muy
brevemente como se puede escribir un numero en dicho sistema, tomando como ejemplo
el sistema posicional de base 3. Para afirmar la idea de que en los sistemas “basicos” los
nameros se escriben de un modo y se leen de otro, indica que en el sistema de base 3, las

unidades se llaman, unidades, ternas, novenas, etc.

En siguiente apartado, se explican las caracteristicas del sistema romano, en su forma

mas evolucionada o final, sin relacionarlo en ningin momento con los demas sistemas.

En definitiva, estamos ante una leccion que consiste en mostrar de modo muy breve el
funcionamiento del sistema decimal y el sistema romano, con la ambigiiedad arriba
sefialada en relacion al sistema oral, considerado aqui como una caracteristica mas de los
sistemas béasicos. La Unica cuestion planteada inicialmente es el problema de la
representacion de una infinitud de ndmeros, sin que aparezca ningln otro tipo de
cuestionamiento tecnoldgico, por ejemplo en lo que se refiere a la comparacion de los
distintos Sistemas de Numeracion considerados. En cierta manera, al ser ésta una de las

primeras lecciones del manual, el autor no se permite hacer alusion a la pertinencia de
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uno y otro sistema para la efectuacion de las operaciones aritméticas basicas, dado que

éstas alin no han sido presentadas.

Podemos pues considerar que el autor tan sélo se sitia, de manera muy parcial, en la
segunda y cuarta etapa de la sucesion de OM de nuestro MER, donde, recordémoslo, q
es el conjunto de cuestiones que dan origen a la OM local en torno a los Sistemas de
Numeracion, OM, es la Organizacion Matematica en torno a los SN aditivos, OM, la
organizacion en torno a los SN hibridos y OM,, la Organizacion Matematica en torno a

los SN posicionales:

La OM presentada en el texto que acabamos de analizar queda situada en un recuadro en
oscuro en OM,, designada por OM?’,, y en otro recuadro en oscuro del gréfico dentro de
OM,, designada por OM’,, sin plantear ninguna comparacion entre ambos sistemas ni

su incidencia en la definicion de los algoritmos de las operaciones aritméticas.

Como complemento al analisis anterior, también hemos considerado otro manual de
texto para formacion de Maestros del afio 1943, titulado Matematicas segundo curso,
cuyo autor es José Taboas Salvador, profesor numerario de la Escuela Normal n° 1 de
Madrid. En este libro el autor divide el curso en dos partes: 24 lecciones dedicadas a la

Aritmética y al Algebray 22 lecciones a la Geometria.

Dentro de las 24 lecciones dedicadas a la Aritmética y al Algebra aparece la primera

leccion sobre los Sistemas de Numeracion con los siguientes epigrafes:

1.- Sistemas de Numeracion

2.- Unidades simples y colectivas

3.- Ordenes de unidades: base

4.- Escritura de un nimero en un sistema de base b
5.- Forma polinémica de los nimeros

6.- Ejercicios de cambio de sistema

El autor empieza la leccién indicando la imposibilidad de hacer corresponder a cada
namero un nombre particular arbitrario. Por ello plantea la necesidad de adoptar una

técnica de representar los nimeros imaginables empleando un corto nimero de palabras
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y de representarlos en la escritura con un numero limitado de signos, dando la definicion
de sistema de numeracion siguiente:
Se Ilama sistema de numeracién a un conjunto de reglas y convenios que nos permiten
expresar verbal y graficamente los nimeros mediante ciertas palabras y signos en
namero limitado.
A continuacion propone la distincion entre unidad simple y unidad colectiva, sefialando
que esta distincion es el fundamento de los Sistemas de Numeracién. Pone como
ejemplo:
En el ejército, un soldado es una unidad simple, una compafiia es una unidad colectiva
compuesta de soldados, un batallén es una unidad colectiva compuesta de compaifiias,
etc.
El autor propone clasificar dichas unidades simples y colectivas en 6rdenes y elige un
namero b distinto de cero y de la unidad que llama base. Asi la unidad simple se llama
unidad de primer orden, el conjunto de b unidades de primer orden se Ilama unidad de
segundo orden, y en general b unidades de un orden cualquiera constituye otra unidad

colectiva del orden inmediatamente superior.

En el epigrafe 4 se explicara entonces como se puede escribir un nimero cualquiera en
un sistema de base b. En este caso sdlo son considerados los sistemas posicionales.
Sigue un epigrafe donde el autor se limita a explicar la equivalencia entre la escritura
posicional y la escritura polinémica de los numeros; y la leccidn termina en un epigrafe

que propone los tres tipos siguientes de ejercicios de cambio de sistema de numeracion:
1° Dado un namero en el sistema decimal, escribirlo en otro sistema.

2° Dado un nimero escrito en un sistema cualquiera distinto del decimal, escribirlo en

el sistema decimal.

3° Dado un ndmero en un sistema cualquiera distinto del decimal, escribirlo en otro

sistema que no sea el decimal.
En definitiva, la leccion sigue un principio expositivo clasico en el que, de hecho, el
unico problema que se plantea acerca de los Sistemas de Numeracion es el cambio de
un sistema a otro, limitdndose a los SN posicionales completos. Ante los alumnos, el
SN posicional decimal se muestra como la respuesta a un problema que no ha sido

planteado.

La OM tratada en esta leccién podemos situarla, en el esquema dinamico considerado en

nuestro MER, dentro de OM,, con un recuadro en oscuro.
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oM,
q oM, oM,

om’,

La OD considerada en este manual intenta mostrar de modo pobre la técnica posicional
sin que aparezcan las cuestiones y tareas a las que da respuesta. En resumen, podemos
decir que sélo se muestra de forma aislada la técnica, que es un aspecto parcial de la OM
que se pretende que el estudiante aprenda. Sin embargo, no son tratadas ni las tareas ni

los elementos tecnoldgicos-teodricos de dicha OM.

Hemos consultado otros textos como “Metodologia de las Matematicas” de Xiberta y
Roqueta (1934); y “Aritmética razonada” de Sabras Gurrea (1931). Y de los mismos
autores analizados, aunque de distinto afio: “Matematica de siempre. Didactica de hoy”.
Tomo 1, de Garcia Pradillo (1969); y “Nociones y ejercicios de Aritmética y Geometria”
de Taboas Salvador (1942). Creemos que los dos casos tratados aqui son suficientemente
representativos de los manuales utilizados antes de los afios 70. Dicho en otros términos,
los manuales analizados parecen una buena representacién de la Organizacién
Matemética a ensefiar en torno a los Sistemas de Numeracion, en la institucion de la

Formacion de Maestros, a lo largo del periodo de “ensefianza clésica”.

1.2. Los Sistemas de Numeracion a partir de la Ley de Educacion de 1970

En Espanfia, la reforma que promovia la Ley de Educacion de 1970 trajo consigo el fin de
la estructuracion clasica de las matemaéticas escolares en los 3 bloques aritmética,
geometria y algebra. El cambio curricular que se produce en la formacién de maestros
queda bien de manifiesto con la aparicion del libro de texto titulado: Didactica de las
Matematicas del profesor de la Universidad Complutense de Madrid Eugenio Roanes

Macias, publicado por la editorial Anaya en 1983.

En este libro se propone una organizacion de las matematicas para maestros estructurada
en 24 temas de longitud comparable, como muestra su indice que reproducimos a

continuacion:

Tema 1. Generalidades (sobre la importancia formativa y utilitaria de la

Matematica y la necesidad de su didactica) pag. 13
Tema 2. Conjuntos pag. 16
Tema 3. Correspondencias pag. 36
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Tema 4. Relaciones pag. 55

Tema 5. Estructuras algebraicas pag. 75

Tema 6. El edificio matematico pag.106
Tema 7. Combinatoria pag. 125
Tema 8. Estadistica pag. 151
Tema 9. NUmero natural pag. 222
Tema 10. NUmero entero. Divisibilidad pag. 273
Tema 11. Ndmero racional pag. 341
Tema 12. Ultimas ampliaciones del concepto de ndmero pag. 370
Tema 13. Magnitudes pag. 402
Tema 14. Topologia pag. 443
Tema 15. Funciones elementales pag. 470
Tema 16. Espacios vectoriales pag. 491
Tema 17. Grupo de los movimientos pag. 519
Tema 18. Grupo equiforme pag. 554
Tema 19. Instrumentos geométricos pag. 578
Tema 20. Los problemas pag. 592
Tema 21. Material didactico pag. 606
Tema 22. La matematica y las edades escolares pag. 616
Tema 23. Errores del escolar pag. 620
Tema 24. Historia de la matematica pag. 623

Este libro de texto fue aprobado por el Ministerio de Educacién y Ciencia con fecha 27-
1-1970. Por tanto, surge en el momento que se aprueba la Ley general de Educacion de
1970 del ministro Villar Palasi. Es con esta Ley que se promueve la ensefianza de las
Matematicas Modernas. Y es también con esta Ley que se propone tanto en el curriculo
de Primaria (entonces E.G.B.) como en el de Secundaria (entonces dividida en B.U.P. y

C.0.U.) el estudio de los Sistemas de Numeracion.

Volviendo al libro de texto, observamos que el estudio de los Sistemas de Numeracion
aparece dentro del tema 9 dedicado al numero natural, con 6 apartados de un total de 17.

Los apartados relativos a los Sistemas de Numeracion son los siguientes (pp. 257- 272):

12. Sistemas de Numeracion

13. Sistemas de Numeracion de base cuatro

14. Sistemas de Numeracion en otras bases

15. Paso de un sistema de numeracion a otro

16. Teorema fundamental de los Sistemas de Numeracion

17. Préactica y didactica de las operaciones en cualquier base
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Como en el manual de 1957 examinado inicialmente, la cuestion que da origen a la
consideracion de los Sistemas de Numeracion radica en la dificultad de tener que
nombrar el conjunto infinito de los nimeros naturales sin tener que recurrir a infinitos
nombres y, por tanto, infinitos signos para designarlos. Para evitar este inconveniente, el
autor explica que existen métodos que mediante un numero pequefio de signos y reglas
permiten nombrar y escribir todos los nimeros naturales. El autor presenta el sistema de

numeracion como este sistema de reglas y signos.

Se desprende entonces que aquellos sistemas que no permiten la escritura de cualquier
namero natural con un numero finito de simbolos fijados de antemano (como los
sistemas aditivos o los hibridos) no son considerados por el autor como Sistemas de
Numeracion. Tampoco aparece como cuestion problematica la ambigiedad de la
designacion ni la longitud de la cadena de simbolos necesaria para designar cada
namero. De hecho, el autor s6lo considera como Sistemas de Numeracion los sistemas
posicionales, dando por sentado que para representar los nimeros solo se utilizan signos

para los multiplicadores de las potencias de la base.

Sin méas predmbulo sobre los SN y sus razones de ser, el autor introduce los SN
posicionales de base 4, cuyos simbolos elementales se suponen conocidos por el lector
(Roanes, 1983, p. 259):

Los cardinales de los conjuntos &, A, By C de la figura 13.1 se llaman como es sabido,

cero, uno, dos y tres y se designan, respectivamente, con los signos 0, 1, 2 y 3, como es

habitual.
A continuacién explica las reglas que hay que seguir para designar y nombrar cualquier
otro numero en dicho sistema en base 4, es decir un sistema en el que s6lo se pueden
utilizar las cifras 0, 1, 2 y 3. Después de indicar, mediante agrupamientos de 4, cdmo
designar el cardinal de algunas colecciones de objetos, concluye:

Resumiendo, podriamos decir que el sistema de numeracion de base cuatro es aquel en que

cada cuatro unidades de un orden forman una unidad de orden inmediatamente superior.

Por tanto, lo mismo que en el sistema de numeracién habitual (de base diez), una misma

cifra puede tener distinto significado dependiendo del lugar que ocupe.
Como hemos indicado antes, el autor se situa directamente en el &mbito de los Sistemas
de Numeracidn posicionales y sélo particulariza el sistema decimal habitual por la

eleccion de la base 10, que contrapone al ejemplo de la base 4. Siguen entonces una
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coleccion de tareas matematicas que consisten Unicamente en el cambio del SN

posicional de base cuatro al de base diez y viceversa:
e Escribe en base cuatro un nimero dado, por ejemplo 38.
o Escribe en base diez el nimero 2301,.

En el apartado 14 propone utilizar el razonamiento anterior pero disponiendo de cajas
donde caben 7 pelotas y cajones con 7 cajas, asi sucesivamente, para el sistema en base
7. Del mismo modo, considera el sistema de base 12 y el de base 15, y termina con el

sistema binario, indicando su utilizacion en las calculadoras electronicas.

Las tareas que se proponen al estudiante son:

¢Cudles son las cifras significativas en una base dada, por ejemplo la base 7, 6 también

la base 12, con las cuales se puede escribir cualquier nimero es esta base?

Escribe en una base dada, por ejemplo, la base siete, el cardinal de una coleccién

dibujada o también un nimero escrito en base 10.

Escribe en base 10 el nimero 34;.

¢Es cierta la igualdad 23, = 14(;?

El apartado 15 acaba de corroborar que los Unicos SN existentes son los SN
posicionales. En este apartado las tareas propuestas son de aplicacion de una técnica

general de cambio de base, considerando tres casos distintos:
1° Paso de un sistema de base cualquiera a la base decimal.
2° Paso de un nimero del sistema decimal a otro sistema.
3° Paso de un sistema a otro, ambos de base distinta a la base diez.

Las tareas para el estudiante son:

Pasar a la base decimal niimeros escritos en otra base.

e Escribir en base decimal el mayor nimero que en base cinco tiene tres cifras.

e Escribir en diferentes bases un nimero dado en base 10, por ejemplo en base 8 y en
base 13.

e Pasar a una base dada el numero escrito en otra base.

o Para escribir en base diez el nimero 34125 basta hallar el valor numérico del
polinomio 3x® + 4x* + x + 2 sustituyendo x por 5, lo que se hace cémodamente

aplicando la regla de Ruffini. Hagalo y generalice el proceso.

e Encontrar la base n, de modo que sea cierta la igualdad 213, = 130 + ».
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Las cuatro primeras tareas pueden considerarse tareas de aplicacion de la técnica
explicada anteriormente. Las dos ultimas, en cambio, constituyen dos posibles
desarrollos de la Organizaciobn Matematica introducida por el autor alrededor del
problema del cambio de base de un sistema posicional a otro. La quinta tarea propone
una variacion de la tecnica del paso de una base cualquiera a la base 10 utilizando la
descomposicion de un polinomio mediante la regla de Ruffini (regla que se supone
conocida por el alumno, ya que ésta no aparece en el libro de texto). En efecto, la

factorizacion del polinomio P(x):
P(x) = 3% + 4x* + x + 2 = (x — 5) (3%? + 19x + 96) + 482

proporciona directamente el resultado P(5) = 482. Y la sexta propone la realizacion de

una tarea “inversa”: hallar las bases en las que dos escrituras dadas son equivalentes.

El autor no va mas alla en este desarrollo y pasa a la justificacion teérica del trabajo
propuesto. Asi el siguiente apartado indica que todo lo tratado anteriormente puede
generalizarse con el teorema fundamental de la numeracion, teorema que plantea y
demuestra. Por Gltimo, en el apartado 17, propone la realizacién de calculos de las
distintas operaciones en los distintos Sistemas de Numeracion, proponiendo tareas del
tipo:

e Efectuar una sustraccion en base cuatro.

e Construir la tabla de sumar en una base dada y a continuacién efectuar una suma en

dicha base o una resta y explicar cémo se hace.

e Construir la tabla de multiplicar en una base dada y aplicarla a efectuar una

multiplicacion de nimeros escritos en dicha base.

e Construir la tabla de multiplicar en una base dada y realizar una division con la ayuda de
dicha tabla.
Para concluir, diremos que la Organizacion Matematica propuesta en este texto se sitla
directamente en el &mbito de los Sistemas de Numeracién posicionales y tan sélo se
propone “tematizar” la eleccion de la base de estos sistemas, mediante el estudio de la
conversion de escrituras de una base a la otra y de la realizacion de las operaciones
elementales basicas en distintas base. Podemos pues situarla, dentro del MER que hemos

elaborado, como un aspecto de la Gltima de las OM consideradas:

oM,
— oM,

OM, OM,
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Debi6 ser sin duda la importancia otorgada por las Matematicas Modernas al trabajo con
distintas bases para la construccion del concepto de numero en los nifios lo que explica
la importancia otorgada a este tema en los nuevos libros de texto para maestros, donde el
estudio no se centra tanto en los Sistemas de Numeracion como en el cambio de
escritura de un sistema de numeracion posicional a otro. A continuacion analizaremos
otro manual representativo de los libros de texto utilizados por el profesorado de
maestros de los afios 80 en el que veremos reproducirse el mismo fendmeno. Se trata del
libro titulado Matematicas — 1 (Escuelas universitarias de profesorado de E.G.B.) de los
autores: Jacinto Martinez, Maria Paz Bujanda y José Maria Velloso, publicado por la
Editorial SM en 1981.

La organizacion que proponen estos autores se estructura en los temas siguientes:

Tema 1. Teoria conjuntos Pag. 15

Tema 2. El algebra de Boole de las proposiciones, de los circuitos de

conmutacion y de los sucesos aleatorios Pag. 42
Tema 3. Relaciones y correspondencias Pag. 78
Tema 4. El nimero natural Pag. 110
Tema 5. Divisibilidad en N Pag. 156
Tema 6. EI nimero entero Pag. 184
Tema 7. La Divisibilidad en el anillo Z Pag. 211
Tema 8. EI nmero racional Pag. 240

Tema 9. Las traslaciones en el plano. Ecuaciones de la recta, circunferencia,

parabola e hipérbola equilatera Pag. 275
Tema 10. Los movimientos en el plano Pag. 314
Tema 11. Homotecia y semejanza en el plano Pag. 354
Tema 12. La inversién en el plano Pag. 387
Apéndice: Magnitudes proporcionales Pag. 415

El tema de los Sistemas de Numeracion es tratado dentro del tema 4 sobre el nimero

natural con los siguientes apartados (pp. 135 — 155):

4.32. Sistemas de Numeracién
4.33. Expresién de un namero en el sistema de base n

4.34. Observaciones
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4.35. Paso de un sistema de numeracion a otro
4.36. Préactica de la adicion en base diez
4.37. Adicién de nimeros en cualquier base
4.38. Sustraccion en cualquier base
4.39. Multiplicacion en base diez
4.40. Multiplicacion en base cualquiera
4.41. La division en base diez
4.42. Division entera en base cualquiera

Ejercicios resueltos. Ejercicios propuestos
En el apartado 4.32 los autores inician el tema proponiendo la siguiente definicion de
Sistemas de Numeracion:

Tienen por objeto expresar verbal y graficamente los infinitos nimeros naturales mediante

el menor nimero de palabras y signos.
A continuacion indican muy brevemente dos de las caracteristicas del sistema posicional
completo decimal, lo que los autores llaman “el principio del valor relativo de las cifras”
y argumentan histéricamente el porqué de la base decimal de nuestro sistema:

[Segun] el principio del valor relativo de las cifras [...] una misma cifra representa valores

distintos segun el lugar que ocupa en el nimero. Se eligié el nimero diez como base, por

ser éste el nimero de dedos de ambas manos, ya que los hombres primitivos empleaban

este conjunto para contar los conjuntos que manejaban a diario.
Este comentario sirve para introducir, muy brevemente, la idea de que existen sistemas
que utilizan otras bases, como la base 12 y la base 2. También aqui, los autores pasan
por alto la existencia de otros SN que no sean posicionales. En los apartados 4.33 y 4.34
siguientes, los autores explican como se puede expresar un nimero en un SN posicional
de base m, con un ejemplo en el que m = 2. En este ejemplo explican como al ir
agrupando de 2 en 2 van apareciendo las unidades de primer orden, las de segundo
orden, etc. En el apartado 4.35 exponen la regla para el paso de un sistema de
numeracion a otro con tres ejemplos. Por Gltimo en los apartados siguientes los autores
explican un algoritmo de cada una de las operaciones (suma, resta, multiplicacion y
divisiéon) primero en el SN de base 10 y luego en otro SN de base distinta. Hay que
resaltar que ademas de explicar el funcionamiento de cada algoritmo, se afiade una
justificacién.
Al final del tema se proponen algunas tareas, con su solucion, para que los estudiantes se

entrenen realizandolas. A continuacion exponemos alguno de estos tipos de tareas:
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1. Sumaen el sistema de base 7:
3440 + 325217 + 142606(;
Divide en base 8: 123745 : 670
Escribe el nimero 7511 en el sistema de base 8 y en el sistema de base 14.
¢En qué base el nimero 136335 viene expresado por el nimero 40305.?
Demuestra que 121, siendo n > 2, es un cuadrado perfecto. Calcula su raiz cuadrada.

¢En qué sistema de numeracion se verifica que 55, + 43 = 131.?

N o o~ DN

¢Cudl es la base n del sistema de numeracién en el cual los nimeros que en dicho
sistema se escriben 123, 140, y 156, estan en progresion aritmética?

En resumen podemos decir que, al igual que en el caso anterior, se trata de un tema
donde se da una breve exposicion o muestra de algunas caracteristicas de los SN
posicionales indicando como se puede pasar de una escritura en un SN de base m a otra
en un SN de base n, afadiendo para terminar la explicacion y justificacion de un
algoritmo de cada una de las operaciones en el SN de base 10 y en un SN de base
cualquiera. Asi pues, la exposicion del tema que realiza este manual vuelve a situarse

como una pequerfia parte de la OM,, situada al final del recorrido del MER:

oM,
q OMa OMh

o,

El andlisis de otros textos pone de manifiesto que los dos manuales que hemos descrito
son suficientemente representativos de los libros de texto utilizados durante las décadas
de los 70 y 80, en cuanto al tratamiento que realizan del tema de los SN. Entre los textos

consultados estan:

“Matematicas para el maestro de ensefianza elemental” de Nichols y Swain (1975),
traduccion de: Mathematics for the elementary school teacher de Holt, Rine Hart y
Winston (1971).

“Matematicas primer curso. Escuelas Universitarias del profesorado de E.G.B.” de
Nortes Checa (1978).

“Los numeros y el calculo numérico” de Aizpun y otros (1976)

“Teoria y didactica de la matematica actual” de Aizpun (1970).
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1.3. Los Sistemas de Numeracion en la enseiianza actual

Para analizar el tratamiento que se da al tema de los Sistemas de Numeracion en la
ensefianza actual hemos elegido el libro de texto siguiente Matematicas para maestros.
Manual para el estudiante del “Proyecto Edumat-Maestros” dirigido por el profesor

Juan D. Godino de la Universidad de Granada y publicado en Internet en octubre 2004,

Este libro propone una organizacion de la matematica para maestros estructurada en 6

temas de longitud comparable (s6lo especificamos los apartados del Tema I):

I. SISTEMAS NUMERICOS Pagina
1. NUmeros naturales. Sistemas de NUMEracion..........ccoocoeerernneevv e 11
2. AdICION Y SUSLIACCION. .....c.vvrieniieieiecee sttt ettt 45
3. MUltiplicacion y diVISION...........coviiriiniciieisees e 69
4. Fracciones y NUMEros raCioNales...........coovvuevveireriserisesisesesnseeeseessssens 101
5. NUmeros y expresiones deCimMales..........cvceviereieiieieseresereseesesesiene s 123
6. NUmMeros Positivos Y NEJALIVOS.........cccvvevveieieeiecie et se e aseeneas 143

Autores: Eva Cid, Juan D. Godino, Carmen Batanero

I1. PROPORCIONALIDAD.......cooiiiiiiee et 163

Autores: Juan D. Godino, Carmen Batanero

L GEOMETRIA ..ot 181

Autores: Juan D. Godino, Francisco Ruiz

IV. MAGNITUDES........coooiii s 287

Autores: Juan D. Godino, Carmen Batanero, Rafael Roa

V. ESTOCASTICA. ..ottt 333

Autores: Carmen Batanero, Juan D. Godino

VI. RAZONAMIENTO ALGEBRAICO.......ccciiiieiiiie e e 379

Autores: Juan D. Godino, Vicen¢ Font

Este libro de texto, recuperable en http://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/,

trata los SN dentro del tema dedicado a los sistemas numéricos y, mas concretamente, en
el apartado 3 del capitulo I, titulado “Tipos de Sistemas de Numeracion y aspectos

histéricos” cuyo indice reproducimos a continuacion (pp. 27 — 43):

171


http://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/

Capitulo 1l

CAPITULO 1:

NUMEROS NATURALES. SISTEMAS DE NUMERACION

A: Contextualizacion profesional Pagina
Anélisis de problemas escolares sobre numeracion en primaria.................... 13
B: Conocimientos matematicos

1. Técnicas de recuento

2. Los nameros naturales. Diferentes usos y formalizaciones

3. Tipos de Sistemas de Numeracion y aspectos historicos
3.1. Situaciones INtrOAUCTONIAS.......vvivereerieeeeeiieieee et 27

3.2. Necesidad de aumentar el tamafio de las colecciones de objetos

NUMEBIICOS ...vvviitteie ettt ettt b et b ettt b bbb bbb bbbt 29
3.3. Algunos ejemplos de Sistemas de Numeracion escritos...........ccoceevvveevrenne. 29
3.4. Tipos de Sistemas de NUMEraCioN.........cccccuevvevieiiericiieinneen e se e e e 32
3.5. Cambios de base en los Sistemas de NUMeracion............c.coeeverrneicnenn, 33

3.7. Sistemas de Numeracion orales: eJemplos.........ccocvovvvivvierieniereveserereeeens 36
3.8. Sistemas de Numeracion basados en colecciones de objetos: ejemplos...37

3.9. Sistemas de Numeracion basados en partes del cuerpo humano: el origen

0 AlGUNAS DASES. ... vttt 39
3.10. Otros ejemplos histdricos de Sistemas de Numeracion escritos.............. 40
4. Taller de MateMALICAS. .......cvivrvrieieieicreeieieee sttt 42
BIDIOGIafia....... cvoveieiieeieieirs e 43

Los autores introducen los SN mediante tres situaciones:

- En la primera se le pide al alumno que escriba el 9 en un SN que funciona
como el SN posicional completo, pero con cuatro simbolos ([ para el cero,

| para el uno, 1L parael dosy T para el tres).

- En la segunda se pide escribir los 25 primeros nimeros en dos sistemas
analogos al SN decimal posicional (uno con los simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5 (base

6) y el otro en base 12 con los simbolos 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9, ay B).

- En la tercera se proporciona al alumno cuatro colecciones de estrellas y se le
propone que las agrupe dentro de cada coleccién. En la primera coleccion, se
proponen agrupamientos sucesivos de 4 elementos. Una vez finalizados los
sucesivos agrupamientos se le pide que, en una banda horizontal de seis
casillas, escriba el nimero de elementos de cada agrupamiento que le ha

quedado, empezando de derecha a izquierda, primero el nimero de estrellas,
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después el nimero de grupos de 4, etc. En la demas colecciones se proponen

agrupamientos de 6, de 10 y de 12.

De entrada pues, los autores hacen sélo referencia a los sistemas posicionales andlogos a
nuestro SN posicional completo. Creemos que el objetivo de dichas situaciones es que el
estudiante se cuestione acerca de la forma y del nimero de simbolos utilizados en el
sistema y que experimente lo que sucede cuando realiza agrupamientos sucesivos de n

elementos (conn <10, n =10y n > 10).

En los siguientes apartados, los autores iran mas alld de los Sistemas de Numeracion
posicionales presentando las caracteristicas de los diferentes Sistemas de Numeracion
gue han existido a lo largo de la Historia. Por ejemplo, en el apartado 3.2, presentan las
caracteristicas del sistema egipcio, del sistema chino y del sistema hindd, y proponen

como tareas para el alumno:

e Escribe en el sistema egipcio, romano y chino el nimero 1386

e  ;Cual es el menor nimero que se escribe con 25 simbolos en el SN egipcio?
Estas tareas sirven para que el estudiante aplique algunas de las caracteristicas de los SN
presentados. En el apartado 3.3 proponen la siguiente clasificacion de los Sistemas de

Numeracion:

a) Sistema aditivo regular

En este sistema se definen simbolos para la unidad, la base y las potencias de la base. El
nimero representado se obtiene sumando los valores de los signos que componen su
representacion. El sistema egipcio es un ejemplo de sistema aditivo regular de base 10.

b) Sistema multiplicativo regular

En él se definen simbolos para la unidad, la base, las potencias de la base y todos los
nimeros comprendidos entre la unidad y la base. EI nimero representado se obtiene
multiplicando cada potencia de la base por el valor del simbolo que le precede y sumando
los resultados junto con las unidades. Un ejemplo de este tipo de sistemas es el sistema
chino de numeracién que es un sistema multiplicativo regular de base 10.

¢) Sistema posicional regular

En este sistema se definen simbolos para la unidad y los nimeros comprendidos entre la
unidad y la base. También se define un simbolo, el cero, para indicar la no existencia de
unidades. En cambio, no se definen simbolos especificos para la base ni para las potencias
de la base, representandose éstas por medio de combinaciones de los simbolos de la unidad
y del cero. En estas condiciones, cada uno de los signos que componen la representacion del
nimero, dependiendo del lugar que ocupa, hace referencia a las unidades o a una
determinada potencia de la base. EI nimero representado se obtiene de la misma manera que
en un sistema multiplicativo. Nuestro sistema de numeracion escrito es un ejemplo de
sistema posicional decimal.

A continuacion, los autores presentan una técnica general de cambio de base dentro de

los SN posicionales, considerando dos casos distintos:

(1) Paso de la escritura en base 10 de un ndmero n a la base b =10
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(2) Paso de la escritura de un nimero n en base b a la base 10.
Y, para el paso de la escritura de un niamero de base b; = 10 a base b, # 10, se propone
aplicar el caso 2° a b; y luego el caso 1° a b,. Para aplicar esta técnica proponen las

siguientes tareas (pag.34):

1. Efectta los cambios de base siguientes: 3415 (de base 10 a base 3); 999 (de base 10
a base 7); 25842 (de base 10 a base 12); 1001110 (de base 2 a base 10); ABC6 (de
base 13 a base 10); 33421 (de base 5 a base 3); 34250 (de base 6 a base 4) y
102102 (de base 3 a base 7).

2. Escribe las cifras del nimero siguiente en base 3:
1+3+32+3+3°
Expresa el namero anterior en base 9

3. Escribe en base 5 las cifras del siguiente nimero
5x(Bbx(Bx((5+4)+3)+2)+1, donde x significa el signo de multiplicar.

4. En base 16 (hexadecimal) los digitos usados son 0 hasta 9 y las letras A, B, C, D, E,
F para los nimeros del diez hasta el quince.

a) Convierte B6s a base 10;
b) Convierte B6;6 a base 2;

c) Explica como se puede pasar B6us a base 2 directamente, esto es, sin
pasarlo primero a base 10.

Como se puede observar, la mayoria de tareas son de aplicacion de la técnica de cambio
de base, salvo las tareas 2, 3 y 4c, donde el estudiante debe utilizar sus conocimientos
sobre descomposicion de un niumero en potencias de otro dado y debe saber operar con

paréntesis.

En el apartado 3.6 se presentan las caracteristicas de nuestros actuales Sistemas de
Numeracion escrito y oral y se proponen tareas de paso de un sistema a otro, junto con
un ultimo problema de contar:

1. Utiliza nuestro sistema de numeracion oral para expresar el nimero:

754.120.004.002000.000.000

2. Utiliza nuestro sistema posicional de numeracion escrita para representar el nimero siete
trillones, setenta mil siete billones, siete millones, setenta y siete.

3. Expresa mediante nuestro sistema oral ordinal los nimeros 11, 14, 27, 53, 99, 135, 366,
584 y 1336.

4. ¢Cuantos nimeros capicuas hay comprendidos entre 1 y 1000?

En el apartado 3.7 se presentan otros Sistemas de Numeracion orales y en el 3.8 sistemas
basados en colecciones de objetos como muescas, collares, abacos, nudos, etc. Por
ultimo, en el apartado 3.9 los autores presentan la variedad de SN segun el origen de

algunas bases. Las tareas propuestas en este apartado son:

1. El uso de la base 10 en el sistema de numeracién indoarabigo se puede suponer que
se debe a que tenemos 10 dedos entre ambas manos. Supongamos que entre los
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marcianos ocurrio lo mismo, esto es, usaron un sistema de numeracién basado en
el nimero de dedos de sus manos. ¢Cuantos dedos tenian los marcianos en sus
manos si sabemos que en dicho planeta el nimero diecisiete se escribia 217?.

2. Construye un sistema aditivo de base 12 y utilizalo para expresar los nimeros
1245674, 23478 y 100.

3. Construye un sistema aditivo de base 20 y utilizalo para representar los nimeros
del ejercicio anterior.

Aqui aparecen las tareas 2 y 3 que son de un nuevo tipo y que tal vez el estudiante tendra
dificultades para resolverlas, ya que en ningdn momento se ha cuestionado cuantos
simbolos y de qué tipo deben ser los simbolos de un sistema aditivo. Y, por Gltimo, en el
apartado 3.10 se muestran otros ejemplos histdricos de SN escritos como el babilénico y

el romano.

Vemos pues que el tratamiento que ofrecen estos autores de los Sistemas de Numeracion
es mucho mas amplio que el examinado en los textos anteriores, puesto que el examen
de los sistemas posicionales en distintas bases se amplia al caso de los dos otros tipos de
sistemas (aditivo y multiplicativo regular). Por desgracia, y tal vez debido al detalle y a
la longitud del tratamiento propuesto de estos sistemas, no aparece el estudio de las
limitaciones de unos y otros, tanto en la designacion como en la efectuacion de las
operaciones aritméticas elementales. En otros términos, no se plantean las ventajas y
limitaciones de los distintos SN considerados y las posibles relaciones entre ellos. Las
Ultimas tareas propuestas en el texto, bajo el epigrafe “Taller de matematicas” tampoco
realizaran el estudio comparativo, aunque se encuentren las dos tareas siguientes en las
que aparece un principio de cuestionamiento de las relaciones entre el SN posicional y el

multiplicativo:

3. Construye un sistema multiplicativo de base 8 y utilizalo para expresar los nimeros
32768, 5400 y 89. Haz las transformaciones necesarias para convertirlo en un sistema
posicional de base 8. Vuelve a escribir los nimeros anteriores en el nuevo sistema.

4. Construye un sistema multiplicativo de base 5 y utilizalo para expresar los ndmeros del
ejercicio anterior. Haz las transformaciones necesarias para convertirlo en un sistema
posicional de base 5. Vuelve a escribir los nimeros anteriores en el nuevo sistema.

Por ultimo, sefialaremos que las tareas propuestas no cuestionan la eficacia de los
diferentes Sistemas de Numeracion, en cuanto a los simbolos y al tipo de agrupamiento
utilizados o en cuanto a las operaciones de calculo que son posibles realizar, ademas de

no cuestionar la posible ambigledad de algunos sistemas.

Hemos visto pues que la OM considerada en el texto que acabamos de analizar amplia
considerablemente las de los libros de texto anteriores puesto que aparecen aqui tratados

aspectos de OM,, OM; y OM,,. En relacion con el MER propuesto como referencia del
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estudio, faltarian en la propuesta de la coleccién dirigida por J. D. Godino las relaciones
de ampliacion y completacion que existen entre estas distintas organizaciones
matematicas, asi como la dependencia entre los algoritmos de las operaciones

aritméticas elementales y los SN.

q oM, oMm, oM,

oM, oM’ oM,

1.4. Restricciones transpositivas que inciden sobre la ensefianza de los Sistemas de

Numeracion en la formacion de maestros

Después de haber examinado el tratamiento de los Sistemas de Numeracién que
proponen y han propuesto los distintos libros de texto para la formacion de maestros,
podemos destacar tres rasgos comunes que consideramos importantes para los

desarrollos que siguen:

(1) La construccion o reconstruccion de los Sistemas de Numeracion se centra
esencialmente en los SN posicionales de base 10 (periodo clasico) o de base
cualquiera (periodo moderno y actual). S6lo en los textos recientes aparecen

tratados otros SN como los aditivos y los hibridos.

(2) El estudio de las caracteristicas de los SN considerados se vincula exclusivamente
a la capacidad de los SN para designar los numeros naturales y no a su capacidad

para operar con estos nlumeros.

(3) No se hace especial hincapié en los factores que podrian explicar el predominio
del SN posicional sobre los demés SN que han existido en la historia, esto es, sus
“buenas caracteristicas” para la realizacion de las operaciones aritméticas
elementales, mas alld de su capacidad para representar un numero infinito de
nameros con un namero finito de simbolos, es decir, no se resalta y por tanto no

aparece explicitamente lo que hemos llamado la “razén de ser” de OM,.

Este ultimo punto constituye precisamente el principal motor del proceso didactico que
hemos disefiado y experimentado nosotros y que presentaremos a continuacion. Pero,

antes de hacerlo, creemos importante detenernos un momento sobre las restricciones
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transpositivas que pueden explicar que la mayoria de procesos didacticos que se llevan
a cabo en Espafia sobre la ensefianza de los Sistemas de Numeracién no tomen en
consideraciéon un aspecto — el de la inclusién de su “razén de ser” como motor del

estudio — que para nosotros es fundamental.

Siguiendo a Arsac (1988) y tal como se desarrolla en el trabajo de Bolea, Bosch y
Gascon (2001), podemos considerar distintos tipos de restricciones transpositivas:
restricciones que provienen de la representacion institucional del saber matematico,
restricciones impuestas por el tiempo didactico (cronogénesis) que, por ejemplo,
provocan serias dificultades para cuestionar conocimientos previamente aprendidos, y
restricciones impuestas por la topogénesis del proceso y, en particular, por la necesidad

de evaluar el trabajo llevado a cabo por los alumnos.

En el caso de los Sistemas de Numeracidn, es importante destacar que éstos se sitian en
una de las bases de la construccion tedrica del saber matematico, en aquella parte del
edificio que trata sobre lo numérico: para hablar de los numeros y para hacer algo con
ellos, hay que disponer de un sistema de numeracion. Esto explica que los temas de
numeracion aparezcan en el principio de los manuales (“hay que empezar la
construccion por los cimientos”) y no se puedan vincular con unas operaciones
aritméticas que todavia estan por definir. Dado que las restricciones del tiempo
didactico y la “necesidad” de considerar como “definitivo” el saber ensefiado hacen
dificultoso el retorno hacia conocimientos previamente presentados, el estudio de las
operaciones aritméticas y sus algoritmos se realiza directamente con el SN posicional sin

cuestionar la eleccion de éste.

Son también estas restricciones ligadas a la cronogénesis del saber las que pueden
explicar que los procesos didacticos habituales no se “entretengan” en hacer trabajar a
los alumnos en SN que, como el aditivo y el hibrido, no proponen algoritmos de célculo
eficaces. La ausencia en los textos de un trabajo desarrollado de calculo en OM, y OM,
marca en realidad una dificultad transpositiva con la que nos vamos a encontrar al llevar
a cabo un proceso didactico centrado en la sucesion de organizaciones matematicas:
OM,; 2> OM,; - OM;,,. Tendremos que hacer trabajar a los alumnos con herramientas de
calculo basadas en el SN aditivo y en el hibrido que pronto se revelaran ineficaces para

los objetivos propuestos.
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Finalmente, la exigencia de evaluacion podria explicar el gran predominio asignado al
trabajo con SN de distintas bases, que proporcionan un sinfin de tareas de conversion de
un SN a otro, junto con tareas de ampliacion y cuestionamiento tecnoldgico que pueden
resolverse mediante el algebra ecuacional elemental. En el periodo de la Matematica
Moderna, la ensefianza de los SN posicionales en distintas bases viene también
legitimado por la importancia atribuida a la teoria de conjuntos en la construccion del
concepto de numero y a la introduccién en la ensefianza primaria de actividades de
agrupaciones sucesivas para establecer distintas escrituras equivalentes de un mismo

cardinal.

Es importante tener en cuenta todas estas restricciones en el momento de disefiar un
proceso de estudio sobre los Sistemas de Numeracion como el que presentamos a

continuacion.

2. DISENO A PRIORI DE UN PROCESO DE ESTUDIO

Tomando como base el Modelo Epistemologico de Referencia de los Sistemas de
Numeracion elaborado en el capitulo Il de esta memoria, y una vez examinadas, a la luz
de dicho modelo, las principales restricciones transpositivas que pesan sobre la
ensefianza de los SN para la formacion de maestros en Espafia, nos proponemos disefiar
un proceso de estudio que permita llegar a la construccion del SN posicional de base 10
haciendo que éste aparezca como la respuesta a un conjunto de cuestiones problematicas
para las cuales tanto los SN aditivos como los multiplicativos presentaran grandes
limitaciones. Este conjunto de cuestiones constituye lo que consideramos como la “razén

de ser” del SN posicional de base 10.

Inicialmente partiremos de la necesidad de representar los nimeros naturales mediante
un conjunto S de simbolos, de tal manera que sean compatibles las siguientes

condiciones:

(1) No haya ninguna ambigledad.

(2) S sea un conjunto de simbolos diferentes, fijados de antemano y de cardinal lo mas

pequefio posible.

(3) La cadena de simbolos (repetidos o no) usados para cada ndmero no debe ser

excesivamente larga.
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La representacion de los nimeros debe ademas permitir optimizar la economia y la

fiabilidad de los algoritmos que sirven para:

(4) Comparar dos 0 mas numeros.
(5) Sumar.

(6) Restar.

(7) Multiplicar.

(8) Realizar la division euclidea.

(9) Calcular mdltiplos y divisores.

Queremos subrayar que estas condiciones integran voluntariamente la tarea de designar
los nimeros naturales ((1) a (3)) con las tareas de comparar nimeros naturales y realizar

operaciones aritméticas con ellos ((4) a (9)). De esta manera postulamos que:

La reconstruccién de los SN en la formacion de Maestros debe integrar ambos tipos de
condiciones para mostrar explicitamente como “razén de ser” de la Organizacion
Matematica que se pretende reconstruir (esto es, como conjunto de cuestiones a las que
dicha organizacién debe responder) tanto las cuestiones relativas a la designacion o
representacion de los numeros naturales, como las que hacen referencia a la fiabilidad,
la economia y el alcance o dominio de validez de los algoritmos de calculo aritmético

que pueden elaborarse mediante dicha representacion.

La dificultad principal con la que nos topamos al intentar disefiar un proceso didactico
con estas caracteristicas consiste precisamente en integrar de manera explicita y nuclear

esta razon de ser como motor del proceso de estudio.

En coherencia con el modelo epistemolégico de las matematicas que propone la TAD
interpretamos el MER elaborado como un modelo dinamico, esto es, un modelo en que
lo fundamental es el proceso de construccion de las sucesivas ampliaciones de la OM

inicial y no unicamente la OM,, en la que converge y cristaliza dicho proceso:

Si ahora aplicamos nuestro postulado de la codeterminacion entre lo matematico y lo

didactico, nos vemos obligados a disefiar un proceso didactico que pretende reconstruir,
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en una institucién determinada (en nuestro caso, la Formacion de Maestros) la actividad
matematica que, partiendo de una cuestidn inicial y una primera respuesta ingenua a
dicha cuestién, lleva a cabo un proceso de ampliaciones y completaciones sucesivas de
dicha respuesta. La respuesta “final” (que siempre es provisional, hasta que nuevas
cuestiones requieran seguir amplidndola y completandola) sélo toma sentido cuando se

interpreta a la luz de todo el proceso de reconstruccion.

Por tanto, el proceso de estudio que proponemos consistira en analizar las caracteristicas
de la correspondiente técnica de representacion escrita de cada una de las OM que van
apareciendo y su relacion con la fiabilidad, el alcance (o dominio de validez) y la
economia de los algoritmos de comparacion y de calculo aritmético que forman parte de
dicha OM. Este proceso de estudio es necesario para sacar a la luz y dar sentido a las
propiedades del SN posicional, que son transparentes en nuestra practica matematica
habitual.

El proceso de construccion de las OM en torno a los SN partird de una primera OM en
torno al SN aditivo. Las limitaciones de OM, para cumplir la condicion (3) y sobre todo
las condiciones (7), (8) y (9) motivaran su modificacion para crear una nueva OM
basada en el SN hibrido que requiere una mayor cantidad de simbolos. Se obtendra asi
OM,, que adopta el SN chino como prototipo. Las limitaciones de OM,, para responder
adecuadamente a la condicién (2), asi como el excesivo coste que presentan las técnicas
de célculo de OM,;, motivaran la introduccion de una OM en torno al SN posicional
completo: OM,, con lo que la dinamica del proceso didactico estara completamente

guiada por la correspondiente dindmica del Modelo Epistemoldgico de Referencia:
qg > OM, > OM, > OM,

Dicha cuestién puede formularse, en primera instancia, como sigue:

g: ¢Como expresar los nimeros naturales mediante una representacion escrita que sea un

instrumento Util de la aritmética elemental?

Mostraremos que dicha cuestion debe constituirse, también, como cuestion generatriz

del disefio a priori y como motor del proceso de estudio de los SN.

Presentaremos primero el disefio a priori del recorrido de estudio, sesion por sesién, y

mostraremos, en el préximo apartado, los resultados de una experimentacién del proceso
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llevada a cabo en el curso 2003-2004 con estudiantes de magisterio la Facultad de

Educacién de la Universidad Complutense de Madrid.

2.1. El problema de la existencia de multiples Sistemas de Numeracion
DISENO A PRIORI DE LA 12 SESION

La primera sesion del proceso tendra una doble funcion: llevar a cabo el primer
encuentro con la “razon de ser” de la OM, que se pretende reconstruir (esto es, con
algunas de las cuestiones a las que ésta OM deberéa responder) y, al mismo tiempo, vivir
un primer encuentro con la Organizacién Didactica (en adelante OD) que estructurara el
proceso de estudio. Aparece aqui un primer aspecto de la interrelacién o
codeterminacion entre lo matematico (la actividad que se pretende realizar) y lo

didactico (la manera cémo el profesor propone organizar dicha actividad).

Objetivo: Momento del primer encuentro con la OM en torno a los Sistemas de

Numeracion.

El profesor propone a los estudiantes el estudio de los Sistemas de Numeracion,
explicando la duracién aproximada del tema, el nimero de sesiones, el tipo de trabajo a

realizar y la forma de evaluar el estudio realizado.

El profesor continua la sesion invitando a los alumnos a realizar la siguiente tarea:

Tarea inicial: “Tenemos un emisor y un receptor. El

emisor dispone de una coleccién de platos, analoga a la
que aparece representada en la figura de la derecha, y que 0 OO ?
no puede ver el receptor. Aquél debe enviar un mensaje 5 OOO o
escrito al receptor para que éste le traiga exactamente las . OO . %o
cucharas necesarias para poner una en cada plato.” OOO . : 0°
[¢]
Este problema tiene multiples soluciones. Nuestro objetivo ooo °O . ° ,
general es estudiar las diferentes soluciones y analizar sus ° 50 o a%
caracteristicas y sus limitaciones. L ° 0,

Para ello empezaremos buscando, por grupos, al menos

cuatro maneras distintas de emitir dicho mensaje.
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Forma de trabajo: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos.

Puesta en comin: Cada grupo expone sus respuestas a todo el grupo de clase. Se
analizan, evaltan y clasifican los distintos tipos de mensajes que hayan surgido,

justificando sus ventajas e inconvenientes.
El profesor puede acabar haciendo una sintesis de los resultados obtenidos.

A continuacion, el profesor podra proponer como tarea para realizar fuera del aula, un
documento donde se presentan varias colecciones dispuestas en distintas formas
(triangular, cuadrangular, etc.). De este modo se pretende conseguir que el estudiante
descubra como la disposicion de la coleccién puede influir en la utilizacion de las

posibles escrituras del niamero.

2.2. Analisis de un Sistema de Numeracion aditivo
DISENO A PRIORI DE LA 22 SESION

Objetivo: Momentos del primer encuentro y exploratorio inicial de la OM “Sistema de

Numeracion aditivo”

Se presenta a los estudiantes un Sistema de Numeracion aditivo (el de los antiguos
egipcios) y se les plantean algunas cuestiones acerca de las caracteristicas de dicho

sistema.

Para provocar que los estudiantes analicen las caracteristicas de un Sistema de
Numeracion, el profesor puede utilizar una de las dos técnicas didacticas siguientes
(Chevallard 1999):

OPCION 1. (Encuentro en situacién)

Proponer una actividad de contar que requiera la construccién de un SN ad hoc.

Ejemplos:

“Construir una técnica que, sin utilizar las escrituras habituales de los ndmeros, permita
designar el cardinal de una coleccion (por ejemplo, contar las veces que un locutor dice la

palabra “vale™)”.

“Proponer una técnica que permita designar una coleccion de, por ejemplo, 2784

elementos (palillos, cerillas, tizas 6 clips)”.
OPCION 2. (Encuentro cultural-mimético)

El profesor realiza un discurso donde expone las caracteristicas y funcionamiento del

sistema de numeracion egipcio, asi como las cuestiones que permite resolver.
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En nuestro caso hemos optado por una técnica didactica intermedia debido, entre otras

cosas, al tiempo de que disponemos y también al tipo de alumnos a los que va dirigido el

proceso.

Se presenta a los estudiantes un documento como el siguiente:

ILa Numeracién egipcia|

En el antiguo Egipto, algunos faracnes hacian construir templos en honor de
sus dioses. Hacian decorar los muros con esculturas y pinturas que
ilustraban los episodios mds gloriosos de su vida o con escenas de la vida
cotidiana.

Los tres documentos siguientes han sido descubiertos en dos de estos
templos:

El primero indi g e i
prim ndica el nimero de enemigos ‘ _,\{J

masacrados en una batafla ganada por el |

faraén de HIERAKONPOLTS: ] o
l
!

42 209 hombres.

El segundo indica el nimero de hombres, !
|
!
I
|
|

|
de cabras y de bueyes capturados en esa ! m !l %
‘sy
= o=
=

0

batalla: (
120 000 hombres |

1422 000 cabras
400 000 bueyes.

El tercero indica ia cantidad de animales
de un faradén de Memphis: r

121 200 pal Pal -

121 022 pafzr:as o 2 i 77 B

11 110 ocas | Ppatos n (q z » o
Ocas N 2 i )

<Qué reglas utilizaban los egipcios para escribir los nimeros?

En este documento extraido de (ERMEL 1997, pag. 158) aparecen varios nimeros
escritos en el SN egipcio y, también, en el SN decimal posicional completo. El profesor,
después de proporcionar a cada estudiante un documento como el anterior, plantea las

siguientes cuestiones:

Tarea para gestionar el primer encuentro con un SN aditivo:

(@) ¢Qué numero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen en el

sistema egipcio?
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(b) ¢Existe algin simbolo en el sistema egipcio para representar al nimero cero?

¢ Como se representa el nimero cero?

(c) ¢Qué operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o adjuncion de

los simbolos en el sistema egipcio?

(d) ¢Qué papel juega la posicion de los simbolos dentro del grupo de simbolos que

representa a un nimero en el sistema egipcio?

Forma de trabajo: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos.

Puesta en comun: Cada grupo expone sus respuestas a todo el grupo de clase. Se
evallian y se discuten dichas respuestas. Y el profesor hace una sintesis de los resultados

obtenidos, justificando las primeras caracteristicas encontradas del SN egipcio.

Trabajo dentro del SN egipcio: Se propone sustituir los simbolos egipcios por otros
mas sencillos (por ejemplo, las primeras letras del alfabeto) y se proponen las siguientes

actividades como tareas a realizar individualmente: (Momento exploratorio de OM,)

Tarea exploratoria a;: Designar mediante el SN egipcio el cardinal de cada una

de las siguientes colecciones:

12 coleccion

BRI XXXIRIRR

FARRRXXOXRRRXXXXIRIRXXXXXRIRXXXOXIRIRER

BARRXXOIRRIXXRX®

22 Coleccion

G000 0000000000000 00000000000000000000000000000

0000000000000 0000000000000000

32 Coleccion

R L S S 2 S S S S T e

R S S S S S S S S R e

*hkkkkkhhkhkkhhkhkhkhkkhhkkkhhkkhkhhkkihkhkhhkhhhkhhkhkhhkihkhkiikik

*hkkkkkhhkhkkhhkkhkhkhkkhkhkhkhhkhkkhhkkhhkhhhkhhhkihkhkiikiikkx
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Tarea exploratoria a,: Suponiendo que los simbolos, mas féciles de utilizar, que

hemos elegido para representar los nimeros en el sistema egipcio son:
151 10'5A 10°>B 10°»C 10*>D 10°-> E y 10°5 F
Construye una coleccién que tenga:

a) AAAIIIIIII elementos,

b) AAAAAAAAAILILIIIL elementos.

Tarea exploratoria a3

Escribe en el sistema egipcio los numeros: 8, 51, 99, 103, 320, 895, 999, 2874, 10001,
8000100 y 25384295. (t,)

Tarea exploratoria a4

Ordena las siguientes series de numeros (sin traducirlos a su expresion habitual) y

explica la técnica que has utilizado: (tac)

E, CAAIIlll, FFDCCAII, AAAAIIIII, DCAI, DDDDDCCCCCCBBBAAAAIIIIL,
BBBBBBBBBAAAAAAAAAIIIIITIII,

ECC, DCAAII, FBI, AAAAAAAA, AAAAAAAIIIII, BBBBBBBAAAAAAI,
DBBBBBBBBBIIIIIIII, ECBBBBBBBBAAAAAAAIIIIIIIII, DDI,

Segun el tiempo disponible, las tareas exploratorias a; y a, pueden empezarse a realizar

en el aula en pequefios grupos y se dejan las demas para realiza individualmente.

Puesta en comin: La sesion termina con una exposicion y justificacion del profesor de

las primeras respuestas obtenidas.

2.3. Limitaciones del Sistema de Numeracion aditivo
DISENO A PRIORI DE LA 32 SESION

Objetivo: Realizar operaciones aritméticas simples con el SN egipcio y empezar a
experimentar las ventajas y limitaciones del SN aditivo. Momento exploratorio de OM,.

Puesta en comun y evaluacion del trabajo realizado fuera del aula: Cada grupo

expone sus respuestas respecto a las tareas exploratorias a; a a4 de la sesion anterior ante
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toda la clase. Se discuten y valoran entre todos las respuestas de cada grupo. El profesor

termina realizando una sintesis de los resultados obtenidos.

Forma de realizacion: Puesta en comun de toda la clase, dirigida por el profesor.

Tarea exploratoria as: Realizar las siguientes operaciones dentro del SN aditivo,
explicar, en cada caso, el algoritmo utilizado y comprobar posteriormente el resultado

con el SN habitual: (tas, T ar, Tam, Tad)®

Calcular CCCBBBBBBBBBAAAAAAIIILII + CCCCCCCAAAAAAAII
Calcular BBBBAAAIIIIIII — BAAAAAAAAAII

Calcular CAllIII - BBBBAAAIIIIIIIII

Calcular AT x HHHHI

Calcular AAAAIILTTT x AATT

Dividir AAAAIILI entre T

Dividir BBBBBAAAIIIIIII entre AAIIII

Hallar los divisores comunes de AAIIIl y AAA

Hallar los multiplos comunes de AAIIIT y AAA

Forma de realizacion: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos. Aqui puede optarse por
dejar a los alumnos que busquen sus propios algoritmos de célculo o que el profesor
exponga los algoritmos que los egipcios utilizaban para calcular (ver capitulo2 seccion
2.2) y a continuacion sean los alumnos los que apliquen dichos algoritmos.

Puesta en comun y evaluacion de las actividades realizadas en clase: Terminada la
tarea exploratoria as se realiza una puesta en comun, acabando el profesor con una

sintesis de los algoritmos de calculo utilizados.
Forma de realizacion: Puesta en comun de toda la clase, dirigida por el profesor.

Aquellas tareas que no sea posible realizar en clase por falta de tiempo se dejaran como
trabajo a realizar individualmente fuera del aula y seran discutidas y evaluadas en la

sesion siguiente.

! Siendo T, = algoritmo de sumar, T .= algoritmo de restar, T., = algoritmo de multiplicar y t,q = algoritmo de dividir
dentro de OM,.
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2.4. Transformacion hacia el Sistema de Numeracion hibrido
DISENO A PRIORI DE LA 42 SESION

Objetivo: Percibir las limitaciones del SN egipcio, especialmente al realizar calculos, y

empezar a considerar las posibles modificaciones de la técnica de representacion.

Puesta en comun y evaluacion de las tareas realizadas fuera del aula: Cada grupo
expone el trabajo realizado a toda la clase y conjuntamente se evaltan y discuten los
algoritmos utilizados. El profesor termina haciendo una sintesis. (Momentos

tecnoldgico-tedrico, y de institucionalizacion en OM,)
Forma de realizacion: Puesta en comun de toda la clase, dirigida por el profesor.

A continuacion el profesor debe gestionar la posible evolucion de la técnica de
representacion z, en la direccién adecuada y potenciar los cambios hacia la técnica de

representacion hibrida.

Tarea de trabajo de la técnica: El profesor propone realizar las mismas actividades
exploratorias que se han realizado con el SN egipcio, pero con el sistema de numeracion
romano. Este trabajo se inicia en clase y se deja el resto como tarea para realizar fuera

del aula.

Al mismo tiempo que se realizan estas actividades el profesor propone que se vayan
dando respuesta a las siguientes preguntas: (Momentos de evaluacion, de

institucionalizacién y tecnoldgico-tedrico en OM,).

a) ¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el SN aditivo?

b) ¢Se pueden realizar todas las operaciones aritméticas? ¢Con qué numeros el

célculo es casi impracticable? (alcance o dominio de validez)

c) ¢En OM; se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ¢Por qué? ¢ Como son estas

tablas?

d) ¢A partir de qué nimeros o de qué magnitud de nimeros las operaciones son muy

dificiles de realizar sin acumular errores? (fiabilidad)

e) ¢A partir de qué nimeros o de qué magnitud de numeros las operaciones son

demasiado tediosas y lentas? (economia)
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f) ¢Como cambia la representacién escrita de un nimero cuando éste se multiplica

por una potencia de la base?

g) ¢Como deberia modificarse la técnica = para mejorar los algoritmos de

multiplicacion y division?

2.5. Analisis de un Sistema de Numeracion hibrido
DISENO A PRIORI DE LA 5% SESION

Objetivo: Que el estudiante descubra y utilice las reglas de funcionamiento del SN
chino. (Momentos del primer encuentro y exploratorio con OMy).

Aqui, el momento del primer encuentro con OM,; puede coincidir en el tiempo con el

momento de evaluacion de OM,.

Puesta en comun y evaluacién de las preguntas realizadas: Analizar y justificar las
respuestas a las preguntas propuestas el dia anterior, con una evaluacion en gran grupo
de la OM, construida, donde se apunten las debilidades de la técnicas de representacion
egipcia y romana y se expliciten los cambios que debe sufrir la técnica aditiva para

evolucionar hacia una técnica “hibrida” (aditivo-multiplicativa).
Forma de realizacion: Todo el grupo de clase dirigido por el profesor.

A lo largo de la sesién anterior es muy probable que los alumnos hayan conseguido
hacer emerger una técnica analoga al Sistema de Numeracion chino a partir de la

técnica egipcia. Si no fuera asi, se propone realizar la tarea siguiente.

Tarea para gestionar el primer encuentro con el SN chino: Se presenta a los

estudiantes un documento como el siguiente:
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[ 18 ] =r
A La fecha

7
a
z

1985

- /A | Elnimero del periddico

..T
i

He aqui los simbolos utilizados para escribir los nimeros:

—==zw[E[R|<€|A[AL][F]|B|[F|F

1 2 3 Il 4 5 6 T 8 9 10 100 | 1000 |10000

Con estas informaciones encuentra cémo funciona la numeracién chino-
Jjaponesa

En este documento extraido de Clavier, Bia y Maréchal (1987, pag. 32), aparecen varios

nameros escritos en el sistema de numeracion chino y, también, en el sistema de

numeracion decimal.

El profesor da a cada estudiante un documento como el anterior y les propone responder

a las siguientes cuestiones:

a)

b)

d)

9)

¢Qué numero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen en

el sistema chino?

Cambia los simbolos del sistema chino por otros mas faciles de dibujar y que

cumplan las mismas funciones.

Explica el papel que desempefia cada uno de los simbolos que aparecen en el

sistema chino.

¢Qué operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o

adjuncién de los simbolos en el sistema chino?

¢ Qué papel juega la posicion de los simbolos dentro del grupo de simbolos

gue representa a un nimero en el sistema chino?
¢ Existe algun simbolo en el sistema chino para representar al namero cero?

¢ Que cambios aparecen el SN chino en relacion con el SN egipcio?
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Forma de realizacion: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos.

Tarea de evaluacién e institucionalizacion: Se termina el analisis del documento con
una puesta en comun de las respuestas de cada grupo. Aqui ha de surgir una sintesis y

una valoracion de las primeras caracteristicas a partir del trabajo en grupo.
Forma de realizacion: Todo el grupo de clase dirigido por el profesor.

En el caso de que no sea necesario utilizar el estudio del documento anterior sobre el
SN chino, serd necesario igualmente realizar una tarea de evaluacién del primer

encuentro con la técnica de representacion aditivo-multiplicativa.

Tarea de evaluacion del primer encuentro con la técnica hibrida: Se propone a los

alumnos que respondan a las siguientes preguntas:

a) ¢Qué numero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen en el

sistema hibrido?

b) Explica la funciéon que desempefia cada uno de los simbolos que aparecen en el

sistema hibrido.

c) ¢Qué operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o adjuncion

de los simbolos en el sistema hibrido?

d) ¢Qué papel juega la posicién de los simbolos dentro del grupo de simbolos que

representa a un nimero en el sistema hibrido?
e) ¢Existe algin simbolo en el sistema hibrido para representar al nimero cero?

f) ¢Qué cambios aparecen el SN hibrido en relacion con el SN egipcio?

Forma de realizacion: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos.

Puesta en comin e institucionalizacion: Cada grupo expone sus respuestas a toda la
clase. Se evaltan y discuten las distintas respuestas y el profesor termina haciendo una

sintesis.
Forma de realizacion: Todo el grupo de clase dirigido por el profesor.

A continuacion el profesor propondréd comenzar a realizar las siguientes tareas
exploratorias de la técnica de representacion hibrida, dejando como tarea para realizar

fuera de la clase el resto de actividades. Siempre dependiendo del tiempo y de las
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necesidades de los alumnos podra elegirse realizar al menos una actividad de cada

tipo, es decir una de ordenar, una de sumar, una de restar, etc.

Tarea exploratoria hy: Designar mediante el SN hibrido el cardinal de cada una de las

siguientes colecciones:

12 Coleccion

FARIRXXIIIXXXIIIXXIXIRXR FXXXXXXXXRXRXXXXXIXIXXXXOR

RRXRIXORXORXXXRRR RRXRRXXRIRXORIRXRR
RRXRRXXRXRE® ARXIRXIRXXRXRE® RRXRIXRORIXORXXORE
22 Coleccion
00000 0000000000000 00 4000000000000

0000000000000 00000000000000000000000900

06000000000 060006000000 060000000

06060000000 060600000000 060600000000

32 Coleccion

B S S S R S S S S S e

*hkkkkkhkhkhkkhhkkhhkhkkhhkhkhhkkihkhkkhhkhhkhkihkhkhhkhkhhkihkhhhkkihhihkhhikiikkx

*hkkkkkhhkkkhkkkhhkhkkhhkkhkhkhkkhhkhkkhhkkihkhkihkikkx

*hkkkkkhhkkhkhhkkhhkhkkhhkkhkhhkkihhkhhkhhhihhihhhkhhkihhihkkihhihkikhixkx

Tarea exploratoria h,: Suponiendo que los simbolos, més féciles de utilizar, que hemos

elegido para representar los nimeros en el sistema chino son:
| »10% A—10% B—10% C—10% D—10% E— 10> F— 10%...

y como nuevos simbolos que haran la funcion de multiplicadores de dichas potencias 2,
3,4,5,6,7,8y09.

Construye una coleccion con 3B 7 elementos, 9A 6 elementos, etc.

Tarea exploratoria h;: Escribir en el sistema chino los nameros: 8, 51, 99, 103, 320,
895, 999, 2874, 10001, 8000100 y 25384295. (ty)
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Tarea exploratoria hy:

Ordena las siguientes series de numeros (sin traducirlos a su expresion habitual) y

explica el algoritmo que has utilizado: (thc)*
E,C2A4,2FD2CA2 4A6,DCAI,5D6C3B4A5, 9B 9A 8.

E2C,DC2A2,FBI,8A,7A6,7B6AI1,D9B8, EC8B7A9, 2D I.

Tarea exploratoria hs: Realizar las siguientes operaciones dentro del SN hibrido,
explicar la técnica utilizada en cada caso y comprobar posteriormente el resultado con el

SN habitual: (Ths, Thr, Thms Thd)

Calcular 3C9B6A8 + 7CT7A2

Calcular 2D 9B 3A | — 8C9B5A3

Calcular 4A7 x 9A 2

Calcular 4C2B5A8 x 3B9

Dividir 2C3B 4 entre 7A9

Dividir D9C B 2 entre 3B8A 7

Hallar los divisores comunes de 2A 4y 3A

Hallar los divisores comunes de 3B 7A 2 y 2B 2A 2
Hallar los primeros maltiplos comunes de 2A 4 y 3A

Hallar los primeros multiplos comunes de 3B 7A 2 y 2B 2A 2

En la tarea exploratoria hs puede optarse por dejar a los alumnos que busquen sus
propios algoritmos de célculo o que el profesor exponga los algoritmos propios del
sistema ““hibrido” (ver capitulo 2 seccion 3), de manera que los alumnos solo tengan
que aplicarlos. Ademas, es muy probable que no sea necesario realizar todas las
actividades propuestas, sin embargo, si serd aconsejable realizar al menos una

actividad de cada tipo.

? Siendo Tne = algoritmo de comparar, T, = algoritmo de sumar, t - = algoritmo de restar, Tsm = algoritmo de multiplicar y
Tha = algoritmo de dividir dentro de OM,.
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2.6. Limitaciones del Sistema de Numeracion hibrido
DISENO A PRIORI DE LA 62 SESION

Primer objetivo: Que el estudiante perciba las limitaciones del SN hibrido,
especialmente, en la realizacion de los calculos. (Momento del trabajo de la técnica en
OM)

Tarea de evaluacion e institucionalizacion: La sesion comienza con una puesta en
comun donde cada grupo expone las respuestas a las tareas llevadas a cabo en la sesion
anterior y a las propuestas para realizar fuera del aula. Todos valoran y discuten los
algoritmos de célculo utilizados. El profesor termina haciendo una sintesis. (Momentos

tecnoldgico-tedrico, y de institucionalizacion en OMy,).
Forma de realizacion: Puesta en comun de toda la clase, dirigida por el profesor.

Segundo objetivo: Que el estudiante empiece a considerar las posibles modificaciones

de la técnica Ty, hacia la técnica de representacion posicional.

Para ello el profesor debe gestionar la posible evolucién de la técnica 1y, en la direccion

adecuada y potenciar los cambios hacia la técnica de representacion posicional.

Tarea de trabajo de la técnica: El profesor propone realizar individualmente o en

pequerios grupos al menos una de cada tipo de las siguientes actividades:

Realizar F 8A 9 — 9C 9B 8A

Ordenar 5SE 7C9B 7 y 6E 7C 7B 9.
Ordenar 5F 9D 7C 8A 9y 5F 9D 7C 9A 8.
Ordenar CB 1 y 9B5A9.

Calcular FA1 — 3ECB.

CalcularE — 5B 7.

Calcular C3A1-6B3A 2

Calcular 3C 7B x D 3A.

Dividir 2E3D 3C5B | entre 2C5A 7

Forma de realizacion: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos o individualmente.
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Durante la realizacion de estas actividades el profesor propone la siguientes preguntas:

(Momentos de evaluacion, de institucionalizacion y tecnoldgico-tedrico en OMy).

a) ¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el sistema hibrido?

b) ¢Se pueden realizar todas las operaciones? ¢Con qué nameros el calculo es casi

impracticable? (alcance o dominio de validez)

c) ¢En OMy se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ¢Por qué? ¢Como son
estas tablas?

d) ¢A partir de qué nimeros o de qué magnitud de nimeros las operaciones son

demasiado tediosas y lentas? (fiabilidad)

e) ¢A partir de qué nimeros o de qué magnitud de nimeros las operaciones son

demasiado tediosas? (economia)

f) ¢Como cambia la representacion escrita de un numero cuando éste se multiplica

por una potencia de la base?

g) Cuando nosotros utilizamos la escritura “novecientos cuarenta y cinco mil
doscientos ochenta y tres” para designar el nimero 945283 ¢ qué tipo de sistema

de numeracion estamos empleando? Analiza las caracteristicas de dicho sistema.

h) ¢Cémo deberia modificarse la técnica de representacion z, para que los

algoritmos de la multiplicacion y la division fuesen mas fiables y econémicos?

Tarea de evaluacion e institucionalizacion: Se termina la sesion iniciando el analisis
de las respuestas a las preguntas anteriores, con una evaluacion en gran grupo de la OM,
construida, donde se apunten las debilidades de la técnica de representacion hibrida y se
explicite la direccion de evolucion de la técnica T, hacia la técnica de representacion

posicional.
Forma de realizacion: Todo el grupo de clase dirigido por el profesor.

De este modo, debe empezar a aparecer la evolucién de la técnica hibrida que consiste
en gquedarnos sélo con los simbolos que representan a los coeficientes o multiplicadores
de las potencias de la base y, lo que es més interesante, debe aparecer la nueva funcion

de la posicion que ocupan dichos coeficientes.

Asi se va a presentar en esta sesion el Momento del primer encuentro con el sistema

posicional.
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2.7. Analisis de un Sistema de Numeracion posicional completo
DISENO A PRIORI DE LA 72 SESION

Primer objetivo: Que el estudiante perciba las limitaciones del SN hibrido y construya

la nueva técnica de representacion que permite superarlas.

Puesta en comun e institucionalizacion: Se propone continuar con lo realizado en la
sesion anterior, evaluando en gran grupo la OMj; construida, donde se apunten las
limitaciones de la técnica de representacion hibrida y se ponga de manifiesto la direccién

de evolucion hacia la técnica de representacion posicional.
Forma de realizacion: Toda la clase dirigida por el profesor.

Segundo objetivo: Que el estudiante empiece a experimentar las ventajas del SN
posicional, tanto en lo referente a la representacion de los nUmeros como con respecto a
la simplificacion de los calculos (en economia y fiabilidad), entendiendo el calculo como

una transformacion de escrituras. (Momento exploratorio con OMy)

Durante esta sesion y la siguiente pretendemos que el estudiante llegue a la conclusién
de que la gran aportacion del SN posicional completo es la facilidad, economia y
eficacia para la realizacion del célculo. Es por ello que ademas de plantear la
realizacion de calculos proponemos el analisis de distintos algoritmos de calculo en

términos de economia y fiabilidad.

A continuacion se propone a los alumnos realizar las siguientes tareas exploratorias

dentro del SN posicional completo:

Tarea exploratoria p;:
Ordenar los nUmeros siguientes:

123000004500321009876, 123000004500321009879, 1239987899672348213, y
1239987899672345678.

Explicar el algoritmo utilizado.

Forma de realizacion: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos.
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Tarea exploratoria p;:

Calcular mediante tres técnicas algoritmicas distintas:
a)27+38+16+9+24+12+ 33,
b) 35073 + 38 + 2300045007 + 895000 + 5,

Describir detalladamente y justificar cada uno de los algoritmos utilizados.

Forma de realizacion: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos.

Aqui ademas de utilizarse los algoritmos de adicion que se presentan en el capitulo 2
seccion 4.3, también podria emplearse la que Ilamamos técnica del “arbol de célculo”
gue consiste en ir agrupando los distintos sumandos de dos en dos de modo que su suma

sea multiplo de 10 6 de 5.

Las dos primeras técnicas son de calculo “automatico” (entendiendo por célculo
automatico un calculo estandar que sirve para cualesquiera nimeros y se ejecuta siempre
del mismo modo) y la tercera de calculo “deliberado” o “reflexivo”, ya que cada calculo,

se realiza de forma diferente, dependiendo del tipo de nimeros que haya que sumar.

Tarea exploratoria ps:

Calcular mediante cuatro técnicas algoritmicas distintas:

. 4897 - 2653,

o 87675 — 34564,

o 2475 - 1879,

o 3000121 - 1200123.

Describir detalladamente y justificar los algoritmos utilizados.

Forma de realizacion: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos.
Aqui se pueden utilizar las técnicas que se presentan en el capitulo 2 seccion 4.4,

Tarea de evaluacion e institucionalizacién: La sesion termina con una puesta en comun
donde cada grupo expone las respuestas a las tareas llevadas a cabo en la sesion. El
profesor junto con los alumnos acuerda un criterio para evaluar las técnicas utilizadas
segun su economia, fiabilidad y alcance. El profesor termina haciendo una sintesis.

(Momentos tecnoldgico-tedrico, de evaluacién y de institucionalizacion)
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Forma de realizacion: Todo el grupo de clase dirigido por el profesor.

2.8. Analisis de algoritmos de calculo en el Sistema de Numeracion posicional
DISENO A PRIORI DE LA 82 SESION

Objetivo: Que el alumno encuentre las ventajas del SN posicional con respecto a los SN
aditivo y SN hibrido tanto en lo referente a la representacion de los nimeros como a su

utilizacion para calcular.

Tarea exploratoria p4: Calcular mediante tres técnicas algoritmicas distintas:
e 2345 x 1789,
e 2900150007 x 93500680.

Describir detalladamente y justificar los algoritmos utilizados.

Forma de realizacion: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos.

En este caso se pueden emplear los algoritmos presentados en el capitulo 2 seccion 4.5.

Tarea exploratoria p4: Utilizar tres técnicas algoritmicas distintas para hallar el

cociente y el resto en los siguientes casos:
e Dividir 81207 entre 75
e Dividir 7300 897 entre 365

Describir detalladamente y justificar los algoritmos utilizados.

Forma de realizacion: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos.

Los tres algoritmos posibles a utilizar podrian ser los presentados en el capitulo 2

seccion 4.6.

Tarea exploratoria ps:

a) Hacer una recopilacion de los distintos criterios de divisibilidad e intentar traducir

dichos criterios a las condiciones del SN aditivo y del SN hibrido.
b) Calcular los divisores comunes y los multiplos comunes de 24 y 30; y de 372 y 222.

c) Calcular el maximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de 24 y 30; y de 372
y 222.
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Forma de realizacion: En pequefios grupos de 4 a 6 alumnos.
Posibles algoritmos a utilizar:
1.- El algoritmo de Euclides.

2.- La técnica de descomposicion en factores primos.

2.9. Evaluacion de algoritmos de calculo en el Sistema de Numeracion posicional
DISENO A PRIORI DE LA 92 SESION

Objetivo: Analizar algunos algoritmos de calculo utilizados en el SN posicional

completo desde el punto de vista de su alcance, su fiabilidad y su economia.

Puesta en comun e institucionalizacion: La sesion termina con una puesta en comun
donde cada grupo expone las respuestas a las tareas llevadas a cabo en la sesion. El
profesor junto con los alumnos acuerda un criterio para evaluar las técnicas utilizadas
segun su economia y fiabilidad. El profesor termina haciendo una sintesis. (Momentos

tecnoldgico-tedrico, de evaluacién y de institucionalizacion)
Forma de realizacion: Toda la clase dirigida por el profesor.

Tarea de trabajo de la técnica: El profesor propone realizar individualmente o en
pequefios grupos las siguientes actividades, indicando para cada uno de los algoritmos
utilizados su valoracion respecto a la fiabilidad, la economia y el alcance de los célculos
realizados (Momento del trabajo de la técnica y de la evaluacion):

a) Calcular 3001005 — 2890719
b) Calcular 630098 x 700400
c) Dividir 74800358 entre 379

d) Hallarel m.c.d. y el m.c.m. de (735y 2970)

El profesor plantear las siguientes preguntas:

a) ¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el sistema posicional?
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b) ¢Se pueden realizar siempre las distintas operaciones? ¢Con qué nimeros el

célculo es casi impracticable? (alcance o dominio de validez)

c) ¢En OM, se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ¢Por qué? ¢(Coémo son

estas tablas?
d) ¢Cual es, para cada operacion, el algoritmo mas fiable?
e) ¢Cudl es, para cada operacion, el algoritmo mas econémico?

f) ¢Cdmo cambia la representacion escrita de un nimero cuando éste se multiplica

por una potencia de la base?

Forma de realizacion: Individualmente o en grupos de 4 a 6 alumnos.

Puesta en comiun e institucionalizacion: Se terminara la sesion analizando vy
justificando las respuestas a las preguntas anteriores. (Momento tecnoldgico-teérico y de

evaluacion)

Al final el profesor hard una sintesis de todo el trabajo realizado. (Momento de la

institucionalizacion).

Forma de realizacion: Todo el grupo de clase dirigido por el profesor.

2.10. Analisis y evaluacion del proceso de estudio realizado
DISENO A PRIORI DE LA 102 SESION
(Momento de evaluacion e institucionalizacion)

Objetivo: En esta sesion se propone que tanto los alumnos como el profesor realicen una

sintesis de la dinamica de todo el proceso llevado a cabo con las distintas OM.

Puesta en comun e institucionalizacion: Se analizaran las cuestiones a las que se ha
dado respuesta, las tareas resueltas o sin resolver, las técnicas empleadas y los elementos
tecnoldgicos que hayan ido apareciendo. Interesa sobre todo reflexionar sobre como han
ido evolucionando y completandose las OM construidas hasta llegar a la OM en torno al

SN posicional completo.
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2.11. Evaluacion individual del proceso realizado
DISENO A PRIORI DE LA 112 SESION

Objetivo: Evaluar los conocimientos de que disponen los alumnos después del proceso

de estudio realizado.

Examen individual: Cada alumno de forma individual debera responder por escrito a

algunas cuestiones importantes y representativas del proceso de estudio realizado.
Forma de realizacién: trabajo individual

Propuesta de algunos de los tipos cuestiones que creemos pueden formar parte de dicha

evaluacién individual:

1.- Realizacion de algun célculo, sea aditivo, sustractivo, multiplicativo o
de division en uno o varios Sistemas de Numeracion, indicando y
comparando las limitaciones y ventajas de la realizacion de dichas técnicas

algoritmicas dentro de cada sistema.

2.- Explicar las distintas respuestas posibles a la cuestion inicial, y

ordenarlas en cuanto a su eficacia.

.3.- Caracterizacion y comparacion de algunos de los Sistemas de
Numeracion estudiados, analizando sus ventajas y limitaciones en torno a

las siguientes condiciones:

- Ambigliedad en la designacion de los nimeros

- Cantidad (y clases) de simbolos necesarios para escribir todos los nimeros
- Longitud de la cadena que designa un nimero concreto

- Cantidad de nameros representables con cadenas “manejables” (no muy

largas)
- Complejidad de las técnicas de comparacion y de célculo.

4.- Analisis desde el punto de vista de su economia y su fiabilidad, de
algunas de las técnicas algoritmicas utilizadas en el SN posicional
completo.
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5.- Construccion de un sistema de numeracion con un determinado nimero
de simbolos y una base prefijada, con caracteristicas similares a alguno de
los estudiados en el tema y escribir en dicho sistema diferentes ndmeros.

Explicacion de las limitaciones y ventajas de dicho sistema.

De entre estas cuestiones se escogeran posteriormente las que formaran parte del

dispositivo de evaluacion en la experimentacion del proceso de estudio.

3. EXPERIMENTACION DE UN PROCESO DE ESTUDIO PARA LA
FORMACION DE MAESTROS

Hemos de sefialar que el esquema general de este proceso de estudio ha sido

experimentado por diferentes profesores dentro de la Formacion de Maestros:

e La profesora Luisa Ruiz Higueras del departamento de Didactica de las Ciencias
en la Facultad de Educacion de la Universidad de Jaén en la asignatura
“Desarrollo del Pensamiento Matematico y su Didactica” con un grupo de 147

alumnos, durante el curso 2002 - 03.

e La profesora Alicia Ruiz Olarria del departamento de Didacticas Especificas de
la Facultad de Educacion de la Universidad Autonoma de Madrid en la
asignatura “Matematicas y su didactica” de la especialidad de Educacién Fisica

con un grupo de 70 alumnos durante los cursos 2002 — 03 y 2003 — 04.

e La profesora Pilar Bolea Catalan del Departamento de Matemaéticas de la
Universidad de Zaragoza de la Escuela Universitaria de Formacion de Maestros
de Huesca en la especialidad de Educacion Fisica en la asignatura “Matematicas

y su Didéctica I’ con un grupo de 40 alumnos durante el curso 2003 — 04.

e La profesora Sagrario Simarro Fernandez del Departamento de Didactica de las
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid con diferentes grupos en
las Asignaturas “Fundamentos de Matematicas” de primer curso de las distintas

especialidades, “Matematicas y su Didactica 1” de Educacion Primaria y
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“Reeducacion del Pensamiento Matematico” de Educacion Especial desde el
curso 2002 - 03.

Pero en esta seccion describiremos solamente el proceso de estudio que se desarroll6 a lo
largo de 11 sesiones de unos 80 minutos de duracion cada una. Dicha experimentacion
se llevd a cabo durante el primer cuatrimestre del curso 2003-04, con un grupo de 80 de
alumnos del segundo curso de la diplomatura de Maestro de Educacion Primaria, dentro
de la asignatura “Matematicas y su Didactica 1”. El profesor del grupo fue el propio
investigador y autor de esta memoria. Presentamos a continuacion una descripcion del
desarrollo del proceso, indicando los momentos didacticos y las distintas praxeologias
matematicas y didacticas, tal como se fueron sucediendo. Ademas en el Anexo 1 se
muestran los materiales que fueron entregados a los alumnos en cada una de las

sesiones.
3.1. El problema de la existencia de multiples Sistemas de Numeracion.
12 SESION (80°): Primer encuentro con la cuestion q

Se empieza planteando a los alumnos la cuestion matematica a estudiar:

g: ¢COmo expresar los numeros naturales mediante una representacion
escrita que sea un instrumento Util para el desarrollo de la aritmética

elemental?

El profesor les indica que, aungue ellos ya conocen la respuesta a la pregunta planteada,
se trata de realizar un estudio de dicha respuesta para hallar las razones por las que el SN
posicional completo es una buena respuesta a dicha cuestion. El profesor también explica
cual sera la duracion aproximada del tema, el namero de sesiones, el tipo de trabajo por

realizar y como serd la evaluacion final del proceso. (Duracion aproximada: 20°).

A continuacion se plantea a los alumnos la siguiente tarea®(ver Anexol):

T;: Tenemos un emisor y un receptor. EI emisor dispone de una coleccion de unos 43 platos
dibujados que no puede ver el receptor. Debe mandar un mensaje escrito al receptor para
que éste le traiga exactamente las cucharas necesarias para poner una en cada plato.

Se distribuyen los alumnos en grupos de 4 a 6 alumnos y se les pide que propongan al

menos cuatro maneras distintas de emitir dicho mensaje. (Tiempo aproximado: 15°)

® Tareas anélogas a ésta son consideradas por Guy Brousseau dentro de la Teorfa de Situaciones Didacticas como parte de la
situacion fundamental del ndmero y la numeracién. Ver (Brousseau, 1998; Gairin-Calvo, 1988).
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Existen maltiples soluciones a este problema. El objetivo de esta tarea es el de estudiar
las diferentes soluciones, analizar sus caracteristicas y sus limitaciones. La sesidn
termina con una puesta en comun de unos 40’ donde cada grupo expone sus respuestas a
todo el grupo de clase. Se analizan, evaltan y clasifican los distintos tipos de mensajes

que han surgido en la clase, justificando sus ventajas e inconvenientes.

En sintesis, aparecen las siguientes escrituras del mensaje:

e 1;: Escrituras que se sirven de la correspondencia término a término,
es decir, utilizan un solo simbolo (en este caso, el “palote”) y lo
repiten tantas veces como objetos tiene la coleccion: I THIT
FLEEE FUEEE TERE T Heeer

e 1, Escrituras aditivas: 10+10+ 10+ 10+ 3, 10+8+ 7 + 8 + 10,...

e 1,: Escrituras aditivo-multiplicativas: 7x6 + 1, 8x5 + 3, cuarenta y

tres, 4x10 +3,..
e 1,: Escrituras posicionales: 43, 53g , 133, ..

e Y escrituras donde es necesario realizar un calculo como: 86/2, 100
-57, 50-7,...

De este modo, podemos decir que en el momento del primer encuentro con q el
profesor ha conseguido hacer surgir, del repertorio matematico de los alumnos, el

abanico de técnicas que permiten representar los nimeros.

La sesion termina con una tarea propuesta para realizar individualmente (ver Anexol):

Ty: Escribir el cardinal de colecciones dispuestas en diferentes formas (forma

triangular, rectangular, etc.)

Con esta tarea el profesor pretende poner en evidencia que la disposicién de la coleccion

influye en la técnica de designacion de los nimeros.
3.2. Analisis de un Sistema de Numeracion aditivo
22 SESION (80%): Primer encuentro y exploracion inicial de OM,.

La clase empieza con una puesta en comun y evaluacion del trabajo propuesto en la
sesion anterior (207). En sintesis, los estudiantes aportaron, como respuestas a la tarea

Ty, tanto escrituras aditivas como aditivo-multiplicativas.
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A continuacion, y para provocar el momento del primer encuentro con OM,, decidimos
una opcién intermedia entre lo que Chevallard (1999) considera como un “encuentro en

situacion” y lo que designa como el “encuentro cultural mimético”.

Optamos por partir de una tarea, sacada de un manual de texto francés (ver disefio a
priori en seccion 2.2 y Anexo 1), debido entre otras cosas al tiempo del que disponemos
y también a los alumnos a los que va dirigido el proceso (estudiantes de magisterio). La
opcidn elegida consiste en proponer a los alumnos la siguiente tarea para contestar en
grupos de 4 a 6 miembros en unos 20 minutos

T, : A partir de un documento en el que aparecen las escrituras de diferentes nimeros en

el sistema de numeracion egipcio con su traduccion al sistema de numeracion posicional

decimal, contestar a las siguientes preguntas:

(a) ¢Qué nimero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen en el sistema

egipcio?

(b) ¢Existe algin simbolo en el sistema egipcio para representar al nimero cero? ¢Cémo

se representa el nimero cero?

(c) ¢Qué operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o adjuncion de los

simbolos en el sistema egipcio?

(d) ¢Qué papel juega la posicion de los simbolos dentro del grupo de simbolos que
representa a un nimero en el sistema egipcio?
Mediante esta técnica didactica, el profesor tiene como objetivo conseguir que los
alumnos descubran las caracteristicas de la técnica de representacion de los nimeros que

utilizaban los egipcios.

La actividad termina con una puesta en comun. Para finalizar, el profesor, basandose en
las respuestas de los alumnos, hace una sintesis justificando las primeras caracteristicas
del SN egipcio (Tiempo aproximado 20’). Una vez descubierta la técnica matematica z,
que utilizaban los egipcios para designar los nimeros, el proceso didactico contina
proponiendo a los alumnos una exploracion sistemética de 7, mediante la tarea siguiente

(ver disefio a priori en las secciones 2.3y 2.4y Anexo 1):

T.,: Practicar los algoritmos4 asociados a la técnica z,: e, Tasy Tarr Tam Y Tade

* Siendo t,. = algoritmo de comparar dos nimeros, t,, = algoritmo de sumar, T, = algoritmo de restar, T,m
= algoritmo de multiplicar y t,q = algoritmo de dividir dentro de OM,.
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El profesor pretende que los alumnos exploren el uso de dicha técnica y empiecen a
experimentar las ventajas y limitaciones de la mismay de los algoritmos de comparacion

y de célculo asociados.

Las tareas que no pueden llevarse a cabo en la clase, debido a que requieren mas tiempo,
se dejan como tarea para realizar individualmente y también se tratan en sesiones

posteriores.

Para la realizacion de este trabajo exploratorio se propone a los alumnos sustituir los
simbolos egipcios por otros mas sencillos (por ejemplo, las primeras letras mayusculas
del alfabeto) con el fin de que las tareas sean menos farragosas.

3.3. Primeras limitaciones del Sistema de Numeracion aditivo
32 SESION (80’): Momento exploratorio y del trabajo de la técnica en OM,

Durante esta sesion, los alumnos han terminado de realizar las tareas matematicas
propuestas en la sesion anterior y se pretende que empiecen a experimentar las ventajas
y limitaciones de OM,. Por ello, se propone la siguiente tarea para realizar en gran

grupo durante toda la sesion:
T,3: Evaluar los resultados obtenidos en el trabajo con %, %, Tarr %am Y Tag-

El profesor quiere conseguir que los alumnos descubran las ventajas y limitaciones de la

técnica aditiva de representacion de los numeros. (Tiempo aproximado 80°).

Las incidencias a destacar son las siguientes:

e En latarea de escribir en sistema egipcio 25384295 se presentan varias alternativas:
v Algunos alumnos dicen que no es posible realizar dicha escritura en el SN egipcio.
v" Otros escriben 25 veces el simbolo F y luego el resto de simbolos.

v Otros se inventan un nuevo simbolo para representar 10”.

v Otros hacen grupos imponiendo la condicién de que cada grupo no puede tener mas
de 9 veces el mismo simbolo, de modo que sumando los distintos grupos se obtiene el

namero dado.
e Laadicién no presenta ninguna dificultad.

e En la sustraccién ha sido necesario la realizacién en clase de dos ejemplos.
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e En la multiplicacién, la dificultad se ha presentado cuando los numeros eran
“grandes”, ya que la técnica utilizada inicialmente por los alumnos consiste en repetir el
multiplicando tantas veces como indica el multiplicador. Con el fin de hacer mas
econémica la técnica, un alumno sugiere utilizar el recurso, cuando sea posible, de
multiplicar por 10, que consiste en cambiar cada simbolo por el inmediatamente superior.
A continuacion el profesor ensefia la técnica de multiplicacion que utilizaban los egipcios

gue consiste en realizar duplicaciones sucesivas.

3.4. Analisis sistematico de las limitaciones del Sistema aditivo

42 SESION (80°). Momentos del trabajo de la técnica, tecnoldgico-tedrico y de

evaluacion en OM,,.

Para dividir AAAAIIIII entre I (es decir, de 45 entre 6), una alumna ha
utilizado la técnica de pasar todo a “palotes” (representacion aditiva
“rudimentaria”) y luego hacer grupos de 6. Al intentar buscar una técnica de
division mas eficaz, ha surgido la pregunta: “;Qué es dividir?” Algunos
alumnos creen que el 7 obtenido en el ejemplo propuesto es el resto. A
continuacion, el profesor ha explicado en qué consiste la division euclidea y
ha pasado a ensefiarles el método que utilizaban los egipcios para dividir
basado, a su vez en la inversion de la técnica de las duplicaciones sucesivas

que utilizaban para multiplicar.

Para profundizar y sistematizar el andlisis de las limitaciones del sistema aditivo se les

propone la siguiente tarea (ver Anexo 1):

T,4: Practicar los algoritmos 7, % %am Y %aa» Y @mpliar esta practica con los posibles
algoritmos de célculo asociadas a 7, y 7, (SN romano). A continuacion, responder las

siguientes preguntas:
a) ¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el SN aditivo?

b) ¢Se pueden realizar siempre las distintas operaciones aritméticas? (A partir de qué

tamafio de los ndmeros el calculo es casi impracticable? (alcance o dominio de validez)

c) ¢En OM, se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ¢Por qué? ¢Cémo son estas

tablas?

d) ¢A partir de qué tamafio de los nimeros las operaciones son muy dificiles de realizar sin

acumular errores? (fiabilidad)
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e) ¢A partir de qué tamafio de los nimeros las operaciones son demasiado tediosas y

lentas? (economia)

f)  ¢Cbmo cambia la representacion escrita de un nimero cuando éste se multiplica por una

potencia de la base?

g) ¢Como deberia modificarse la técnica 7, para mejorar la economia y fiabilidad de los

algoritmos de multiplicacion y division?

El profesor pretende realizar un andlisis mas profundo de las limitaciones de la técnica
aditiva de designacion de los numeros con el objetivo de superarlas y construir una

técnica mas eficaz.

El trabajo sistematico de la técnica no es posible terminarlo en la sesion de clase y el

resto se deja como tarea para realizar individualmente fuera del aula.

3.5. Transformacion hacia el Sistema de Numeracion hibrido
52 SESION (80). Momento del primer encuentro con OM,.

Para terminar de abordar el trabajo de la técnica en OM,, se plantea la siguiente tarea:

Taq: Poner en comin y evaluar en gran grupo los resultados obtenidos en la tarea T,4, CON
el fin de buscar una direccion de evolucién de dicha técnica que permita ir superando sus

limitaciones.

En la puesta en comun (60°), la comunidad de estudio ha llegado al acuerdo
siguiente: “Cuando la escritura de los nimeros necesita “muchos” simbolos,

el célculo en OM, se hace tedioso, pesado y es muy facil equivocarse”.

Ante la pregunta: ¢(Como deberia cambiarse la técnica z, para mejorar los

algoritmos de multiplicacion y division?

Una alumna ha sugerido escribir BBBBBBBBB AAAAAAA 111111 como
9B 7A 8l

Se ha vivido asi un primer encuentro con OM,, y el proceso de estudio puede continuar.
Este primer encuentro se refuerza con la tarea:

Ty Utilizando como “medio™ un documento (ver disefio a priori en la seccion 2.5 y

Anexo 1) en el que aparecen las escrituras de diferentes nimeros en el sistema chino y

su traduccion al sistema de numeracion posicional completo de base 10, responder a las

siguientes cuestiones:
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a) ¢Qué numero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen en el sistema
hibrido?

b) Explica la funcién que desempefia cada uno de los simbolos que aparecen en el

sistema hibrido.

c) ¢Qué operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o adjuncion de

los simbolos en el sistema hibrido?

d) ¢Qué papel juega la posicién de los simbolos dentro del grupo de simbolos que

representa a un ndmero en el sistema hibrido?

e) ¢Existe algun simbolo en el sistema hibrido para representar al nimero cero?
f) ¢Qué cambios aparecen el SN hibrido en relacion con el SN egipcio?
(Duracién 20%)

El objetivo del trabajo es conseguir que los alumnos descubran las caracteristicas de la

técnica de representacion hibrida.

3.6. Analisis de un Sistema de Numeracion hibrido

62 SESION (80’). Momento exploratorio en OM,.

Para poder iniciar una exploracion de las técnicas en OM, se realiza primero Thy> Y
luego Tha Y Tho:.

Tyt Poner en comin y evaluar en gran grupo los resultados obtenidos en la tarea Ty;.
(20%)

Twe: Practicar los algoritmos® zue, Zhs, %, Zm Y %ha - (40°)(Ver el disefio a priori en las

secciones 2.5y 2.6 y Anexo 1)

Ty,-: Analizar en gran grupo los resultados obtenidos en la tarea Ty,. (207)

En la correccion de las tareas exploratorias realizadas podemos destacar:

e Para la sustraccion los alumnos piden la realizacién de varios ejemplos.

e Para la multiplicacion utilizan el método egipcio. El profesor les propone
otro método, analogo a la multiplicacion de polinomios, pero al intentar
Ilevarlo a cabo ha surgido la necesidad de fabricar las tablas de multiplicar y

de sumar.

% Siendo Ty = algoritmo de comparar dos nimeros, T, = algoritmo de sumar, 7. = algoritmo de restar, Ty, = algoritmo de
multiplicar y tna = algoritmo de dividir dentro de OMj,.
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El profesor pretende conseguir que los alumnos exploren el uso de la técnica hibrida y
experimenten las ventajas y limitaciones de dicha técnica y de los algoritmos de calculo

asociados.

3.7. Limitaciones del Sistema hibrido y primer encuentro con el Sistema posicional
72 SESION (80*) Momentos de trabajo de la técnica y evaluacion en OMy.

Se sigue con la puesta en comun de las tareas de célculo en OM,,. (Tiempo 557)

Para la divisién, los alumnos utilizan también la técnica egipcia. Pero, una
alumna pregunta si es posible utilizar otra técnica. Ante esta cuestion un
alumno propone hallar 10 veces el divisor y restarlo del dividendo y asi
hasta encontrar el resto. A pesar de la aparente eficacia de esta técnica,
algunos alumnos piensan que es demasiado tediosa. Surge la pregunta:
¢Como mejorar (en el sentido de hacerle mas econémico) dicho algoritmo

de la division? Y aparece el algoritmo que consiste en ir restando maltiplos

del divisor y de la potencias de 10.

Para terminar de descubrir las ventajas y limitaciones del SN hibrido se propone (ver
Anexo 1): (25°)

Tys: Practicar los algoritmos %, 7, Thm Y Zha Y Fesponder las siguientes preguntas:

a) ¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el sistema hibrido?

b) ¢Se pueden realizar siempre las distintas operaciones? ¢ A partir de qué tamafio de los

nameros el calculo es casi impracticable? (alcance o dominio de validez)

c) ¢En el SN hibrido se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ¢Por qué? ¢Cémo son

estas tablas?

d) ¢A partir de qué tamafio de los nimeros las operaciones son muy dificiles de realizar

sin acumular errores? (fiabilidad)

e) ¢Hasta qué tamafio de los nimeros las operaciones se pueden realizar rapidamente?

(economia)

f) ¢Como cambia la representacion escrita de un nimero cuando éste se multiplica por

una potencia de la base?

g) Cuando utilizamos la escritura ““novecientos cuarenta y cinco mil doscientos ochenta
y tres” para designar el nimero 945283 ¢ qué tipo de sistema de numeracion estamos

empleando? Analiza las caracteristicas de dicho sistema.
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h) ;Como deberia modificarse la técnica #, para mejorar los algoritmos de

multiplicacion y division?

En la puesta en comun del cuestionamiento de OM,, (Tiempo aproximado
15°), los alumnos ponen de relieve que no es posible escribir todos los
numeros naturales mediante el SN hibrido, pues, segun sus palabras, llegaria
un momento en el que “se nos acabarian las letras”. También les parece
claro que el tamafio de los nimeros con los que trabajemos condicionara la

fiabilidad, la economia y hasta la realizacién del calculo.

Algunos alumnos apuntan que la mejora de OMj, va a venir de eliminar los
simbolos de las potencias de la base e indicar dichas potencias mediante la

posicion.

Al llevar a cabo la tarea Ty3 aparece un primer encuentro con el SN posicional.

El profesor ha pretendido realizar un analisis mas profundo de las limitaciones de la
técnica hibrida de representacion de los nimeros con el objetivo de superarlas y

construir una técnica mas eficaz.
Para el analisis del sistema oral se propone la tarea:
Thy: Comparar el sistema de numeracion oral y el sistema de numeracion posicional.

Con esta tarea el profesor pretende que los alumnos analicen las caracteristicas de otro
sistema hibrido como el sistema de numeracion oral y lo comparen con el SN

posicional completo. Las respuestas a esta tarea se dejan para la siguiente sesion.

3.8. Analisis de los Sistemas de Numeracion oral y posicional
82 SESION (70°). Momentos del trabajo de la técnica y de evaluacion en OM,,

Se termina el andlisis del SN oral con la tarea:

Tyt Analizar en gran grupo los resultados obtenidos en la tarea Ty4. (55°)

El profesor pregunta por las diferencias entre el sistema de numeracion oral y el
sistema de numeracion posicional completo. Se llega a la conclusion de que
cuando trabajamos con los nameros, utilizamos a la vez los dos Sistemas de
Numeracidn, el sistema de numeracion oral para designar los nimeros y el

sistema posicional completo para realizar calculos.

210



Disefio, experimentacion y analisis de procesos didacticos en la Formacién de Maestros

Luego entre todos se concluye que el sistema de numeracion oral tiene las
caracteristicas de un sistema de numeracion hibrido, es decir, utiliza dos
tipos de simbolos, los que representan a las potencias de la base (la base es
10) que son uno, diez, cien, mil, diez mil, cien mil, millén, diez millones,
etc.; y los que representan a los multiplicadores de las potencias de la
base, 0 sea, los coeficientes, que son uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis,
siete, ocho y nueve. Se observa que el uno se utiliza como coeficiente sélo
cuando es necesario® y, ademés, que necesitamos un nimero infinito de
simbolos para poder representar todas las posibles potencias de la base.
También se ha realizado un andlisis detallado de la peculariedades que

presenta este SN oral: irregularidades y uso de diferentes bases.

Una vez aparecido el SN posicional como respuesta a las limitaciones del SN hibrido se

proponen las tareas:
T, Tarea destinadas a practicar los algoritmos’ zy, 7, Y 7, del sistema posicional.
T2 Poner en comdn y evaluar en gran grupo los resultados obtenidos en la tarea T,.

En esta sesion se dedica a estas tareas unos 15°, y el resto se deja como tarea para

realizar fuera del aula.

Durante esta sesion y la siguiente se pretende que el estudiante llegue a la conclusion de
que la gran aportacién del SN posicional completo tiene que ver con el alcance o
dominio de validez, economia y fiabilidad de los algoritmos de céalculo de las
operaciones aritméticas. Para ello hemos propuesto a los alumnos, como tareas
matematicas, el analisis de dichas caracteristicas para diferentes algoritmos de célculo
asi como la comparacion de dos 0 mas algoritmos en términos de su dominio de validez,

su economia y su fiabilidad (ver disefio a priori en las secciones 2.7 y 2.8 y Anexo 1).

A fin de precisar, en la medida de lo posible, el significado de las citadas caracteristicas

hemos propuesto una “definicion” provisional:

¢ Por ejemplo, en “mil ciento veintiuno” sélo se utiliza el coeficiente “uno” en las unidades.
" Siendo . = algoritmo de comparar dos nimeros, t,, = algoritmo de sumar, t,,= algoritmo de restar, Tym
= algoritmo de multiplicar y t,q = algoritmo de dividir dentro de OM,,.
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El dominio de validez de un algoritmo hace referencia al campo numérico al que puede
aplicarse; la economia se refiere al conjunto de tareas (sean escritas 0 no) que se requieren
para realizar un calculo con dicho algoritmo; la fiabilidad de un algoritmo tiene que ver con la
probabilidad de cometer un error cuando se realiza un célculo con dicho algoritmo. Puede
postularse (y comprobarse empiricamente) que un algoritmo serd menos fiable cuanto mas
operaciones elementales se requieran para su realizacion y serd mas fiable, a igualdad de las
demas condiciones, cuanto mas rastro escrito deje de las operaciones realizadas.
Hemos comprobado la gran dificultad que entrafia esta tarea matematica para los
estudiantes que estan habituados a aplicar técnicas que permiten resolver una
determinada tarea, pero nunca han tenido que analizar las caracteristicas de una técnica
ni, mucho menos, comparar distintas técnicas que permiten resolver la misma tarea,
como pone en evidencia el estudio de Fonseca sobre el caracter “puntual” de las

organizaciones matematicas ensefiadas en Secundaria (Fonseca 2004).

3.9. Evaluacion de algoritmos de calculo en el Sistema posicional
92 SESION (707). Momentos de trabajo de la técnica y tecnoldgico-tedrico en OM,,

Durante esta sesion se ha seguido con el analisis de los algoritmos t,m Y tpa Y del calculo
de divisores y multiplos comunes. El trabajo de andlisis de los algoritmos en los
términos descritos anteriormente ha resultado muy costoso y de dificil comprension, por

lo que, en gran medida, ha sido realizado por el profesor. (Duracion aproximada 70’)

3.10. Analisis y evaluacion del proceso de estudio realizado
102 SESION (80°). Momento de evaluacion y de institucionalizacion en OM,,

En esta sesion el profesor pretende conseguir que los alumnos evallen las
caracteristicas del SN posicional completo. Para ello ha propuesto a los alumnos la tarea
siguiente:

T, Responder de modo razonado a las siguientes preguntas:

a) ¢Se pueden escribir todos los ndmeros naturales mediante el sistema

posicional?

b) ¢Se pueden realizar siempre las distintas operaciones? ¢A partir de qué tamafio

de los nimeros el calculo es casi impracticable? (alcance o dominio de validez)
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c) ¢En OM, se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ¢Por qué? ¢Como son

estas tablas?

d) ¢Con qué algoritmos las diferentes operaciones son muy dificiles de realizar sin

acumular errores? (fiabilidad)

e) ¢Con qué algoritmos las diferentes operaciones se pueden realizar mas

rapidamente? (economia)

f) ¢Como cambia la representacion escrita de un ndmero cuando éste se
multiplica por una potencia de la base?
Después de realizar una puesta en comun sobre las caracteristicas de OM,, el profesor
ha realizado una sintesis e institucionalizacion de todo el proceso de estudio llevado a
cabo. El profesor ha explicado que el objetivo del proceso de estudio no ha sido ensefiar
las distintas OM que han ido apareciendo (OM,, OM;, OM,), en el sentido de aprender
a operar en ellas, considerandolas como obras cristalizadas; sino que el objetivo de la

ensefianza ha sido el propio proceso, es decir, la dinamica del proceso de estudio:
q — OM; — OM, — OM;, — OM,,

En otras palabras, para construir OM,, como respuesta a ¢, hemos construido las OM
intermedias, hemos ido explicitando y analizando sus limitaciones. Este trabajo nos ha
llevado a identificar las caracteristicas de OM, como una “respuesta” a dichas
limitaciones, con lo que dichas OM intermedias han aparecido como la “razon de ser” de
OM;,

El estudio se interrumpid aqui, para, en la siguiente sesion, realizar una evaluacion

individual del proceso de estudio realizado.

Pensamos que este trabajo podria proseguir con un estudio mas desarrollado que llevase
a los alumnos a superar las limitaciones del sistema posicional, donde, ademas de poner
de manifiesto la arbitrariedad de la base decimal, se provocase la necesidad de encontrar
sistemas que permiten dar una respuesta mas eficaz para el célculo con “nimeros

grandes”.

3.11. Evaluacion individual del proceso de estudio realizado
112 SESION (80°)
En esta sesion se propuso a los alumnos una prueba, para realizar individualmente, que

constaba de las siguientes tareas:
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1a.- Realizar los célculos siguientes: 542 + 478, 4001 - 2015 vy dividir 6407 entre
372 en los SN aditivo, hibrido y posicional destacando en cada caso las principales

limitaciones y ventajas del SN adoptado. (8 puntos)

1b.- Construir un sistema de numeracién posicional con 4 simbolos y base 40 y escribir
en dicho sistema los niumeros 2, 10, 40, 41, 1601, 1641 y 64064. Explicar las limitaciones
y ventajas de dicho sistema. ¢Pueden presentarse algin caso de ambigiiedad en sus

escrituras? Si es asi, poner un ejemplo. (2 puntos)

2a.- Analizar desde el punto de vista de su economia y su fiabilidad, las técnicas de
multiplicar “Per Gelosia” y “Clasica” en el SN posicional para el caso de 563 x 28,
sabiendo que una técnica es mas econdémica cuanto menos escrituras y tareas es necesario
realizar en su puesta en practica y que una técnica es mas fiable cuanto menos
probabilidad hay de cometer error al realizarla. Este error va a ser menor, cuantas menos

operaciones elementales haya que realizar y cuanto mas rastro escrito haya de tales

99 — XCIX,

de representacion de los nimeros, indicando sus ventajas y limitaciones. (3 puntos)

nlmeros estan escritos utilizando la técnica mas tardia:
499 —> CDXCIX,

> 1V,

operaciones. (4 puntos)
2b.- Juan ha hecho un error en el siguiente calculo:

) L 387
;Qué relacion ha
¢Q y x 48
entre 4644y 387?

y 3096

- 1548

Justificar la respuesta. 2644 (3 puntos)

2¢.- Los romanos utilizaron dos técnicas de representacion de los nimeros. Los siguientes
49 —> XLIX,
999 —> CMXCIX. Caracterizar esas dos técnicas

La correccion de los examenes individuales por parte del profesor ha dado los resultados

gue mostramos en la siguiente tabla, donde aparece la nota obtenida en cada tarea y la

nota final del ejercicio para cada uno de los alumnos.

Tarea la Tarea 1b Tarea 2a Tarea 2b Tarea 2c

(8p) (2p) (4p) (3p) (3p) Nota fina
4 1 1 0 2,5 4,25
5 0 1 1 1,5 4,25

45 0 1,5 0 2 4
5 1 1,5 0 1,5 4.5

4,5 1 3 0 1,5 5
6 2 3 0 3 7
2 0 1 1 1,5 2,75

1,5 0 0 0 1,5 1,5
2 0 0 0,5 2 2,25
5 1 1,5 0 2 4,75
5 0 2 0,5 1,5 4,5
5 1 2,5 1,5 1,5 5,75
6 0 2 0,5 1,5 5
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4,5 1 2 1 15 5
6 1 2 1 2 6
7 0 15 0 15 5

55 1 15 0 2,5 5,25
3 0 0 0 15 2,25
3 0 0 0 0 15

6,5 0 2 0 15 5
5 1 2 0,5 15 5

4,5 1 0 15 15 4,25

3,5 0 3,5 0 15 4,25
5 1 2 0 15 4,75
6 0 1 1 1 4,5

3,5 0 2 0,5 15 3,75
3 0 1 0 1 2,5
2 0 0 0 0,5 1,25
1 0 0,5 0 0 0,75
1 0 2 0 15 2,25
4 1 1 0 1 3,5
3 0 1 0 1 2,5
2 0 15 0 15 2,5

55 1 2 15 15 5,75
6 1 15 0 15 5
5 0 2,5 15 15 5,25
4 1 2 0,5 15 4,5
5 0 2,5 0 15 4,5

6,5 1 2 1 15 6
6 0 2 0 2,5 5,25
5 1 2 0,5 15 5

6,5 0 0 0 0 3,25
4 0 15 0 15 3,5
3 0 15 0 15 3
5 1 2 0 15 4,75

6,5 1 2 15 15 6,25
8 15 4 2 15 8,5
6 1 2 15 15 6

55 2 4 15 15 7,25
0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 1

4,5 2 2 0,5 15 5,25

5,5 1 2 15 15 5,75
6 1 2 15 15 6
5 2 0 0 3 5

55 1 2 0,5 3 6
6 0 2,5 0,5 2,5 5,75

3,5 0 1 0 1 2,75

3,5 0 0 0 0 1,75
3 0 0 1 15 2,75

4,5 1 2 15 2 55

4,5 2 3 0 2,5 6
5 0 0 0 0 2,5
4 15 2 15 15 5,25
6 2 4 0,5 2 7,25
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4 1 0 0 2,5 3,75
5 1 4 15 3 7,25
5 2 2 3 2 7
5 1 2 1 15 5,25
6 0 2 15 2 5,75
7 1 4 1 15 7,25
55 0 2 15 2 55

Las notas finales del conjunto de alumnos las hemos reflejado, agrupadas en intervalos,
en el siguiente grafico de barras:

PUNTUACIONES FINALES

33,33%
35% -G

30%

25%

20%

15%

10%

5%

0%
0=x<4 4sx<5 5=x<7 7<x<8 8=x=10
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Las representaciones graficas siguientes pretenden mostrar los resultados de los alumnos
en cada tarea.

PUNTUACIONES MEDIAS EN CADA TAREA

o

Puntuaciones maximas

Tarea 1a Puntuaciones medias

La tarea 1a ha sido realizada correctamente por la mayoria de alumnos en lo que se
refiere a la realizacion de los calculos, sin embargo la dificultad se ha presentado en el

momento de explicar las limitaciones y ventajas de los diferentes sistemas con respecto a
cada calculo.

En la tarea 1b, los alumnos que han construido el SN con las condiciones pedidas han
tenido menos dificultades en explicar sus ventajas y limitaciones y la mayoria han
puesto un ejemplo en el que se presentaba la ambigliedad de escrituras. Pero muchos

alumnos ni siquiera han intentado dar una respuesta. Creemos que esto ha sido debido a
dos razones:

e Se trata de una tarea “inversa” de la realizada de forma habitual durante todo el

proceso de estudio. En efecto, en clase se han analizado las caracteristicas de un
SN dado previamente.

217



Capitulo 1l

e Se trata de una tarea que se sitla a nivel tecnoldgico puesto que requiere un

analisis de las técnicas (més alla de su uso).

Creemos que esta tarea nos muestra un ejemplo de un fendmeno que se produce bastante
frecuentemente en las evaluaciones individuales de los alumnos: El profesor sabe que
durante el proceso de estudio se han realizado de forma sistematica un determinado tipo
de tareas y quiere proponer una tarea que sea una variante de dichas tareas, pero con un
poco mas de dificultad y para ello elige una tarea inversa de las realizadas. El resultado
obtenido suele ser, en general, bastante negativo debido a que la mayor parte de los
alumnos no relacionan ambas tareas. Generalmente las tareas inversas presentan una
mayor dificultad que las tareas directas, debido fundamentalmente a su ausencia escolar
(de hecho la nocion de Tarea “inversa” o “directa” es relativa a la institucion escolar en
cuestion). Por ello, segun se afirma en Fonseca (2004), tanto las tareas directas como las

inversas deben ser objeto de un trabajo sistematico.

En la tarea 2a la mayoria de los alumnos ha sabido aplicar las técnicas, y ha tenido
mayor dificultad en valorar la fiabilidad que la economia. Ha habido un grupo amplio de
alumnos que ha indicado como mas fiable la técnica clasica. Aqui los alumnos
responden de este modo porque piensan que la técnica mas fiable es la que ellos mejor

dominan.

En la tarea 2b es la que ha presentado mas dificultades. Es posible que parte de estas
dificultades provengan de una mala “comprension” del enunciado (a pesar de que

bastantes alumnos han identificado el error).

En la tarea 2¢ la mayor parte de los alumnos conocen bien las dos técnicas del SN
romano pero encuentran de nuevo dificultades al querer explicar las limitaciones y

ventajas de cada una de ellas.
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ALUMNOS QUE HAN OBTENIDO AL MENOS LAMITAD DE LA
PUNTUACION MAXIMA EN CADA TAREA

81,90%

73,60%
55,60%

51,40%

22,20%

Tarea 1a Tarea1b Tarea?2a Tarea 2b Tarea 2c
(8p) (2p) (4p) (3p) (3p)

ALUMNOS QUE HAN OBTENIDO CERO EN CADA
TAREA

50%
47,22%

50%
45%
40%
35%
30%
25%
20%
15%
10%

5%

0%

Tarea1a Tarea1b Tarea2a Tarea2b Tarea 2c
(8p) (2p) (4p) (3p) (3p)
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Las tareas con peores resultados han sido la tarea 1b, la tarea 2a y la tarea 2b y las

tareas con mejores resultados ha sido la tarea 1a y la tarea 2c.

Esto nos permite afirmar que las tareas con mayor caracter tecnoldgico han sido las de

mayor dificultad para los alumnos.

ALUMNOS QUE HAN OBTENIDO LA PUNTUACION MAXIMA
EN CADA TAREA

9,72%

10%
9%
8% 1
7%
6% 1
5% 1
4% 1
3% 1
2% 1
1% -
0% -

Tarea1la Tarea1lb Tarea22a Tarea2b Tarea2c
(8p) (2p) (4p) (3p) (3p)

Las principales dificultades que hemos encontrado en los alumnos de 2° de Educacion
Primaria de la Diplomatura de Maestros, teniendo en cuenta el proceso de estudio

seguido en las sesiones de clase y la correccion del examen, son:

e EIl hecho de que en las instituciones escolares para cada tarea matematica exista
una unica técnica (o, al menos una técnica privilegiada) provoca muchas
dificultades para aceptar la existencia de un algoritmo, diferente del habitual,

para realizar la division.
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Al utilizar un algoritmo de la division diferente del habitual se relajan las
restricciones (por ejemplo, no tienen en cuenta que el resto debe ser menor que el

divisor).

Saben comparar numeros a partir de sus escrituras, pero tienen muchas
dificultades para explicitar los diferentes pasos que hay que realizar. Se trata de

una muestra de las dificultades para describir una técnica.

Gran dificultad para realizar los célculos en un SN diferente del habitual.
Algunos alumnos optan por realizar los calculos con la técnica habitual en el SN

decimal posicional y luego traducen los resultados al nuevo SN.

Dificultad para explicar las ventajas o limitaciones de un SN o de una técnica de
calculo como consecuencia de la dificultad para comparar las caracteristicas de

dos técnicas diferentes utiles para llevar a cabo una misma tarea.

Para realizar un célculo en el SN hibrido intentan aplicar la misma técnica que
ellos han utilizado siempre en el SN posicional decimal, pero afiadiendo algunas
caracteristicas del SN hibrido (intento de interpretar el nuevo algoritmo como

una variacion del antiguo).

Existe cierta resistencia por parte de algunos alumnos a considerar otra escritura
de los nimeros diferente de la habitual. Por ello, en el caso del SN hibrido
consideran que los coeficientes son los nimeros y sin embargo, los simbolos de

las potencias de la base no se considera que representen nimeros.

Cuando el profesor ha explicado la técnica de multiplicar que utilizaban los
egipcios, los alumnos consideran que esa es la técnica que deben utilizar para
todos los SN diferentes del SN posicional decimal. Asi, por ejemplo, cuando se
les pide realizar una multiplicacion en el SN hibrido algunos alumnos tienden a

utilizar la misma técnica que se ha propuesto para el SN egipcio.

Podriamos resumir diciendo que las mayores dificultades que presentan estos alumnos

son de caracter tecnoldgico, es decir, dificultades para explicar y justificar las técnicas,

asi como para analizar las ventajas y limitaciones tanto de los SN como de las técnicas

asociadas.

Cabe sefialar que la asistencia a clase de los alumnos no ha sido regular, habitualmente

entre 50 y 60 alumnos de 72 presentados al examen. Y como caracteristica general hay
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que afiadir que muy pocos alumnos traian hecha la tarea propuesta para realizar fuera del
aula. Esta falta de trabajo individual fuera de clase ha dificultado la discusion en clase y

el posible trabajo autonomo.

4. ANALISIS Y EVALUACION DEL PROCESO EXPERIMENTADO

El problema didactico de como organizar, en la institucion de Formacion de Maestros, el
estudio de la cuestiobn “;Cémo expresar los niumeros naturales mediante una
representacion escrita que sea un instrumento util para el desarrollo de la aritmética
elemental?” tiene algunas caracteristicas especiales. En particular, se trata de una
cuestion cuya respuesta (“el sistema de numeracion posicional completo”) es
perfectamente conocida por los estudiantes de dicha institucion. Estos han trabajado
largamente en el sistema posicional de base 10 y lo han utilizado para hacer todo tipo de
calculos. La OM en torno a dicho sistema de numeracion estd naturalizada para los
sujetos de la institucion de Formacion de Maestros y ha llegado a ser casi transparente

para ellos.

Sin embargo, y a pesar de lo anterior, los estudiantes de dicha institucion docente no
pueden justificar la validez de dicha respuesta ya que, para ellos, es s6lo una respuesta
en el sentido “debil”. Por lo tanto, no estan en condiciones de utilizarla para llevar a
cabo aquellas actividades, matematicas o no, que requieren dicha justificacion. Asi, por
ejemplo, no pueden cuestionar la pertinencia de la base 10 para llevar a cabo
determinadas actividades matematicas, ni proponer como podria modificarse dicha base
para trabajar con nimeros “grandes”. Tampoco estan en condiciones, como futuros
maestros, de dirigir un proceso de estudio, con sus alumnos de Primaria, en el que se

integre la “razon de ser” de los SN.

Esta situacion ha provocado algunas dificultades para llevar a cabo el proceso de estudio
experimentado porque los estudiantes son reacios a implicarse en el estudio de una
cuestion cuya respuesta supuestamente conocen. De todos modos, ha tenido la virtud de
poner de manifiesto la insuficiencia de las respuestas “débiles” incluso en el caso en que
éstas vayan acompariadas de un cierto manejo de las técnicas que forman parte de la OM

que se insinua en dichas respuestas. Todas estas circunstancias nos han llevado a pensar
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en la necesidad de replantear la cuestion inicial, si queremos volver a llevar a cabo un

proceso de estudio analogo.

Recordemos la formulacién precisa del problema didactico que abordamos:

¢ Coémo reconstruir en la Institucion de Formacién de Maestros una OM
en torno al sistema de Numeracion Posicional, OM,, de tal manera que
dicha reconstruccién contenga explicitamente su ““razén de ser”, esto

es, las cuestiones a las que OM,, responde?

Esta formulacion del problema didactico planteado tiene la virtud de precisar el objetivo
de la Organizacién Didactica que se pretende disefiar y al mismo tiempo, intenta paliar
las dificultades con las que tropieza la ensefianza de los SN en la institucién de
Formacion de Maestros.

4.1. Los Recorridos de Estudio e Investigacion como criterio de evaluacion del

proceso

A fin de resolver el problema didéctico tal como ha sido replanteado, era necesario
disefiar un proceso de estudio fundado en una cuestion, que llamaremos cuestion
generatriz, que fuese susceptible de hacer emerger numerosas cuestiones derivadas. El
proceso debia permitir integrar de manera funcional las sucesivas respuestas
provisionales que fuesen apareciendo a lo largo de su desarrollo (respuestas que, al ser
consideradas en sentido “fuerte”, tienen estructura praxeologica) en una OM al menos
local. Ademas dicho proceso debia disefiarse de tal forma que permitiese y potenciase
una reestructuracion de las responsabilidades matematicas y didacticas asignadas a los
miembros de la comunidad de estudio por el contrato didéactico vigente. Dicha
reestructuracion deberia permitir que los alumnos llevaran a cabo una actividad bastante
autonoma y el profesor pudiese considerarse como director del estudio mas que como

un ensefante que muestra a los alumnos el modo de resolver las tareas propuestas.

En los dltimos desarrollos de la TAD, Chevallard (2004, 2005, 2006) ha introducido la
nocion de Recorrido de Estudio e Investigacion (REI) como un modelo o referente
amplio para el analisis de los procesos de estudio. Sintetizando mucho, podemos decir

gue un REI tiene las siguientes caracteristicas:

v Debe partir de una cuestion viva y rica que llamaremos cuestion generatriz.
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v" Dicha cuestion debe tomarse en serio, es decir, debe ser estudiada en el sentido

fuerte del término.

v La direccion del proceso de estudio se apoya en la formulacion de cuestiones
cruciales cuyas respuestas provisionales ayudan a elaborar una respuesta a la

cuestion generatriz.
v Los alumnos deben realizar una actividad lo mas autobnoma posible.
v' El profesor debe ser considerado como un director de estudio.

v Se deben proporcionar los recursos suficientes, o sea, debe existir un “medio”
que permita que los alumnos se apropien de la cuestion, para a continuacion
pasar a estudiarla con la mayor autonomia posible. Dicho medio también debe
aportar los instrumentos que permitan contrastar las sucesivas respuestas

provisionales a la cuestion generatriz que la comunidad de estudio propone.

Si queremos evaluar, en términos de un REI, el proceso de estudio disefiado y
experimentado que acabamos de presentar, deberemos empezar por preguntarnos si la
cuestion generatriz g elegida: “¢Coémo expresar los nimeros naturales mediante una
representacion escrita que sea un instrumento Gtil para el desarrollo de la aritmética
elemental?” ha sido la més adecuada. El analisis retrospectivo del proceso didactico
experimentado nos permite afirmar que, dadas las caracteristicas de la institucion
docente de Formacion de Maestros en la que se llevd a cabo el proceso de estudio, no
parece que esta eleccion haya sido la mas acertada. Aungue es cierto que a lo largo del
proceso de estudio el profesor ha planteado cuestiones relativas a las limitaciones de los
sucesivos Sistemas de Numeracidn que iban apareciendo y ha intentado que los alumnos
tomaran conciencia de determinadas caracteristicas de los algoritmos de comparacion y
de calculo aritmético que era posible implementar en cada uno de ellos (como el dominio
de validez, la economia y la fiabilidad), lo cierto es que dichas cuestiones no
constituyeron el principal motor de la actividad matematica de los alumnos. Eran en

realidad demandas del profesor, mediante una negociacién “ad hoc”.

Pensamos que en la institucion docente de Formacion de Maestros hubiese cumplido

mucho mejor la funcidn de cuestidn generatriz una cuestion tecnolégica como:
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q’: ¢Qué propiedades y caracteristicas especiales tiene nuestro sistema de numeracion
para que se haya impuesto sobre todos los que han existido a lo largo de la historia y

que han coexistido durante muchos siglos?

Partiendo de esta nueva cuestion, decidimos experimentar un nuevo proceso de estudio
con alumnos de 14-15 afios de la Ensefianza Secundaria Obligatoria (Bosch, Gascon y
Sierra, 2004). El disefio, experimentacion y evaluacion de este proceso esta desarrollado

en el capitulo 1V de esta memoria.

Esta nueva experimentacion nos ha llevado a considerar que, cuando se trata de alumnos
que ya conocen y usan habitualmente el sistema de numeracion posicional, las
cuestiones tecnoldgicas tienen un mayor poder generador de preguntas y en
consecuencia mayor motivacion para el estudio y basqueda de las posibles respuestas.
En efecto, si la cuestion “se toma en serio”, aparecen inmediatamente cuestiones
derivadas que llevan a comparar las caracteristicas de distintos Sistemas de Numeracion,
con la ventaja adicional de que la propia cuestion generatriz propone un primer “medio”
(los Sistemas de Numeracién que han existido histéricamente) para contrastar las
conjeturas que vayan surgiendo. Esto no impide, sino que posibilita, que a lo largo del
proceso surja la necesidad de construir Sistemas de Numeracion con caracteristicas
prefijadas (que no tienen por qué haber existido histéricamente) para utilizarlos como
medio complementario para seguir contrastando hipétesis o bien para compararlos con el

sistema posicional completo o con cualquier otro.

Entre las cuestiones que pueden plantearse para evaluar el proceso de estudio

experimentado en términos de un REI pueden citarse las siguientes:
e ;Se ha“tomado en serio” la respuesta a la cuestion g de partida?

e (Cbémo se ha reestructurado a lo largo del proceso de estudio el reparto de

responsabilidades matematico- didacticas entre el profesor y los alumnos?

e ;Hasta qué punto los alumnos han llevado a cabo el recorrido de manera

autonoma y en quée medida se han dejado conducir por el profesor?

Estas cuestiones pueden responderse, en parte, a partir de la confluencia entre las

restricciones de la institucion docente y la naturaleza de la cuestion inicial q elegida. En
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general puede decirse que el proceso de estudio resultd ser demasiado guiado y, por lo

tanto, la pretendida autonomia de los alumnos ha sido bastante relativa.

Pero lo anterior no significa que, en el estado actual de desarrollo de la TAD, estemos en
condiciones de precisar el grado de autonomia que pueden asumir los alumnos ni, mucho
menos, cuales son las condiciones que hacen posible que los alumnos asuman dicha
autonomia efectivamente. En términos generales, hemos de reconocer que muchas de las
cuestiones relativas a la reestructuracion del reparto de responsabilidades entre el
profesor y los alumnos estan esencialmente abiertas. Dado que en cada institucion
escolar (por ejemplo en la Formacion de Maestros) se ha forjado histéricamente un
contrato didactico institucional que evoluciona bastante lentamente, se plantean dos
cuestiones abiertas e inseparables (en el sentido que la respuesta que pueda darse a cada

una de ellas condiciona profundamente las posibles respuestas a la otra):

e ;COmo cambiar la distribuciébn —implicita pero fuertemente arraigada— de las
responsabilidades matematico-didacticas que otorga el contrato didactico

institucional para que sea posible poner en marcha un REI?

e En qué medida y en qué forma la puesta en marcha de un REI en una institucion
docente actual modifica las restricciones institucionales que pesan sobre la
reconstruccion escolar de una OM y, en consecuencia, provoca cambios en la

distribucion de responsabilidades matematico-didacticas?

En lo que hace referencia a la evaluacion del proceso de estudio experimentado, hay una
cuestion importante que queremos volver a subrayar. Nos referimos a la estructura de las
OM progresivamente construidas a lo largo del proceso. ElI cambio que proponemos en
la cuestion inicial g impide que ésta se trivialice y pueda ser zanjada con una simple
informacion puntual. Se devuelve el protagonismo a las OM intermedias que, de esta
forma, no sélo forman parte del recorrido sino que constituyen, por asi decirlo, su
nacleo. Por lo tanto, la evaluacién del proceso de estudio debe comprender una
evaluacion de todas las OM construidas a lo largo del mismo y el grado de integracion

funcional de estas OM que funcionan como respuestas provisionales a la cuestion inicial

g.
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4.2. Una amalgama de organizaciones didacticas “puntuales”

Hemos visto que la OM,, en torno a los SN posicionales aparece como el resultado final
de un proceso de ampliaciones y completaciones progresivas que, partiendo de una
praxeologia puntual OM;, ha pasado por una serie de praxeologias intermedias OM, y
OM,;, generadas sucesivamente por un determinado desarrollo evolutivo de las
cuestiones problematicas y los tipos de tareas asociados que debian aparecer como las
“razones de ser” de OM, para los sujetos de la institucion de Formacion de Maestros.
De este modo, el proceso de estudio o reconstruccion de OM,, ha estado guiado por la
actividad matematica que ha sido posible llevar a cabo en cada una de esas OM
intermedias y, en particular, por las restricciones especificas que han ido apareciendo en
cada una de ellas y que han evolucionado a medida que avanzaba el proceso de

ampliacion.

Resulta, en definitiva, que la Organizacion Didactica ha estado fuertemente
condicionada por la estructura de las OM intermedias y, en uUltima instancia, por la
cuestion matematica inicial g (independientemente del cardcter mas o menos
“generador” del proceso que haya tenido efectivamente dicha cuestion) asi como por el
bloque préactico-tecnico de OM, que constituye una respuesta explicita a la citada

cuestion inicial.

Para contrastar la tesis anterior y, sobre todo, para bajar a los detalles y mostrar cual es
el mecanismo mediante el cual “lo matematico” condiciona la Organizacion Didactica
del proceso de estudio, seria necesario explicitar las tareas didacticas a las que se han
enfrentado el profesor y los alumnos para reconstruir OM,, las técnicas didacticas (esto
es, de ayuda al estudio) que han utilizado para llevar cabo dichas tareas didacticas, asi
como el discurso tecnoldgico-tedrico disponible para interpretar y justificar dichas

técnicas.

En el caso concreto del proceso de estudio experimentado, un analisis minucioso del
recorrido vivido por el profesor y los alumnos muestra que se llevaron a cabo una
sucesion de tareas matematicas Ty €n los distintos SN considerados (aditivo, hibrido,

posicional):
Ti>Taa—>Taa—> Tz > Tas > Thi = The > Tz > The > Tpl d sz

Donde T; permite un primer encuentro con el problema genérico de los distintos

Sistemas de Numeracion. Tai, Tni Y Tp1 SON tareas que provocan un primer encuentro
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con OM,, OM,;, y OM, respectivamente. T, ¥ Th, son tareas para un trabajo
exploratorio dentro de OM, y OM,, realizando algunas operaciones elementales en el
SN considerado, T,; y Tuz pretenden un trabajo sistematico de la técnica, de la
evaluacion y del analisis de las limitaciones dentro de OM, y OM,, respectivamente, Tag
y Tne consisten en destacar las limitaciones del SN aditivo e hibrido respectivamente,
para el célculo cuando el tamafio de los nUmeros aumenta y, en consecuencia, tienen el
objetivo de provocar la construccion de una técnica mas eficaz. Ademas en Tpy Se
propone la comparacion del SN oral con el SN posicional. Por ultimo, el objetivo de Ty,
es que el estudiante descubra la gran aportacion del SN posicional completo en lo que se
refiere al alcance, economia y fiabilidad de los algoritmos de calculo de las operaciones

aritméticas elementales.

Esta sucesion viene guiada por una sucesién paralela de tareas didacticas que, en el caso
presentado, el profesor fue planteando “paso a paso” a los alumnos. Cada una de estas
tareas didacticas tiene como finalidad ayudar a evolucionar el estudio en la direccion
marcada por el modelo epistemoldgico de referencia. En consecuencia, con la
realizaciéon de cada una de dichas tareas didacticas, el profesor pretendia ayudar a los
alumnos a avanzar un paso en dicha direccion. Podemos describirlas esquematicamente
como tareas didacticas, T, dirigidas a posibilitar (provocar, inducir o estimular) que los

alumnos:
T;": Utilicen distintas técnicas para representar nimeros.

T..": Descubran las caracteristicas de la técnica aditiva z, de representar los nimeros

naturales y cuyo prototipo historico es el sistema egipcio.

T.,”: Exploren el uso de la técnica matematica z, y empiecen a experimentar las ventajas

y limitaciones de dicha técnica y de los algoritmos de calculo asociados.

T.;": Descubran las ventajas y limitaciones de la técnica aditiva de designacion de los

ndmeros.

T..>: Lleven a cabo un analisis mas profundo de las limitaciones de la técnica aditiva de
representacion de los ndmeros con el objetivo de superarlas y construir una técnica mas

eficaz, esto es, mas econdmica y més fiable.
T ": Descubran las caracteristicas de la técnica hibrida.

Tw2": Exploren el uso de la técnica hibrida y experimenten las ventajas y limitaciones de

dicha técnica y de los algoritmos asociados.
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Tws": Realicen un andlisis méas profundo de las limitaciones de la técnica hibrida de
representacion de los nimeros con el objetivo de superarlas y construir una técnica mas
eficaz.

Tws": Analicen las caracteristicas de otro sistema de numeracion hibrido, el sistema oral,

para que entiendan que existen diferentes prototipos.

TplD: Experimenten las ventajas de la técnica posicional tanto en lo referente a la
representacion de los nimeros como con respecto a la realizacion de los calculos con los

diferentes algoritmos asociados.

szD: Evalten las caracteristicas del sistema posicional completo.

A su vez, cada una de dichas tareas didacticas requiere, para su realizacion, de una
técnica didactica. En el caso que nos ocupa podemos afirmar que cada una de las
técnicas didacticas utilizadas explicitamente por el profesor estd asociada a una tarea
matematica propuesta a los alumnos. Concretamente, si denominamos 7" a la técnica
didactica que utiliza el profesor para llevar a cabo la tarea didactica Tmi", entonces
podemos describir 7" de una vez por todas, independientemente de los subindices,
como sigue:

Tmc>: Proponer a los alumnos la realizacion de la tarea matematica T (ya Sea

individualmente, en pequefios grupos o en gran grupo), con el objetivo de dirigir el

proceso de estudio en la direccion marcada por el Modelo Epistemolégico de Referencia.
Esto nos permite afirmar la existencia de una profunda interrelacion o codeterminacién
entre los bloques préctico-técnicos matematico [T/ Zmk] Y didactico [Tmk"/zmk"]. Pero,
mas alla de la practica matematico-didactica, debemos preguntarnos: ;De donde surge la
sucesion de tareas didacticas (Tmi"), €sto es, en base a qué criterio el profesor decide,
por ejemplo, que después de abordar la tarea didactica T.s" abordara Ty"? ;Con qué
criterios podria el profesor interpretar y justificar (aunque no se le reclame
explicitamente) la sucesion de técnicas didacticas (zmk") que utiliza? ¢De donde puede

extraer los elementos tecnologico-tedricos capaces de sustentar su practica didactica?

Parece claro que la OD puesta en practica se sustenta en el Modelo Epistemoldgico de

Referencia que hemos esquematizado mediante la sucesion
q— OM; - OM, - OM;, —» OM,,

y que constituye, por ello, un ingrediente esencial de la tecnologia didactica del
profesor.
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De lo anterior se desprende que la Organizacion Didéactica (OD) global efectivamente
puesta en practica consistio en una amalgama de OD “puntuales” en el sentido de que
cada una solo permitia construir “un pedazo” de la organizacion praxeoldgica global. A
pesar de tener una estrategia didactica global (la construccion de la sucesion @ — OM;
— OM, - OM; —» OM,), el profesor se plante¢ tareas didacticas aisladas: una para
cada etapa de la construccion. Utilizo para ello Unicamente técnicas didacticas
“puntuales” que consistian en proponer tareas matematicas concretas que aparecieron, a
ojos de los alumnos, como totalmente aisladas las unas de las otras. En particular, el
contrato didactico establecido no consiguié asignar a los estudiantes ninguna
responsabilidad mas alla de la resolucion de las tareas matematicas aisladas que les iba
proponiendo paso a paso el profesor. Incluso podriamos afirmar que se ha reproducido
un fenémeno de “didactificacion” de la actividad matematica desarrollada.

También podemos decir que el ingrediente “matematico” no ha sido suficiente para la
realizacion efectiva de una OD que vaya mas alld de una amalgama de construcciones
aisladas. La via iniciada por los REI, y el nuevo reparto de responsabilidades que
propone entre profesores y alumnos, podria ser una direccion prometedora en aras de

superar las restricciones que emanan de los contratos didacticos habituales.

Otra de las caracteristicas que podria considerarse como “muy particular” del proceso
didactico descrito es el hecho de que la Organizacion Matematica OM,, que acaba siendo
la respuesta a la cuestion planteada, se construya mediante un proceso de ampliaciones y
completaciones sucesivas que parte de una OM puntual. Pues bien, queremos subrayar
que este proceso de reconstruccion escolar de una OM, sin ser universal, es aplicable a
una amplia gama de casos.® De hecho, la reconstruccién de OM,, tal como ha sido
descrita, puede considerarse como el resultado de aplicar una técnica didactica muy
general al caso particular del Sistema de Numeracion y la institucion de Formacion de

Maestros:

7,°: La construccion de una OM, aparece como la respuesta a una
cuestion generatriz propuesta, mediante un proceso de ampliaciones y
completaciones progresivas a partir de una OM puntual (o respuesta

inicial).

8 Ver por ejemplo Bolea et al. (2001) y Garcia (2005) para los casos de las magnitudes proporcionales, el proceso de
algebrizacion y la modelizacion funcional. También Gascon (2004) presenta la ampliacion de la geometria sintética ensefiada
en la Secundaria obligatoria hacia la geometria analitica del Bachillerato.
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Postulamos que, en general, la reconstruccion “artificial” o “escolar” de una OM en una
institucion docente | puede estar guiada por el desarrollo evolutivo de cierta
problemética que proporcionara las “razones de ser” iniciales de la OM en I. Estas no
tienen por qué coincidir con las “razones de ser” de la OM en la institucion I’, en la cual,
la OM aparece como respuesta aceptable a la cuestion a estudiar. En todo caso, la
problematica y los tipos de tareas asociados (asi como las técnicas y el entorno
tecnoldgico-tedrico) deberan estar adaptados a las restricciones ecologicas que | impone
(Gascon, 2001). En el capitulo V de esta memoria se analizara el proceso de estudio de
la Medida de Magnitudes Continuas y se observard que, si bien con ciertas

D

modificaciones, la técnica didactica t, es, también en este caso, perfectamente

aplicable.

4.3. El papel de lo matematico en la creacion de organizaciones didacticas

Ante todo hay que decir que, si bien es cierto que el proceso de estudio analizado ha sido
realizado en condiciones un poco “especiales” y, en particular, después de explicitar el
modelo epistemoldgico de referencia de OM,, postulamos que, en términos generales, el
caso descrito muestra claramente el papel central de lo matematico en la creacion de la
OD. En efecto, de un modo general, podemos afirmar que, aunque un profesor no utilice
de manera explicita y consciente un modelo epistemoldgico de la OM que da respuesta a
la cuestion estudiada, su practica docente estara igualmente condicionada por el modelo
epistemoldgico (de dicha OM) dominante en la institucion docente. En el caso
considerado, y tal como hemos comentado al inicio del capitulo con el examen de las
OD propuestas por los distintos libros de texto analizados, podemos decir que el modelo
epistemoldgico de referencia habitual de los SN consiste en considerarlos como una
técnica de representacion de los nimeros sin hacer hincapié sobre la simplificacion de
los algoritmos de calculo aritmético asociados. Esto conduce a que las OD propuestas
para el estudio de los SN planteen solo tareas que hacen referencia a la representacion de

los numeros y dejen de lado las tareas de célculo.

Incluso es posible que en el caso en que el MER quede completamente implicito, que se
corresponde mejor con la practica docente habitual de la inmensa mayoria de profesores
de matematicas, la incidencia del modelo epistemoldgico especifico de la OM que se

pretende reconstruir sobre la OD sea incluso mas determinante que en el caso
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relativamente “experimental” que hemos analizado. En efecto, dado el caracter
implicito, transparente y, por tanto, no cuestionable del modelo epistemoldgico
dominante en una institucion docente, es muy dificil que el profesor pueda considerar
que existe otra manera de interpretar la OM en cuestion y, en consecuencia, una forma

diferente de organizar el proceso de reconstruccion escolar de la misma.

En el capitulo siguiente ahondaremos en las relaciones entre el MER considerado y las
distintas posibles OD que éste sustenta, considerando dos procesos de estudio diferentes
en dos instituciones de formacion también distintas: la Ensefianza Secundaria
Obligatoria, en la que los alumnos también conocen el SN posicional decimal en el
sentido de saber operar en él, y el Primer ciclo de la Ensefianza Primaria en la que los

alumnos deben aprender a trabajar en OM,,.
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La relatividad institucional de lo matematico y lo didactico

En el capitulo anterior, hemos mostrado, en el caso particular de la institucién de Formacion
de Maestros, la estrecha relacion que existe entre “lo matematico” y “lo didactico”, esto es,
la determinacion reciproca entre la estructura de una Organizacion Matematica (en adelante

OM) que se reconstruye en una institucion y la forma de organizar su estudio.

Ya hemos sefialado en el Capitulo | que la relatividad institucional del saber matematico
constituye una de las consecuencias mas importantes de la Teoria de la Transposicion
Didactica y debe ser interpretada, simultaneamente, como una relatividad institucional de las
formas posibles de organizar el estudio de las matematicas, esto es, como una relatividad
institucional de lo didactico. Esta relatividad institucional conjunta proviene del hecho de
que las restricciones y condiciones especificas que cada institucion impone sobre una
Organizacion Matematica, se materializan en la relacion institucional de dicha institucion a
la Organizacion Matematica en cuestion, esto es, en la forma como se interpreta esta
organizacion en la institucion y, mas alla, en el sistema de practicas matematicas que
pueden llevar a cabo los sujetos de la institucion con los componentes de la Organizacion

Matematica.

El objetivo principal de este capitulo consiste precisamente en analizar la relatividad
institucional conjunta de lo matematico y lo didactico. Para ello variaremos la institucion
docente en la que se pretende reconstruir la OM en torno a los Sistemas de Numeracion y
estudiaremos los cambios que esta variacion produce, simultineamente, en el proceso de
estudio de los Sistemas de Numeracion y en el modelo epistemoldgico en el que éste se
sustenta. En concreto, consideraremos dos nuevas instituciones docentes: la del Segundo
Ciclo de la Ensefianza Secundaria Obligatoria (E.S.O.), cuya relacién institucional a los SN
es relativamente “proxima” a la correspondiente relacion institucional en el caso de la
Formacion de Maestros; y la del Primer Ciclo de Primaria, cuya relacion institucional es

muy diferente.
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En el caso de la institucion del Segundo Ciclo de la E.S.O., veremos que la Organizacion
Didactica (en adelante OD) experimentada ha resultado ser bastante similar a la realizada en
la Formacion de Maestros. Esta semejanza es debida a que las relaciones institucionales de
dichas instituciones con los SN comparten una caracteristica comin muy importante. En
ambos casos los Sistemas de Numeracion (en adelante SN) aparecen como no
problematicos, son considerados como un conjunto de técnicas relativamente transparentes y
relativamente incuestionables. En el caso de la Formacién de Maestros aparece un
cuestionamiento superficial de los SN motivado por las futuras necesidades profesionales
del Maestro. Dicho en otros términos, dado que los SN apareceran forzosamente
problematicos en Primaria, dicha OM no puede considerarse completamente transparente en
la institucion de FM. Pero este cuestionamiento es muy débil, se limita a plantear cuestiones
docentes: ;cdmo ensefar y qué hay que ensefiar a los alumnos de Primaria a proposito de los
SN? Y muy raramente se plantean cuestiones matematicas como ¢qué relacion hay entre la
estructura del Sistema de Numeracion posicional y las propiedades de los algoritmos de las
operaciones aritméticas? Por lo tanto, en ambas instituciones se utiliza el SN posicional (en
base 10) de forma esencialmente transparente, sin cuestionarse la justificacion ni las
propiedades de las técnicas que se utilizan para designar y para operar con los numeros.
Podriamos decir que, en ambos casos, la relacion institucional a los SN se reduce a una
relacion con el bloque préctico-técnico de la OM asociada, mientras que estd ausente la
relacion con el bloque tecnoldgico-tedrico. En otros términos, podria decirse que ambas
instituciones comparten un mismo modelo epistemoldgico de los SN y que dicho modelo
dominante en ambas instituciones se caracteriza por la transparencia del blogue tecnoldgico-

tedrico.

Para romper esa ilusion de transparencia y plantear una situacion problematica capaz de
generar la reconstruccién de los SN como organizacion praxeoldgica, hemos tenido que
introducir cuestiones de nivel tecnoldgico, esto es, relativas a la descripcion, justificacion e
interpretacion de la actividad técnico-practica que se lleva a cabo con los SN. El estudio de
estas cuestiones recorre una sucesion de praxeologias OM; = OM, = OM,; = OM,, que
conducen finalmente al SN posicional. Es importante resaltar que las OM intermedias que,
en cierta manera, acaban “desapareciendo” de la construccion final, juegan un papel
fundamental en el recorrido ya que son ellas (sus limitaciones) las que motivan la aparicion
del SN posicional, aportdndole asi su razén de ser. De ahi que consideremos que los SN
posicionales no se limitan s6lo a OM,, sino que incluyen toda la sucesion OM; = OM, >
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OM,; = OM,, siguiendo con lo que hemos denominado nuestro “Modelo Epistemoldgico de

Referencia” de los Sistemas de Numeracion.

En el caso de la institucion del Primer ciclo de Primaria (alumnos de 6 a 8 afios) volveremos
a utilizar este Modelo Epistemolégico de Referencia para reconstruir el SN posicional. En
contraste con lo que pasaba en las instituciones de Formacion de Maestros y de Secundaria,
la OM en torno a los SN es completamente problematica en esta institucion. Esto significa
que la relacién institucional a dicha OM, esto es, el sistema de practicas matematicas que
pueden llevarse a cabo en el Primer ciclo de Primaria con los objetos que constituyen el SN,
tiene un caracter completamente diferente. En particular, la “razon de ser” y, por tanto, las
cuestiones a las que la Numeracion dara respuesta en dicha institucion seran de naturaleza
distinta. En efecto, en el primer ciclo de Primaria, la Numeracion viene a resolver el
problema de como representar de forma sencilla y econémica el cardinal de un conjunto
finito. En esta institucion este problema es un problema “vital” (y no trivial) que requiere
toda una construccion praxeologica y esta en el nicleo de toda la actividad matematica que
se desarrolla en esta institucion®. Ademas, dado que el problema de la representacion de los
nameros antecede en este caso al aprendizaje de los algoritmos de calculo, no se puede
incluir en el proceso de estudio una de las principales “razones de ser” del SN posicional: su
economia y fiabilidad en la realizacion escrita de estas operaciones. Esta diferencia es
crucial y modifica profundamente el proceso de estudio en comparacién con los disefiados y

experimentados en las otras instituciones.

Conviene sefialar, por ultimo, que el proceso didactico que describiremos en el caso del
primer ciclo de Primaria se basa en los trabajos de la Escuela Michelet de Burdeos dirigidos
por Guy Brousseau para la construccion de los nimeros en Primaria. Como ya hemos
indicado anteriormente, estos trabajos se sitan en el origen del MER presentado en el
capitulo 1l y que sirve de hilo conductor de nuestros analisis. Por lo tanto, la tltima parte de
este capitulo constituye en realidad una concrecion y explicitacion del MER para el disefio
de Organizaciones Didacticas de Primaria. A diferencia del caso de la Formacion de

Maestros y de la Ensefianza Secundaria Obligatorio, el MER para la Ensefianza Primaria

! Cuando se pretende trasladar “miméticamente” este problema a otras instituciones (por ejemplo a la
institucion de Formacion de Maestros) y darle la categoria de “cuestién generatriz”, entonces la actividad
matematica concluye en el mismo momento que se inicia ya que en dicha institucion la respuesta es conocida,
el problema es trivial y, por tanto, no tiene ninguna capacidad generadora.
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estd, en este caso, pendiente de experimentacion en el Sistema de Ensefianza de las

Mateméticas del Estado Espafiol.

1. CRITERIOS PARA DISENAR UN PROCESO DE ESTUDIO EN TORNO A LA
NUMERACION PARA LA ENSENANZA SECUNDARIA OBLIGATORIA

Para el disefio de este proceso nos hemos basado en los Gltimos desarrollos de la TAD
(Chevallard, 2004, 2005, 2006) sobre la nocion de Recorridos de Estudio e Investigacion.
Para ello se propone, por un lado, que el profesor pase de ser “ensefiante” a asumir el papel
de director de estudio, guiando y animando el estudio e investigacion de los alumnos, sobre
una cuestion problematica a la que intentan aportar una respuesta; y, por otro, que las
razones de ser que han motivado la creacion y el desarrollo del conocimiento matematico,
esto es, las cuestiones a las que dicho conocimiento responde, formen parte integrante y

nuclear del programa de estudios.

En los dltimos avances de la Teoria Antropologica de lo Didactico se plantea la necesidad
de recubrir el programa de estudios, correspondiente a un curso de la Ensefianza Secundaria

Obligatoria, mediante un nimero determinado de procesos de estudio e investigacion.

Un proceso de estudio va a hacer emerger un tipo de problemas y una técnica de resolucion
de dichos problemas que ira evolucionando hacia una técnica mas fiable, mas econémica y
de mayor alcance. Igualmente aparecera la tecnologia apropiada que nos va a permitir no
solo hablar de lo que se ha comenzado a construir sino también justificar y comprender

mejor lo que se ha hecho.

Todo proceso de estudio debe establecerse en un tiempo relativamente amplio, pues el
trabajo matematico requiere a menudo desarrollarse en el marco de varias sesiones
sucesivas, con el fin permitir al estudiante profundizar y trabajar de manera util y eficaz.
Esto nos lleva a considerar que un proceso de estudio debe tener un objetivo matematico

amplio y ademas no deben proponerse procesos de estudio aislados.

Al decidir qué contenidos matematicos deben proponerse para ser estudiados, la cuestion

fundamental que conviene plantearse y a la que es necesario aportar una respuesta, es la

2 Queremos mencionar al respecto el excelente trabajo del equipo dirigido por la profesora Lorena Espinoza de
la Universidad Santiago de Chile en el marco de la Estrategia Lectura-Escritura-Matematicas del Ministerio de
Educacion chileno. La experimentacién realizada también se basa en los trabajos dirigidos por Brousseau sobre
la numeracion y también se inscriben el marco de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico. Para mas detalles,
ver (Espinoza y Barbé, 2006) y la web http://web.lem.usach.cl.
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cuestion de sus razones de ser, es decir, las cuestiones generatrices de dicho contenido, que

han motivado su creacion y su desarrollo.

Por consiguiente, el punto de partida del proceso de estudio sera una cuestion que
designaremos como la cuestion generatriz. Todo el proceso va a venir inducido por esta
cuestion, aunque lo que se derive no estara a priori totalmente determinado, ya que muchas
decisiones tendran que ser tomadas con el fin de llevar a buen término el recorrido de

estudio e investigacion que esta cuestion conlleva.

En la Organizacion Didactica que presentamos aqui, la cuestién generatriz considerada, que

designaremos como Q;, es:

Q1: ¢Qué propiedades y caracteristicas especiales tiene nuestro Sistema de
Numeracién (posicional completo en base 10) para que se haya impuesto de
manera absoluta sobre todos los que han existido a lo largo de la historia y

que han coexistido durante muchos siglos?

Un segundo aspecto importante a considerar es la nocion de cuestion crucial. Se dira que
una cuestion Q es crucial para una cuestion Q; si el hecho de saber responder a Q, permite
avanzar en la elaboracion de una respuesta a Q;. Ademas, pueden existir varias cuestiones
Q2, Q2°, Q2 etc., cruciales para Q1, lo que puede dar lugar también a distintos posibles
recorridos de estudio. Por lo tanto, el profesor como director del estudio, debe aprender a
plantear cuestiones cruciales y, poco a poco, a hacer que el alumno aprenda no sélo a
responderlas, sino también a plantearselas. Tendremos, entonces, que el instrumento
principal de la direccion de un proceso de estudio serd el planteamiento de las cuestiones

cruciales que marcaran el recorrido.

El tercer aspecto a destacar es que, tanto para poder plantearse como para poder responder a
las cuestiones que se presentaran en un proceso de estudio, conviene disponer de recursos
didacticos que permitan contrastar la pertinencia de las cuestiones intermedias y la validez
de las respuestas provisionales. En nuestro caso, los recursos didacticos utilizados seran la
realizacion de los distintos calculos aritméticos elementales (suma, resta, multiplicacion y

division) en algunos de los Sistemas de Numeracion histéricos mas representativos.
Para aportar una respuesta a Q;, vamos a utilizar el recorrido inicial siguiente:

e Buscaremos posibles Sistemas de Numeracion distintos al nuestro (que hayan

existido o puedan existir) y obtendremos, por lo tanto, Organizaciones Matematicas
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(en adelante, OM) en las que se podran representar los numeros y elaborar

algoritmos para calcular con dichos numeros.

e En estas OM empezaremos a plantear y responder las cuestiones cruciales que
ayudaran a responder a Q;, determinando qué propiedades deben cumplir estas OM y

contrastando si las cumplen o no.

e Y por fin describiremos las propiedades de los diferentes Sistemas de Numeracion,
que histéricamente hayan existido o no, y las compararemos con las propiedades de

nuestro SN posicional de base 10.

2. EXPERIMENTACION EN SECUNDARIA DEL PROCESO DIDACTICO
DISENADO

El proceso de estudio que describiremos a continuacion se ha experimentado durante 11
sesiones de 50 minutos, en una clase de 30 alumnos, de 3° de Educacion Secundaria
Obligatoria (14 - 15 afios) de un Instituto de Madrid, durante el segundo trimestre del curso
2003-04.

Para la realizacion de esta experimentacion nos hemos basado en el disefio a priori realizado
en el capitulo I11 con algunas variaciones que hemos introducido a la luz de la experiencia
realizada en la Formacion de Maestros y tomando en consideracion las diferencias entre las
respectivas relaciones institucionales a la OM de los SN. Por otra parte, en el Anexo 2 de
esta memoria se presentan todos los materiales entregados a los alumnos durante las

diferentes sesiones realizadas.

El profesor del proceso de estudio ha sido también el investigador y autor de esta memoria.

Pero, a diferencia del caso anterior, éste no era el profesor habitual de los alumnos.

2.1. ;Como se escriben los nimeros?

Q| _—» OMy —, OM, __, OM,

SESION INTRODUCTORIA: Primer encuentro con la cuestion generatriz Q;

El profesor habitual de los alumnos al terminar la clase les comunica:
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“Durante unos dias (unas 2 ¢ 3 semanas) vendra un nuevo profesor y estudiaremos con él

la escritura de los nimeros.

Observad que en el mundo se hablan muchas lenguas que se escriben con alfabetos muy
distintos. ¢Cuales conocéis? (por ejemplo: el romano, el griego, el arabe, el cirilico, el
chino, el japonés, el hebreo, etc.). Podéis observar que también tienen reglas de escritura

diferentes.

¢Qué pasa con los nimeros? ¢Hay diferentes sistemas? ¢Como escriben los nimeros los

arabes, los chinos, los japoneses?

Buscad informacion para el proximo dia y le daremos una sorpresa al nuevo profesor.”

2.2. El problema de la numeracion y la existencia de multiples Sistemas de Numeracion

Ql > OMa > OMh — OMp

12 SESION (50 minutos)

Durante esta sesion el profesor empieza presentando la Organizacion Didactica y

comunicando a los alumnos lo siguiente: (207)

“Durante unos dias estudiaremos la escritura de los nimeros. Para ello llevaremos a cabo
un trabajo en pequefios grupos para realizar las tareas propuestas, y luego haremos una
puesta en comun de los resultados obtenidos por cada grupo. Al terminar cada sesion de
clase se planteardn algunas tareas para realizar en casa, que corregiremos vy
continuaremos trabajando al dia siguiente. Al terminar de estudiar el tema de los Sistemas
de Numeracién, realizaremos un examen individual para comprobar el conocimiento que

cada uno tiene del tema estudiado.”
Para a continuacidn provocar un primer encuentro con la cuestion generatriz:

“Observad que en el mundo se hablan muchas lenguas que se escriben con alfabetos muy
distintos. ¢Alguno de vosotros conoce un alfabeto distinto al que utilizamos habitualmente?
Las reglas de escritura también son diferentes: por ejemplo, ¢sabiais que el sonido de la fi
se escribe ‘gn’ en francés, ‘ny’ en catalén, ‘nh’ en portugués?”
Aqui algunos alumnos proponen el chino, griego, arabe, y el profesor afiade el
japonés, el hebreo, el cirilico, etc. A raiz de estas respuestas el profesor pregunta:

““¢ Qué pasa con los nimeros? ¢Hay diferentes sistemas? ¢Como escriben los nimeros los

arabes, los chinos, los japoneses?
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El mundo entero utiliza una misma manera de escribir los nimeros (o casi, con variantes

menores) para hacer los célculos.

De todos modos, eso no ha sido siempre asi. ¢Conocéis alguin Sistema de Numeracion que
haya existido en otra época?”’

Algunos alumnos proponen el sistema romano. El profesor continda:

“¢ Es posible que una civilizacién inteligente invente un Sistema de Numeracidn més eficaz

que el que utilizamos habitualmente? ¢Qué querra decir “mas eficaz”?.

“Podemos empezar con el Sistema de Numeracion mas sencillo o elemental de todos los
sistemas imaginables (probablemente muy poco eficaz) y, a partir de ahi, ir construyendo
Sistemas de Numeracion cada vez mas eficaces (aunque no sabemos muy bien, todavia, lo

que esto significa).”

“Es muy probable que no haya una Unica manera de construir un Sistema de Numeracién
un poco mas eficaz que el anterior. ¢Llegaremos de esta manera a construir nuestro
Sistema de Numeracion como el més eficaz o bien descubriremos otros sistemas mas

eficaces?”

“Nuestro Sistema de Numeracion posicional completo en base 10 debe poseer unas
propiedades especiales que le permiten expresar el cardinal de una coleccion finita (es
decir, un ndmero natural) por muy grande que sea y manejar los nimeros comparandolos,
efectuando célculos y construyendo otros ndmeros a partir de los que ya se conocen.

¢Cuales son estas propiedades tan especiales?”

“So6lo podremos describir las propiedades de nuestro Sistema de Numeracién si somos

capaces de concebir y utilizar otros Sistemas de Numeracion que carezcan de dicha

propiedades. Por esta razén debemos construir y manipular algunos de los Sistemas de

Numeracién mas importantes que han existido a lo largo de la historia.”
Para provocar un primer encuentro con la OM en torno a los Sistemas de Numeracion, el
profesor ha propuesto una tarea inicial T; (ver Anexo 2), andloga a la propuesta en la seccion
2.1 del capitulo 111 (10”) y que va a permitir que aparezca el repertorio de las distintas
escrituras del nimero. Una vez realizada esta tarea, hay una puesta en comun (15”) donde
cada grupo expone sus respuestas a todo el grupo de clase. Se analizan, evaltan y clasifican
los distintos tipos de mensajes que han surgido en la clase, justificando sus ventajas e

inconvenientes.

En definitiva, acaban apareciendo las siguientes escrituras:
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v Las escrituras que se sirven de la correspondencia término a término, es
decir, utilizan un solo simbolo (en este caso, el palote) y lo repiten tantas veces

como objetos tiene la coleccion: FEUEE TUEEE TREEE FReee e 0eeer feeer eeeer i

v Las escrituras aditivas: 10+7+8+6+5+7,8+8+8+8+ 8+ 3,...
v Las escrituras aditivo-multiplicativas: 6x 7+ 1, 8x5 + 3, cuarenta y tres,
4x10 +3, ...

v La escritura ““habitual’ en el sistema posicional en base 10: 43

El profesor acaba haciendo una sintesis de los resultados obtenidos, destacando algunas de

las principales caracteristicas de los SN como:
- Cantidad (y clases) de simbolos necesarios para escribir todos los nimeros.

- Longitud de la cadena que designa cada nimero concreto.

- Enel caso de la escritura “43” en el sistema posicional en base 10, el profesor sefiala que

se podria cambiar la base y entonces cambiaria la cantidad de simbolos necesarios para

escribir el nimero “43” y los restantes numeros.
Para terminar la sesion se propone para realizar fuera del aula: (5”)

e Escribir el cardinal de varias colecciones dibujadas que vienen dispuestas de

forma diferente (forma triangular, rectangular, etc.)

Con esta actividad se trata de que el estudiante descubra como la disposicién de la coleccion

va a influir en la utilizacién de una escritura del nimero u otra. (Ver Anexo 2)

e Escribir los nimeros 143, 1001, 1998 y 2004 en el sistema romano.
e Sumar los cuatro nimeros anteriores en el Sistema Romano.

o Destacar tres diferencias entre nuestro SN y el Sistema Romano

2.3. Analisis de un Sistema de Numeracion aditivo

22 SESION (45): Momento del primer encuentro en OM,
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La clase comienza con una puesta en comun y evaluacion de las tareas propuestas: (40’)

Los alumnos comienzan explicando las caracteristicas del sistema romano.
El profesor tiene que aclarar las reglas de escrituras, ya que existe confusion
para escribir 999, pues un grupo de alumnos cree que debe escribirse IM,
cuando su escritura es CM XC IX. Se llega a la conclusion de que en el SN
romano la posicion de los simbolos sélo tiene importancia para indicar que
hay que restar en vez de sumar. Sin embargo, en el SN posicional completo
la posicion de cada simbolo modifica su valor relativo y hace referencia a
las distintas potencias de la base. Ademéas en el SN romano no hay un

simbolo para el cero.

En la tarea donde las colecciones estaban colocadas de modo diferente, los alumnos han

propuesto las siguientes escrituras:

e Escrituras aditivas: 1+2+3+4+5+6+7+8+9
e Escrituras aditivo-multiplicativas: 6x5 + 4x4

e Escrituras multiplicativas: 6x4x4, 6x6

e Escrituras multiplicativas y de division: 10x9 / 2

e Escrituras multiplicativas y sustractivas: 6x9 — 8

Para terminar la sesion se propone como tarea para casa una ficha sobre el SN egipcio. (Ver
seccion 2.2 del capitulo I11'y Anexo 2) (57)

2.4. Continuacion del analisis del Sistema de Numeracion aditivo

32 SESION (50 minutos): Momento exploratorio dentro de OM,

La clase comienza con la puesta en comun sobre las cuestiones planteadas en torno al SN

egipcio. (40%) En general los alumnos responden en la forma esperada sin dificultades.

Con esta tarea los alumnos llegan a descubrir las caracteristicas del SN egipcio:
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« Cada uno de los simbolos que se utilizan en el SN egipcio represent a
cada una de las potencias de diez hasta 10° y todos tienen el mismo papel,
el de representar a las potencias de la base. Ademas, se pueden escribir,

como maximo, 9 simbolos iguales.

« La equivalencia que existe entre cada simbolo y el inmedato anterior es
que el primero es 10 veces el segundo. Por tanto, se realizan
agrupamientos sucesivos de 10 en 10, y en consecuencia la base del
sistema es 10.

e No existe un grupo de simbolos que pueda representar dos nameros

diferentes, es decir, no presenta ambigtiedad de escrituras.

« No existe una relacion entre la cantidad de simbolos necesarios para
representar un ndmero y la magnitud del numero, Por ejemplo, para

representar 10° se utiliza un simbolo y para 99 se necesitan 18 simbolos.

e La posicion en la que se colocan los simbolos no juega ningun papel, v,

por tanto, no es relevante.

« La operacién que corresponde a la yuxtaposicion de los simbolos es la
adicion.

« EI nmero mayor que se puede escribir es el 9999999, es decir 9 de

cada uno de los simbolos que hay.

Ante la falta de tiempo y a propuesta del profesor habitual del curso, se propone a los
alumnos que en grupos de cuatro realicen las tareas exploratorias (ver secciones 2.2 y 2.3
del capitulo 111 y Anexo 2) pero solo para un caso. Aquellas tareas que no sea posible

resolver en clase se dejan como tarea para casa. (10”)

2.5. Limitaciones del Sistema de Numeracion aditivo

Qi —» OMy —+—» OMy —» OM,

42 SESION (50 minutos): Momento exploratorio y de evaluacion en OM,

Comienza la sesion con una puesta en comun sobre las tareas exploratorias y para ello el

profesor plantea las siguientes cuestiones (50°):
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a) ¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el SN aditivo? ¢Qué
tiene de particular el sistema romano? ¢Mejora, en algin aspecto, la eficacia de

los restantes sistemas aditivos?

b) ¢Se pueden realizar siempre las distintas operaciones aritméticas? ;Con qué
nimeros el calculo es casi impracticable? (alcance o dominio de validez) ¢Las

peculiaridades del sistema romano lo hacen mas o menos eficaz para el calculo?

c) ¢En el SN aditivo se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ¢Por qué? ¢Cdémo

son estas tablas?

d) ¢A partir de qué magnitud de nameros las operaciones son muy dificiles de

realizar sin acumular errores? (fiabilidad)

e) ¢A partir de qué magnitud de nimeros las operaciones son demasiado tediosas y

lentas? (economia)

f) ¢De qué modo influiria en el sistema aditivo, tanto en la representacién como en

la comparacién y en el calculo, un cambio en el tipo de agrupamiento?

g) ¢Coémo cambia la representacion escrita de un ndmero cuando éste se multiplica

por una potencia de la base?

h) ¢Qué cambios habria que introducir en la técnica de representacion aditiva para

mejorar los algoritmos de multiplicacion y division?

Las primeras dificultades se han presentado cuando se pide escribir el nimero 25384295, los

alumnos han realizado las dos siguientes propuestas:

a) Ultilizar una letra nueva, la G.

b) Hacer tres paquetes: representando en el primero 9999999, en el
segundo 9999999 y en el tercero 7384295 (esta solucion se sugirio

en la sesion anterior).

La tarea de comparacion se ha realizado correctamente, pero se ha dejado para el dia
siguiente intentar escribir una regla general de comparacion de nimeros a partir de sus

escrituras en OM,,.

Un alumno ha propuesto que para comparar varios humeros hay que buscar primero cual es

el menor de ellos. El profesor ha preguntado:
“¢Qué es més facil a la hora de comparar varios numeros, encontrar el menor o el mayor?”

La respuesta se ha dejado para el dia siguiente.
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En la tarea de calcular, las dificultades se han presentado al tener que realizar

multiplicaciones y divisiones.

Para la multiplicacion Alll x 111111 se han propuesto las siguientes técnicas:

1. Los alumnos han escrito Alll seis veces y luego han agrupado y sustituido

cada grupo de 10 simbolos por el inmediatamente superior.

2. Un alumno ha dicho que multiplicar un nimero por A es como cambiar
cada simbolo por el inmediatamente superior, y si multiplicamos por B
entonces habrd que cambiar cada simbolo por el siguiente al

inmediatamente superior, y asi sucesivamente.

El profesor propone entonces calcular DAAI x BAI utilizando la segunda técnica,

obteniéndose los siguientes resultados:
DAAI x BAI = (DAAI x B) + (DAAI x A) + (DAAI x )=

FCCB EBBA DAAI = FEDCCBBBAAAI

Para la division, la técnica utilizada por los alumnos ha consistido en convertir
todos los simbolos en “palotes” y luego ir haciendo grupos del numero
indicado por el divisor, asi el cociente sera el nimero de estos grupos y el

resto el nimero de palotes que sobren.

Llegados a este punto el profesor ha optado por explicar a los alumnos la técnica de

multiplicar que utilizaban los egipcios (ver capitulo 1, secciéon 2.2.4.).

Como tarea para casa se les ha pedido que busquen cudl era la técnica que utilizaban los

egipcios para dividir. Ademas el profesor habitual les ha planteado las siguientes preguntas:
a) ¢Todos los numeros pueden escribirse como potencias de 2?

b) ¢Pasa lo mismo para las potencias de 3?
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2.6. Analisis de las limitaciones del calculo en el Sistema aditivo

52 SESION (50°) Momentos de trabajo de la técnica, de evaluacion y de institucionalizacion
en OM,

A partir de un documento donde se explica como se realizan los algoritmos de la
multiplicaciény de la division en el SN egipcio (ver Anexo 2), el profesor ha explicado el
funcionamiento del algoritmo de la division. También se ha empezado a responder las

cuestiones planteadas en la sesién anterior.

2.7. Transformacion hacia el Sistema de Numeracion hibrido

J1 — 13y OMy —5 OM, L, OMp

62 SESION (50°): Momento de evaluacion e institucionalizacion en OM,. Momento del

primer encuentro en OM,.

El profesor ha propuesto a sus alumnos realizar una division y una multiplicacion segin la
técnica egipcia, pero utilizando la escritura de los numeros en el SN posicional completo.
Esto ha llevado a una discusion sobre la necesidad de escribir los nimeros en el SN egipcio
para hacer los calculos. Asi podremos observar con claridad las ventajas y limitaciones de
realizar calculos en dicho sistema. Por ejemplo, de este modo, hemos podido ver con
claridad que no es necesario utilizar tablas de sumar ni de multiplicar. Hemos seguido
respondiendo a las preguntas planteadas sobre el SN aditivo. Al llegar a la ultima cuestion:

¢Qué cambios habria que introducir en la técnica de representacion aditiva para

mejorar los algoritmos de multiplicacion y division?
Después de un tiempo de reflexion un alumno ha propuesto escribir el nimero

Il NULILLITRNTTIITILY

—
BBBBB AAAAAAAA I como B A |

A raiz de esta propuesta el profesor les propone escribirlo como 6B 8A 91 o mejor 6B 8A 9.
Para conseguir una mejor comprension de este nuevo tipo de SN el profesor les entrega un

documento para el estudio de las caracteristicas del SN chino, (ver capitulo 11l seccién 2.5y
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Anexo 2) y los estudiantes deberan responder a las cuestiones planteadas en dicho

documento.

Es necesario resaltar que, llegado este momento, los alumnos han suscitado una discusion
sobre la necesidad de que haya un examen individual. Un grupo de alumnos no quiere que
haya un examen individual sobre la materia tratada, y, por tanto, no desea que su calificacion
sea considerada como una nota mas para la evaluacion del curso. Aqui el profesor habitual
del grupo les confirma que el examen es inevitable, pues asi se habia anunciado al principio
del tema y nadie habia puesto ninguna objecion. Ante lo inevitable, los alumnos han
preguntado qué caracteristicas iba a tener dicho examen. El profesor les ha explicado que iba
a tratar fundamentalmente de valorar el trabajo realizado a lo largo de todas las sesiones y,

por tanto, las cuestiones a responder tendrian un caracter analogo a las trabajadas en clase.

Por otra parte, el profesor ha tenido que hacer un repaso de la division euclidea entre dos
nameros naturales a y b. También les ha entregado un documento con tareas para explorar en

OM,,. (Ver capitulo 111 seccion 2.5. y Anexo 2)

2.8. Analisis del Sistema de Numeracion hibrido

G —» OM, . OM, |_, OM,

72 SESION (50 °): Momento exploratorio de OM,

La clase ha empezado con una puesta en comun sobre las caracteristicas del SN chino. Las
dificultades han aparecido al tener que realizar una multiplicacion. El profesor les ha

propuesto realizar 6A 7 x 3A 8.

Un alumno ha sefialado que habia que hacerlo como se hace al
multiplicar polinomios. Por tanto, en este caso, hay que hacer: 8x7,
6Ax3A, 6Ax8, 7x3B, y para realizar 6Ax3A habia que multiplicar 6x3
=A8YyAxA=ByAB8xB=C8B.

Este mismo alumno ha indicado que, para poder realizar los célculos de
modo répido, habria que utilizar las tablas de multiplicar no sélo de los

coeficientes sino tambien de las potencias de la base.
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El profesor entrega a los alumnos un documento donde se presenta un organigrama para la
comparacion de nameros en el SN aditivo (ver Anexo 2), y les pide que elaboren otro similar
para el SN hibrido que sera discutido la préxima sesion. Ademas deben seguir realizando los

demas célculos pedidos.

El profesor responsable del grupo sugiere que terminemos el estudio de los SN en otras tres
sesiones, ya que piensa que los estudiantes deben estudiar otros temas del curso. Por ello, el

profesor decide dejar para otra ocasion el estudio de los criterios de divisibilidad.

2.9. Trabajo de la técnica en el Sistema hibrido y analisis del Sistema oral

Q —» OM; L, OMy —, OM,

82 SESION (50°) Momentos del trabajo de la técnica, de evaluacion y de

institucionalizacion en OMy. Momento del primer encuentro con OM,.

En la puesta en comun sobre las actividades de célculo en OM,, se han resuelto dudas sobre
como realizar una multiplicacion y una division. También se ha respondido a las cuestiones
planteadas sobre el SN hibrido. Ademas se ha aprovechado para analizar las caracteristicas
del SN oral.

Para terminar se ha propuesto que, para mejorar el SN hibrido, habria que eliminar los
simbolos de las potencias de la base e indicar dichos simbolos mediante la posicion que

ocupan sus coeficientes correspondientes.

Para favorecer un primer encuentro con OM, el profesor entrega un documento como el

siguiente sobre la numeracidén maya, extraido de Clavier, Bia y Maréchal (1987, p. 26).
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Originarios de América Central, los mayas se interesaron mucho por la
astronomia. También tuvieron necesidad de escribir grandes nimeros. Sin

embargo, no utilizaban nada mds que tres simbolos.

A continuacion presentamos varios nimeros escritos en el sistema maya:

2 [ a ][5 ][ 9 |[r0][12][19][20][25]40][100][248][308]

i N i i B L i i e [=—]
|

| || | | | | | !I L ] . '] _i|—| ---—-|
| !i |I '..‘||—i|_l_l--l:;:!| | | | | |
oo |reee =] (=] |=—] |=—] [=—] © — | @ |_@ | = | —

1.- Encuentra como funciona el sistema de numeracién maya.

2.- Intenta explicar porqué este sistema permite escribir nimeros mucho

mayores que el sistema egipcio

Los alumnos, en grupos de 4, analizan el documento y responden a las preguntas propuestas:

a) ¢Qué numero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen en el sistema

maya?

b) Explica el funcionamiento del sistema maya. ¢Todos los simbolos juegan el mismo
papel? ¢Cuantas veces se puede repetir un mismo simbolo? ¢Qué tipo de equivalencia

existe entre los distintos simbolos? ¢ Que tipo de agrupamientos se realizan?

c) ¢Es posible que una misma escritura pueda representar dos numeros distintos? Si es

asi, pon un ejemplo e indica cémo podria evitarse dicho problema de ambigliedad.

d) ¢Qué operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o adjuncion de los

simbolos en el sistema maya?

e) ¢Qué papel juega la posicién de los simbolos dentro del grupo de simbolos que

representa a un numero en el sistema maya?
f) ¢En el sistema maya se utiliza el cero como simbolo? Si es asi, ¢qué uso se le da?
g) ¢Qué cambios aparecen en el SN maya en relacion con los SN egipcio y chino?

h) Escribe en el sistema maya los nimeros 205, 999, 100000 y 25384 987.
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En la siguiente sesion se analizaran las respuestas propuestas por los alumnos.

El profesor entrega a los alumnos tres documentos donde aparecen escritos y explicados
distintos algoritmos de la sustraccion, de la multiplicacion y de la division en OMj, con el
fin de que los alumnos los estudien y analicen en cuanto a su economia y fiabilidad. (\Ver

Anexo 2). Esta tarea se deja para realizar individualmente fuera de clase.

2.10. Evaluacion de los algoritmos de calculo en el Sistema posicional completo

Q — 4, OM. —_, OMy, —1, OM,

92 SESION (507): Momento exploratorio en OM,

Se ha realizado una puesta en comun sobre las cuestiones planteadas en torno al SN maya.

Primero se ha trabajado con el SN maya sin agrupamiento irregular en el paso

del 2° al 3° orden y mas tarde se ha explicado el porqué de dicha irregularidad.

Con el estudio de este sistema, los alumnos han dado vida al problema de la
ambiguedad de escrituras. Como respuesta a la demanda de escribir 1000000

en el SN maya, se obtuvo:
(5 + 1)x20* + 5x20° +0x20? + 0x20* + 0x20°.
Y un alumno propuso también la escritura siguiente:

11x20°% + 0x20° + 0x20* + 0x20° que, en realidad, corresponde a 88000.

Entonces el profesor plantea la siguiente pregunta:

¢ Como resolver este problema de la ambigiiedad de escrituras en el SN maya?

Después de varias propuestas un alumno ha planteado utilizar un solo simbolo
para cada uno de los coeficientes, es decir, utilizar 20 simbolos.

El analisis de los distintos algoritmos de calculo en OM, no se ha podido llevar a cabo en

clase por falta de tiempo.
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2.11. Analisis y evaluacion del proceso de estudio realizado

102 SESION (50°)

Q@ —» OM. —» OMy —» OM,

El profesor, junto con los alumnos, ha realizado una sintesis de las organizaciones
matematicas construidas, sefialando las ventajas y limitaciones de cada uno de los SN
estudiados y haciendo un balance del proceso de estudio realizado. Se ha terminado
exponiendo de nuevo la cuestion generatriz a la que entre todos se ha intentado dar una

posible respuesta.

Aqui el profesor ha entregado a los alumnos un pequeiio dossier resumen del estudio

realizado (ver Anexo 2).

253



Capitulo IV

2.12. Evaluacion individual de los alumnos
112 SESION ( 50”)

Para evaluar individualmente a los alumnos, el profesor propuso la realizacién de un examen
donde cada alumno debia responder individualmente a las preguntas durante los 50 minutos

de clase.

PRIMER EXAMEN REALIZADO

IES San Juan Bautista Examen 3° E.S.O.

Nombre y Apellidos:

1.- Realiza los calculos siguientes: 4001 — 2015 y dividir 6407 entre 372 en los SN aditivo e hibrido
destacando en cada caso las principales limitaciones y ventajas del SN adoptado. (4p)

2.- Construye un Sistema de Numeracion posicional con 4 simbolos y base 60 y escribe en dicho sistema los
nameros 3, 11, 30, 60, 100, 3661 y 216216. Explica las limitaciones y ventajas de dicho sistema. ¢Puede
presentarse algun caso de ambigiiedad en sus escrituras? Si es asi, pon un ejemplo, e indica como podria

evitarse dicho problema de ambigiiedad. (2p)

3.- Un compafiero tuyo ha hecho un error en el siguiente calculo:

387
% 48 ¢ Qué relacion hay entre
4644 y 387? Justifica la
3096 respuesta.
1548
4644 (1p)

4.- Los romanos utilizaron dos técnicas de representacion de los ndmeros. Los siguientes nimeros estan

escritos utilizando la técnica mas tardia:
4 —>1V, 49 —> XLIX, 99 — XCIX, 499 —> CDXCIX, 999 —> CMXCIX

Caracteriza estas dos técnicas de representacion de los nimeros, indicando sus ventajas y limitaciones.
(2p)
5.- Sabiendo que 15368 x 18 = 276624 y que 15368 x 23 = 353464.

Realiza los siguientes calculos, sin llevar a cabo calculos multiplicativos, (para ello puedes utilizar los

célculos anteriores y las propiedades de las operaciones): 23018 x 15368, 41 x 15368.

Justifica la respuesta, indicando las propiedades utilizadas. (1p)

Dada la sorpresa con la que los alumnos recibieron las preguntas y vistos los resultados

obtenidos tan negativos, nos pusimos de acuerdo entre todos (el profesor del tema, el
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profesor habitual del curso y los alumnos) en dedicar otra sesion de clase a realizar la

correccion del examen (sesion que sirvio para aclarar entre todos algunas dudas que estaban

todavia sin resolver) y volver a llevar a cabo un segundo examen dos semanas mas tarde.

SEGUNDO EXAMEN REALIZADO

IES San Juan Bautista Examen 3° E.S.O. 23-3 - 2004

Nombre y Apellidos:

1. Realizael calculo siguiente: 546 x 86

en el SN aditivo y destaca las principales limitaciones y ventajas de dicho sistema. (2p)

2. Realiza la division siguiente: 3548 entre 83

en el SN hibrido e indica las principales limitaciones y ventajas de dicho sistema. (2p)

3. Construye un Sistema de Numeracion posicional de base 8 de modo que presente dificultades de

ambiguedad de escrituras y escribe en dicho sistema los nimeros 2, 8, 65, 1000.

Explica como se podria evitar el problema de la ambigiiedad en dicho sistema. (2p)

4. Caracteriza el Sistema de Numeracion Oral que utilizamos habitualmente para expresar oralmente los

ndmeros. (2p)

5. Al restar dos nimeros de 3 cifras, Maria se ha olvidado una ”llevada” en la segunda columna. ;En

cuanto se ha equivocado? ;Por qué?

(1p)
6. Dado el célculo siguiente: 364
x 402
145600
728
146328

Realiza los siguientes calculos, sin llevar a cabo calculos multiplicativos, (para ello puedes utilizar los

calculos anteriores y las propiedades de las operaciones):

804 x 364, 644 x364. Justifica la respuesta. (1p)
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La tabla siguiente corresponde a los resultados obtenidos por los alumnos en el segundo

examen, donde se muestra la nota obtenida en cada tarea y la nota final en la prueba:

Tarea 1 Tarea 2 Tarea 3 Tarea 4 Tarea 5 Tarea 6 Nota final
(2p) (2p) (2p) (2p) (1p) (1p) del examen
(sobre 10p)
0 0 0 0 1 0 1
1 0 1,5 0,5 1 0 4
1 0,5 0 0 0,5 0 2
1,5 1,5 0,5 0 1 0 45
2 1,5 1 1 1 0 6,5
1,5 1,5 1 0,5 1 0 5,5
0,75 0,25 1 0 1 0 3
1 0 1,5 1 1 0 45
2 1 0,75 0,75 0 0,5 5
1,25 1 0 0 0,5 0,5 3,25
0,5 0,5 1,25 0,25 0 0,5 3
1 1,5 1,5 0,5 1 0 5,5
1,5 1,5 0 0,25 1 0 4,25
0,5 0 0 0 0 0 0,5
1,25 1,25 0,5 0,5 1 0 45
1,5 1,25 1,25 0,25 0,25 1 5,5
1,5 1,5 1,5 0,5 1 1 7
1 1 0,5 0 1 0,5 4
0,75 0,75 1 0,5 1 0 4
1 1 1 0 0,5 0 3,5
2 1,25 1 0,25 1 0,5 6
1,75 1,75 2 2 1 0 8,5
2 1,5 1,5 0,5 0 1 6,5
0,5 1 1 0,5 1 1 5
1,75 1,75 2 0,5 1 0 7
1,75 1,25 1,5 0 1 0,5 6
1,25 1 1 0,5 1 0,5 5,25
1 2 1 1 0 1 6
2 1,5 1 1 1 1 7,5
1,5 1,5 0 0,5 0 1 45

En el siguiente grafico mostramos mediante un diagrama de barras las notas finales

obtenidas por los alumnos, agrupadas en intervalos:
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PUNTUACIONES FINALES

40% - 36,67%

35% -

30% |

25%

20% ~

15% - 10,00%

10%

5%

0% -
0=X<4 4=<X<5 5=X<7 7=<X<8 8=X=10

Los siguientes gréficos pretenden mostrar la situacion del conjunto de alumnos con respecto

a cada tarea.

PUNTUACIONES MEDIAS EN CADATAREA

Puntuaciones maximas
Puntuaciones medias

La tarea 1 y la tarea 2 se caracterizan por tener un marcado caracter practico-técnico.

Creemos que éste puede ser la razon por la que una mayoria de los alumnos ha obtenido méas
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de la mitad de la puntuacion maxima. En estas tareas la mayor dificultad se ha presentado

cuando han tenido que explicar las limitaciones y ventajas del SN considerado.

La tarea 3 podemos considerarla como la tarea inversa de la que consiste en analizar las
caracteristicas de un SN determinado®. En esta tarea, los alumnos han experimentado mayor

dificultad al querer explicar la ambiguedad de escrituras.

En cuanto a la tarea 4, a pesar de ser un tipo de tarea realizado de forma bastante habitual
durante todo el proceso, ha sido la que peor respuesta ha obtenido. La explicacion mas
plausible podemos encontrarla en la tendencia de los alumnos a percibir el SN oral como un
conjunto de palabras que sirven para expresar oralmente la escritura de los numeros en el
SN posicional. Esta identificacidn cultural hace muy dificil considerar que el SN oral tiene
unas caracteristicas especificas como SN que son diferentes de las del SN posicional, y ha
provocado un importante aumento de la dificultad de esta tarea.

La tarea 5 tiene un carécter tecnoldgico y, a pesar de ello, ha habido un gran porcentaje de
alumnos que ha obtenido una puntuacion mayor que la mitad de la puntuacion méaxima.
Podemos decir que en esta tarea se produce una cierta excepcion, ya que generalmente los
alumnos tienen bajos resultados con las cuestiones de tipo tecnolégico.

La tarea 6, también de caracter tecnoldgico, ha presentado bastantes dificultades para los
alumnos. Creemos que éstas provienen de la rigidez con que los alumnos han construido las
técnicas de calculo, pues en el momento que se propone realizar un calculo de forma

diferente a la habitual, el alumno se muestra incapaz de intentar otro camino de resolucién.

® Tal como hemos dicho anteriormente, las nociones de tarea “directa” y tarea “inversa” son relativas a la
institucion. En una institucion determinada, una tarea matematica se considera “directa” si se realiza
habitualmente durante el proceso de estudio. En ese caso la correspondiente tarea “inversa” (que se obtiene
intercambiando los datos y las incognitas) suele estar ausente o, en todo caso, no suele relacionarse con la
primera. Ademas, la técnica que se utiliza para resolver la tarea “directa” no es reversible en dicha institucion
y, en consecuencia, no se dispone de ninguna técnica institucionalizada para llevar a cabo la tarea “inversa”
gue, por tanto, es mucho mas dificil que la “directa” para los sujetos de dicha institucion.

258



La relatividad institucional de lo matemético y lo didéctico
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ALUMNOS QUE HAN OBTENIDO AL MENOS LA MITAD DE

LA PUNTUACION MAXIMA EN CADA TAREA
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Las tareas con mejores resultados han sido, por este orden, la tarea 1, la tarea 5, la tarea 2
y la tarea 3. Por el contrario, las tareas con peores resultados han resultado ser la tarea 4 y
la tarea 6. Lo que sorprende de estos resultados es que la tarea 4, que, en principio, pudiera
parecer de baja dificultad, ha resultado ser la mas dificil. Quizés esta dificultad provenga,
como ya hemos comentado, de la transparencia y de la falta de cuestionamiento con que los

alumnos perciben el SN oral.

A la vista del proceso de estudio realizado, y ateniéndonos ahora a un analisis cualitativo de
las respuestas aportadas por los alumnos a las tareas propuestas en el examen, podemos
enumerar algunas de las principales dificultades que hemos encontrado en los alumnos de

tercer curso de la ESO:

e Dificultad para utilizar un algoritmo diferente al habitual. Los alumnos realizan el
calculo con la técnica habitual en el SN posicional y luego traducen el resultado al
SN hibrido o, en otros casos, intentan aplicar la misma técnica habitual del SN

posicional en el SN hibrido.
e Dificultad para explicar las ventajas y limitaciones de las técnicas utilizadas.
¢ Dificultad para resolver el problema de la ambigliedad de escrituras.

e Dificultad para crear un SN nuevo y luego escribir los numeros en dicho SN.
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Los alumnos saben utilizar en la practica el SN oral, sin embargo, tienen mucha

dificultad para explicitar las caracteristicas del mismo.

e Existe cierta confusion entre cifra y numero. Los alumnos tienden a identificar los

simbolos con los nUmeros que representan.

o Dificultad para explicar los elementos tecnologicos de las técnicas. Esta actividad no
cae dentro de las responsabilidades asignadas al alumno en el contrato didactico

vigente en la ESO.

e Gran dificultad para pensar y utilizar una técnica distinta de la habitual. Esto les
lleva a cometer errores, como el de no tener en cuenta que el resto de la division
debe ser menor que el divisor. En la ESO existe una técnica privilegiada para cada
tipo de tarea matematica.

e El hecho de que el célculo con las potencias de la base quede de algin modo
enmascarado en el SN posicional decimal, hace que los alumnos sientan cierto
desconcierto cuando tienen que realizar célculos en un SN que necesita simbolos

explicitos para dichas potencias.

Si comparamos estos resultados con los obtenidos en Magisterio podemos decir que las
dificultades de indole tecnoldgico son préacticamente las mismas en ambos casos, es decir,
los alumnos de la ESO coinciden con los estudiantes de Magisterio en la dificultad para
justificar y explicar tanto las técnicas utilizadas como las limitaciones y ventajas de unas

técnicas con respecto a otras.

La Unica diferencia que hemos podido detectar es que los alumnos de 3° de ESO tienen
mayor dificultad en explicar o en caracterizar los SN estudiados. Esto puede ser debido a
que los alumnos de Magisterio, como futuros profesores de Ensefianza Primaria, tienen una
mayor predisposicion (y, probablemente, mas practica) en el analisis de algoritmos

elementales.
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3. ANALISIS DEL PROCESO EXPERIMENTADO EN SECUNDARIA

El objetivo del proceso de estudio que acabamos de presentar, como ya hemos dicho
anteriormente, no es ensefiar las distintas organizaciones matematicas que se han estado
considerando (OM,, OM,;, OM,;), en el sentido de aprender a operar en ellas
considerandolas como obras cristalizadas. EI motor del proceso es el estudio de las
propiedades de OM,, que explicarian la persistencia del Sistema de Numeracion posicional
frente a los otros tipos de Sistemas de Numeracion posible, es decir, el estudio de OM,
como respuesta a Q;, “tomadndose en serio” Q;. Pero esto requiere estudiar algunas
respuestas provisionales a Q; (respuestas que se materializan en OM, y OM,), utilizarlas
para desarrollar tareas de designacion, comparacion y célculo, y cuestionarlas destacando
sus ventajas y también sus limitaciones. La superacion de dichas limitaciones es lo que va a

permitir llegar a descubrir las caracteristicas principales de OM.

En consecuencia, el objetivo de la ensefianza considerada no es Unicamente la construccion
de una OM que responda a tal o cudl cuestion problematica, sino el propio proceso de

estudio que se lleva a cabo para dar respuesta a Q1, es decir, la dinamica:
Q1 —» OM; » OM;, - OM,,

que estd guiada por una cadena (no predeterminada) de cuestiones cruciales, a las que
hemos ido respondiendo a lo largo del proceso.

La propuesta de realizar una Organizacion Didactica con estas caracteristicas creemos que
constituye una nueva aportacion interesante, ya que amplia la perspectiva desde la cual se

disefian los procesos de estudio, en el sentido siguiente:

e Tanto el disefio del recorrido como la estrategia del estudio no tienen por qué estar
Unicamente en el topos del profesor. También los alumnos deben
corresponsabilizarse de la estrategia a seguir para intentar elaborar una respuesta a la

cuestion considerada.

e Del mismo modo, el planteamiento de las cuestiones cruciales, el orden de estudio
(cronogeénesis) y los recursos didacticos y matematicos movilizados para el estudio
(el medio en el sentido de la Teoria de las Situaciones Didacticas) no deben depender

solo del profesor sino que deben integrarse progresivamente en el topos del alumno.
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e Finalmente, los momentos del estudio, lejos de ser un “artefacto didactico” para la
reconstruccion artificial de organizaciones matematicas, aparecen como instrumentos
necesarios para el trabajo de investigacion que se inicia al intentar aportar una

respuesta a Q.

La propuesta de los procesos didacticos que promueve la TAD, al poner en cuestion el
reparto tradicional de responsabilidades entre profesor y alumnos en la gestion del estudio,
permite un nuevo planteamiento del contrato didactico que afecta al contrato pedagogico
(comdn a todas las disciplinas que se estudian en la escuela) e incluso incide sobre el
contrato escolar. Su desarrollo requiere un amplio trabajo experimental para
“desnaturalizar” los gestos didacticos que espontdneamente asignamos a la responsabilidad
del profesor y permitir que el alumno pueda asumir las responsabilidades propias del trabajo

matematico. Entre estas Gltimas podemos destacar, por ejemplo:

- Plantear las preguntas cruciales que pautan el proceso de estudio y sugieren posibles

vias o direcciones de avance;

- Buscar recursos matematicos para el desarrollo del estudio, como material para

practicar el trabajo de la técnica o para evaluar las respuestas provisionales;
- Planificar el proceso de estudio y el reparto de funciones en el grupo.

Plantear el objetivo de la ensefianza de las mateméticas como la realizacion de una serie de
recorridos de estudio e investigacion que permitan dar respuesta a un conjunto de cuestiones
consideradas cruciales por la sociedad, es proponer un giro copernicano en el disefio de un
nuevo curriculum de matematicas en el que la “imposicion” de la escolaridad obligatoria
pasaria de ser una imposicion de contenidos que habria que aprender a una imposicion de

cuestiones que habria que estudiar.

3.1. Evaluacion del proceso

Para evaluar el proceso de estudio experimentado es necesario analizar conjuntamente la
Organizacion Matematica construida efectivamente en el aula y el desarrollo de la
Organizacion Didactica llevada a cabo conjuntamente por todos los participantes en el
estudio de dicha OM. Metodoldgicamente es inevitable distinguir, en primera instancia,

entre la OM construida y el proceso de OD de construccion.
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En lo que se refiere a la OM construida, evaluaremos hasta qué punto cada uno de sus
componentes ha podido ser tratado de modo adecuado y oportuno. Utilizaremos como
referente el Modelo Epistemoldgico de Referencia de dicha OM construido en el Capitulo 11

de esta memoria.

En cuanto a la cuestion generatriz planteada podemos afirmar, después de las experiencias
realizadas, que es una cuestion suficientemente rica como para generar el estudio de la OM
que se pretende. La misma cuestion propone un “medio”, que va a ser fuente de recursos
para que el alumno pueda construir y contrastar las sucesivas respuestas provisionales que
irdn apareciendo. Estos recursos, los distintos Sistemas de Numeracion histéricos que han
existido, creemos que son un buen elemento motivador para el estudio que se propone. En
este sentido, es significativo que los alumnos se empefiaran en utilizar los propios simbolos

empleados por el SN chino* y el SN maya para hacer los calculos propuestos.

En cuanto a los componentes praxeolégicos de la OM, se ha trabajado sobre todo el
componente practico-técnico vy, sin duda debido a las restricciones de la institucién, ha sido
muy dificil realizar un trabajo que involucre el bloque tecnoldgico tedrico al que los

alumnos no estan nada acostumbrados.

Para la evaluacion de la Organizacion Didactica tomaremos como referencia las
caracteristicas de una OD propuesta por los ultimos desarrollos de la TAD, que se concreta
en los denominados recorridos de estudio e investigacion (REI). En este sentido, pensamos
que el modelo epistemoldgico dominante en la institucién de Secundaria consiste en
considerar que los SN son s6lo una técnica de representacion de los nimeros sin tener en
cuenta que ademas son un instrumento fundamental para disefiar algoritmos con los que
poder realizar célculos, es decir, que el hecho de que el SN con el que trabajemos sea eficaz
0 no, nos va a permitir hacer matematicas con mayor o menor solvencia. Este modelo,
generalmente no explicito, ha hecho que se haya considerado excesivo el tiempo dedicado al
estudio de los SN. Por ello el profesor, cuando proponia tareas para realizar por los alumnos,
siempre tenia presente la presién institucional de avanzar con mas celeridad de la adecuada.
Este fendmeno ha tenido una gran influencia en el reparto de responsabilidades en el aula y,
en particular, en el hecho de que los materiales siempre han sido aportados por el profesor.
Esta presion ha provocado que la actividad se desarrollase de forma mas rapida, pues la

busqueda de informacion en la biblioteca o en Internet ralentiza el trabajo. También ha

* Concretamente un alumno construy6 la tabla de multiplicar en el SN chino con los propios caracteres
utilizados en dicho SN (ver Anexo 2).
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disminuido la capacidad de los alumnos para buscar con criterio la informacion necesaria
para responder a las cuestiones planteadas. Asimismo, la propuesta de realizar las diferentes

tareas y las cuestiones a responder casi siempre se ha asignado al topos del profesor.

Por otra parte, al no trabajar en grupo dentro del aula de forma habitual, los alumnos han
tenido que aprender a hacerlo, lo cual ha ralentizado el trabajo de las primeras sesiones. Esto
ha llevado a que la parte final del tema, es decir, el trabajo de analisis de las distintas
técnicas que se pueden realizar dentro del SN posicional completo, no se haya podido
realizar con la calma suficiente como para que el alumno pudiera adquirir una destreza

suficiente en este tipo de evaluacion.

Ademas, el hecho de que el profesor de las sesiones no fuera el habitual del curso, ha
provocado en los alumnos la idea de que el estudio del tema no iba en serio, a pesar de que
al principio se habia dejado claro que el estudio de este tema formaba parte del curso y que,
por tanto, se haria un examen individual con su calificacion correspondiente. Esto ha llevado
a que en la séptima sesion haya habido una discusion sobre la necesidad de tomarse en serio
el tema, pues ha habido un grupo de alumnos que no realizaban las tareas propuestas, porque
no acababan de creerse que este tema formaba parte del curso. Este ha sido otro factor a
tener en cuenta, que ha influido en que el grupo de alumnos no haya tomado el tema como

suyo, dificultando que los alumnos trabajasen de forma autonoma.

3.2. Diferencias con el proceso realizado en la Formacion de Maestros

Debemos sefialar que los procesos de estudio realizados en la Formacion de Maestros y en
Secundaria son relativamente analogos, debido a que, como ya hemos dicho al principio de
este capitulo, las respectivas relaciones institucionales con los SN son semejantes. En las
dos instituciones los SN se presentan como técnicas ya conocidas y relativamente
incuestionables. En consecuencia, si queremos considerarlos como objeto de estudio, es
necesario crear en ambas instituciones una problematica en torno a cuestiones de caracter
tecnoldgico. Dicha problematica puede aparecer, en ocasiones, un poco artificial y hasta

innecesaria, pero es absolutamente imprescindible.

A pesar de la gran semejanza entre ambos procesos, ya que se han basado en el mismo

disefio a priori, el dia a dia del proceso ha presentado algunas diferencias.
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e En primer lugar, la cuestion generatriz ha cambiado y ha pasado a tener un caracter
tecnoldgico, mas acorde con el tipo de proceso de estudio que es posible realizar en

el segundo ciclo de la Ensefianza Secundaria Obligatoria.

e En la octava sesion del proceso de estudio en el caso de Secundaria, los alumnos se
han enfrentado al problema de la ambiguedad de escrituras y al cambio de base de
un sistema, cuando han realizado el analisis de SN maya. Sin embargo, en el caso de
la Formacion de Maestros estos dos problemas, no han sido estudiados con suficiente
profundidad a pesar de haber sido mencionados a lo largo del estudio. Hay que
sefialar que el problema del cambio de base no fue tratado con profundidad en la
Formacion de Maestros porque ya habia sido estudiado por los alumnos durante el

curso anterior.

e El tiempo dedicado a trabajar en pequefios grupos dentro de la clase para resolver las
tareas propuestas ha disminuido considerablemente en el caso de Secundaria (en
comparacion con la Formacion de Maestros), debido al tiempo dedicado a cada
sesion que no debe exceder de 50’y a la falta de costumbre de trabajo en equipo por

parte de los alumnos.

Podemos decir, en resumen, que la diferencia fundamental entre ambos procesos proviene
del cambio en la cuestion generatriz y la modificacion de las sucesivas cuestiones cruciales
que dicho cambio provoca. Mientras que en el caso de la Formacion de Maestros, la
cuestion generatriz propuesta era demasiado débil y corria el peligro de ser trivializada
mediante una respuesta en sentido débil (una mera informacion: “el sistema mas adecuado
para representar los nimeros naturales es el sistema posicional de base 10”), en el caso de
Secundaria el caracter tecnologico de la cuestion generatriz propuesta, esto es, el hecho de
que ésta se refiera a la comparacion entre las caracteristicas de diferentes técnicas de
representacion de los nimeros naturales, ha aumentado su capacidad generadora del proceso
y, sobre todo, ha integrado la razén de ser del SN posicional de una manera mucho mas

natural en el ndcleo del programa de estudio.

Veamos ahora qué cambios sufre la Organizacidn Matematica objeto de estudio cuando

pasamos de la ensefianza Secundaria a la ensefianza Primaria.
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4. UNA ORGANIZACION DIDACTICA EN TORNO A LA NUMERACION EN EL
PRIMER CICLO DE LA EDUCACION PRIMARIA

Al cambiar bruscamente de institucion docente, esto es, al pasar del Segundo Ciclo de la

Ensefianza Secundaria Obligatoria (14-16 afos) al Primer Ciclo de Primaria (6-8 afios), nos

planteamos un conjunto de cuestiones que intentaremos responder, al menos “en acto”, en la

segunda parte de este capitulo:

1)

@)

3)

(4)

(5)

(6)

¢Es posible utilizar en ambas instituciones docentes el “mismo” Modelo
Epistemologico de Referencia para reconstruir el Sistema de Numeracion

posicional?

Si comparamos con los casos, bastante similares entre si, de la Formacion de
Maestros y el Segundo Ciclo de Secundaria, ¢cuales seran las transformaciones que
sufrir el proceso de estudio de los Sistemas de Numeracion como consecuencia de
las nuevas condiciones y restricciones impuestas en el Primer Ciclo de Educacion

Primaria?

¢Seré posible, por ejemplo, integrar en esta nueva institucion la problematica de la
representacion (todavia inédita al iniciar esta etapa educativa) con la problematica

del célculo aritmético (ain mas lejana para los alumnos de esta institucion)?

¢Como se pondra de manifiesto en este caso la relatividad institucional conjunta de

lo matematico y lo didactico?

¢Serda pertinente utilizar como “cuestion generatriz” del proceso de estudio alguna

de las cuestiones planteadas en los dos casos anteriores?

Teniendo en cuenta que la relacion institucional del Primer Ciclo de Primaria a los
Sistemas de Numeracion es, inicialmente, “casi vacia” (al menos para los sujetos en
posicion ideal de “alumno” de dicha institucion) y que, por otra parte, esas mismas
personas estan en contacto e incluso son “sujetos” de otras instituciones cuya
relacion institucional a los Sistemas de Numeracion es compleja y variada, ¢qué
obstaculos es previsible que aparezcan para gestionar e integrar ese conjunto de
relaciones institucionales en un proceso de estudio coherente y que no caiga en la

artificialidad de separar radicalmente lo “escolar” de lo “no escolar”?
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Algunas de estas cuestiones sefialan, inevitablemente, en la direccion de problemas tedricos
mucho mas generales. Por ejemplo, sobre los criterios y la base empirica que utiliza el
didacta para elaborar un Modelo Epistemoldgico de Referencia de cierta OM o para disefiar
un proceso de estudio que permita reconstruir la OM en cuestidn en una institucién docente
determinada. También hacen referencia a nuestra hipétesis, ya desarrollada en el capitulo I,
de que todo Modelo Epistemolégico de Referencia debe poder formularse como un modelo
“dinamico” que, partiendo de una cuestion generatriz, provoque la emergencia de respuestas
progresivamente mas completas, aunque siempre provisionales, que generen una sucesion de

praxeologias matematicas que constituyan una ampliacion progresiva de la OM inicial.

En el caso del estudio de los SN en Formacién de Maestros y en Secundaria, hemos partido
del disefio de un MER y éste nos ha delimitado con bastante precisién el tipo de
organizaciones didacticas posibles (sustentadas por dicho MER). Por el contrario, en el caso
del Primer Ciclo de Primaria, nos limitaremos aqui a presentar una concrecion posible del
MER inicial, siguiendo una propuesta previa disefiada y experimentada con las herramientas
que proporciona la Teoria de las Situaciones Didacticas. En este caso hemos querido mostrar
que, al disponer de un MER como sistema de referencia (relativo y provisional), es posible
“reinterpretar” el itinerario didactico seguido efectivamente como uno de los itinerarios
“posibles” en coherencia con el modelo epistemoldgico que lo sustenta. En particular esta
reinterpretacion permite una mejor “explicacion” de algunos de los fendmenos que aparecen

a lo largo del proceso didactico.

Las actividades utilizadas para la construccién de este proceso han sido tomadas de los
trabajos realizados dentro de la Teoria de Situaciones Didacticas y presentados en los
trabajos de Deramecourt, Olejniczak y Martin (1984), Destouesse (1996-1997), Gairin-

Calvo (1988). Para ello empezaremos por enunciar la cuestion generatriz del proceso:

Cuestion generatriz Q:

“Dada una coleccion, qué podemos hacer para construir/obtener otra coleccion que tenga

tantos elementos como la primera, en ausencia de ésta.”
O también:

“Dadas dos colecciones, como determinar cual de las dos tiene mas elementos cuando

ambas colecciones estan alejadas.”
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Se propone a los alumnos un “encuentro en situacion” con dichas cuestiones. Pero la
situacion, junto a la dificultad de la cuestion correspondiente, dependera de los “valores”

que tomen cada una de las siguientes variables:

e Tamafo de la coleccion

e Disposicion de los elementos

e Tipo de comunicacion

e Tamafio de los nimeros utilizables por el alumno

e Numero de viajes que se permite realizar para ir de una coleccion a la otra

e Laaccesibilidad simultanea a las dos colecciones (esta variable s6lo puede tomar dos valores)
e El hecho de que los objetos de las colecciones tengan o no movilidad (dos valores)

Siguiendo el espiritu de la Teoria de Situaciones Didacticas (de la que, como hemos dicho,
hemos obtenido la mayor parte de los componentes de la OD que vamos a disefiar)
propondremos un proceso de estudio en el que los alumnos, guiados por la evolucion
progresiva de la situacion a la que se enfrentan, deberan ir modificando sucesivamente la
técnica matematica que utilizan para poder resolver los problemas que van apareciendo. En
concreto, cuando el profesor quiera conseguir que los alumnos cambien a una técnica mas

eficaz, debera proponer tipos de problemas con las siguientes cualidades:

El alumno dispondra de una técnica inicial o técnica base para empezar a resolver los

problemas del primer tipo.

- Esta técnica inicial no debe coincidir con la técnica objetivo, que sera la técnica 6ptima

para resolver el tipo de problemas considerado.

- Los problemas deben presentarse al alumno como un medio no didactico, es decir, el

alumno no debe percibir la intencionalidad didactica de la tarea propuesta.

- El alumno debe disponer de medios para comprobar si la solucion o respuesta obtenida
es valida o no, es decir, debe disponer de una técnica que le permita realizar dicho

contraste.

En el lenguaje de la Teoria de las Situaciones Didacticas este tipo de tareas matematicas se
[laman “situaciones adidacticas”. Sin querer equiparar las nociones de “situacion” en la
Teoria de las Situaciones Didacticas y “tipo de tareas matematicas” en la TAD, queremos
subrayar que se trata de nociones mucho mas proximas de lo que algunas interpretaciones

suponen. Una situacion en la TSD contiene las condiciones de realizacion de la actividad
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matematica que ella misma (la situacion) permite contextualizar y, en particular, las
restricciones institucionales que pesan sobre las posibles formas de llevar a cabo dicha
actividad. Cuando se interpreta un tipo de tareas matematicas como una nocién aislada y
descontextualizada (“Descomponer un polinomio en factores primos™), la distancia entre
ambas nociones es enorme. Pero si nos tomamos en serio el postulado de la TAD segun el
cual la unidad minima de analisis de los procesos didacticos debe contener una
Organizacién Didactica asociada a una OM local (Bosch y Gascéon 2003), entonces
deberemos interpretar un tipo de tareas matematicas como un componente inseparable de
una Praxeologia Matematico-Didactica que vive en una institucion determinada y que es el
resultado de un complejo proceso de transposicion institucional. Segun esta Ultima
interpretacion, un tipo de tareas matematicas siempre hace referencia de manera inseparable
a una técnica institucionalizada (esto es, a un dispositivo y un repertorio de gestos
compartidos en dicha institucion), a un entorno tecnoldgico-tedrico necesario para que la
practica matematica correspondiente pueda vivir y desarrollarse y a una forma concreta de
organizar esa practica matematica. Desde este punto de vista la nocion de “tipo de tareas
matematicas” es bastante proxima a la de “situacion”, aunque pertenece a teorias didacticas

diferentes.

El proceso de estudio que vamos a desarrollar pretende dar una respuesta inicial, general y

eficaz a la cuestion generatriz propuesta Q vy, para ello, utilizaremos el siguiente recorrido:

e La OM inicial. En una primera fase del recorrido, propondremos problemas que
permitan al alumno de primer curso de Primaria iniciar su resolucién con una técnica
matematica base, sin necesidad de utilizar las palabras-nimero. Una de estas técnicas
iniciales es la de la correspondencia término a termino, donde cada objeto de la
coleccion es representado por el simbolo I. Aqui ya tenemos un primer tipo muy
rudimentario de Sistema de Numeracion, aquél en el que sélo disponemos de un simbolo
y con el que podemos representar cualquier nimero, por ejemplo, el 12 se representa
[T, Al cambiar las caracteristicas de los problemas matematicos se empujara a
los alumnos a buscar una técnica més eficaz para resolver dichos problemas: aparecera
asi la técnica de conteo. Aqui el uso que se hace, tanto en su forma oral como escrita, del

nimero es de una forma global®, mediante la designacién oral, aunque también se

> Por ejemplo el nimero “doce” es leido globalmente, sin utilizar el hecho de que en la escritura con cifras
aparece la nocion de agrupamiento de diez en diez. Es decir, el alumno no percibe todavia esta escritura como
un grupo de diez y otro de 2 unidades. Ademas, el alumno también sabe que 12 es el siguiente de 11 y el
anterior de 13, pero sin relacionarlo con que 2 es el siguiente de 1 y el anterior de 3.
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escriban y se lean dichos nimeros. La numeracion que se utiliza es la que representa

cada numero mediante un simbolo distinto, en este caso una designacién oral distinta.

e El paso a OMj,: las agrupaciones. En la segunda fase, propondremos problemas donde
la técnica de conteo se muestre ineficaz, lo que va a conducir a la utilizacion de la
técnica de la escritura aditiva, técnica que podriamos considerar dentro de OM,. El
alumno va a disponer de una coleccion de simbolos para designar los numeros
(aproximadamente hasta el veinte), pero las condiciones de la situacién no le van a
permitir resolverla s6lo con esos simbolos. Por ello, va a ser necesario constituir o
realizar agrupamientos, y se podran utilizar expresiones orales o escritas de tipo aditivo
para designar el cardinal de toda la coleccion considerada. Por ejemplo, para una
coleccion de 46 elementos, como no se dispone mas que de simbolos hasta el veinte, la

técnica utilizada consistiria en hacer agrupaciones como 9y 12y 10y 7y 8.

e EIl paso a OM;: agrupaciones regulares. En la tercera fase, el tipo de problemas que
habrd que resolver va a requerir que la técnica de realizacion de agrupamientos o
paquetes cualesquiera evolucione hacia la técnica de agrupamientos equipotentes, de
modo que en una coleccion de 47 elementos se dird que hay 8y 8y 8y 8y 8y 7
elementos y de modo mas economico se expresara que hay 5 grupos de 8 y 7. De este
modo habremos llegado a una técnica aditivo-multiplicativa donde hay dos tipos de
simbolos: unos que indican el nimero de grupos y otros el nimero de elementos de cada

grupo. Aqui nos encontramos dentro de OM,.

e El paso a OM,: agrupaciones regulares en base 10. En la cuarta fase, dada la
importancia que tiene el realizar agrupamientos y ademas agrupamientos equipotentes,
va a ser necesario ponerse de acuerdo en el numero de elementos que tendra cada uno de
los grupos que vamos a realizar. Por ello, lo 16gico sera llegar al acuerdo de que se haran
siempre grupos de 10. Por tanto, en una coleccion de 47 elementos se dird que hay 4
grupos de 10 y 7. Con lo que a partir de este momento, y buscando una técnica mas
econdémica, no serd necesario indicar el nimero de elementos que tiene cada grupo y se
podra decir que en 47 el primer simbolo de la izquierda indica el nGmero de grupos de
10 y el segundo simbolo el nimero de elementos sueltos. Asi hemos llegado a la técnica
de la escritura posicional, es decir, estamos en la transicion de OMy a OM,,.

e El trabajo en OM,: agrupamientos regulares y sucesivos y la escritura posicional. En la
ultima fase del recorrido, y para generalizar y trabajar la técnica de la escritura
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posicional, hay que plantear situaciones que requieran la realizacion de agrupamientos
regulares y sucesivos, de modo que primero habrd que hacer grupos de 10, a
continuacion agrupamientos de 10 de los grupos de 10 que hemos obtenido, después
agrupamientos de 10 de los grupos de 10 de 10 obtenidos y asi sucesivamente. Asi en
una coleccion de 2437 elementos, después de haber realizado todos los agrupamientos
posibles, tendremos 7 elementos sueltos, 3 grupos de 10, 4 grupos de 100 (o sea, 4
grupos de 10 de 10) y 2 grupos de 1000 (o sea, 2 grupos de 10 de 10 de 10). Con esto ya
podemos considerar que estamos dentro de OM,.

En el texto siguiente, proponemos una version del MER presentado en el capitulo 1l que
sigue el itinerario que acabamos de describir brevemente, en vistas al disefio de una
Organizacion Didactica para el estudio de la Numeracion con alumnos del Primer ciclo de la
Educacion Primaria. Con esta “nueva” version del MER pondremos de manifiesto, una vez
mas, la relatividad institucional conjunta de lo matematico y lo didactico, en particular, la
incidencia de las restricciones institucionales sobre el tipo de actividad matematica y las
posibles formas de organizar dicha actividad en una institucion determinada. Primero
definiremos cada una de las técnicas matematicas cuyas variaciones generan la dindmica del
proceso, indicando la direccién o recorrido de evolucién que propondremos para dichas
técnicas. En segundo lugar, iremos describiendo y analizando los tipos de problemas que se
han de llevar a cabo y su relacion con las técnicas asociadas, sefialando, en cada caso, qué

valores toman las variables definidas en cada situacién.

4.1. Las técnicas elementales de la numeracion

Con el fin de clarificar en qué consiste cada una de las técnicas matematicas a construir por
los alumnos, daremos a continuacién una descripcion detallada de cada una de ellas y
propondremos un esquema de la evolucion y el recorrido realizado por cada una de dichas
técnicas.
Ti1 = “La correspondencia término a término” o “‘correspondencia uno a uno” consiste en ir
asociando o relacionando cada objeto de la primera coleccidn con un objeto distinto de la
segunda coleccidn, de modo que cada objeto de la primera coleccion tenga asociado un unico

elemento de la segunda coleccién y que cada elemento de la segunda coleccion esté

relacionado con un solo elemento de la primera coleccién.

— Tj2 = “‘La correspondencia grupo a grupo” consiste en ir asociando a cada grupo o subconjunto

de la primera coleccion un subconjunto o grupo equipotente distinto de la segunda coleccién.
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Esta técnica es utilizada cuando el tamafio de las colecciones aumenta. En otras palabras, esta
técnica es una generalizacion de la anterior donde cada término en lugar de reducirse

necesariamente a un solo elemento, es un grupo o subconjunto.

— T3 = “‘La estimacion puramente visual® consiste en comparar la coleccién con otra presente o

no, utilizando su disposicion espacial. Esta técnica es muy poco fiable.

— 1 = “El reconocimiento inmediato de la cantidad™ consiste en enunciar rapidamente el nimero
de elementos de una coleccion sin necesidad de realizar un conteo de modo explicito. Esta

técnica puede ser utilizada para colecciones cuyo nimero de elementos no sea mayor de 5 6 6.
— 1; = “Latécnica de conteo™ consiste en realizar la siguiente serie de tareas:
1. Distinguir dos elementos diferentes de un conjunto dado.
2. Reconocer la pertenencia o no de todos los elementos a la coleccion.
3. Elegir un primer elemento de la coleccion.
4. Enunciar la primera palabra-ndmero (uno).
5. Determinar un sucesor en el conjunto de elementos no elegidos atn.

6. Atribuir una palabra-nimero (la siguiente de la anterior en la serie de palabras ndmero) al

sucesor.
7. Conservar en la memoria las elecciones anteriores.

8. (Volver a comenzar en 5) y 6 sincronizandoles.

9. Discernir cuando se ha elegido el Gltimo elemento.

10. Enunciar la dltima palabra-ndmero.

11. Considerar que la ltima palabra dicha es el cardinal de toda la coleccién®.

En otras palabras, el conteo es un medio de cardinar’ una coleccion y para ello hay que poner en
correspondencia uno a uno cada objeto de la coleccién con una y una sola palabra-ndmero, lo
que supone dominar la enumeracién. Ademas, hay que memorizar la cantinela numérica (uno,
dos, tres,...) en el buen orden y tener en cuenta que la Ultima palabra-nimero enunciada en el

conteo designa una propiedad de la coleccién de objetos (principio cardinal), Gelman, (1983).

También podemos decir que el conteo es un procedimiento de cardinaciéon que utiliza la

cantinela siguiendo los cinco principios siguientes:

1. Principio de adecuacion Unica. Decir una designacion y una sola para cada objeto.

® Se trata del paso de considerar la Gltima palabra-nimero enunciada como una propiedad del Gltimo elemento,
a considerarla como una propiedad (el cardinal) de toda la coleccion.

7 “Cardinar una coleccion” consiste en atribuir a una coleccion el nombre o la escritura de su cardinal (el
namero de sus elementos), por cualquier procedimiento.
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Principio de orden estable: La serie de palabras de la cantinela debe ser siempre la misma y

dicha siempre en el mismo orden.
Principio cardinal: Asignar la Gltima palabra pronunciada al nimero de objetos de la coleccion.
Principio de abstraccion: Hay que hacer abstraccion de la naturaleza de los objetos.

Principio de la no pertinencia del orden: El comienzo del conteo con un objeto u otro de la

coleccidn no tiene ninguna consecuencia sobre el resultado.

T, = “Escritura aditiva con agrupamientos no necesariamente equipotentes” consiste en
realizar agrupamientos o paquetes no necesariamente equipotentes y a continuacién expresar
el nimero de elementos de la coleccion mediante la expresién oral o escrita del nimero de
elementos de cada paquete o agrupamiento. Asi, por ejemplo, para una coleccién de 65
elementos, se puede decir que tiene 12 y 9y 8y 13y 7 y 10 y 6 elementos, o también,
12+9+8+13+7+10+6 elementos.

T2 = “Escritura aditiva con agrupamientos equipotentes” consiste en realizar agrupamientos
equipotentes y expresar el nimero de elementos de una coleccidn mediante la expresién oral o
escrita del nimero de elementos de cada grupo. Asi para una coleccion de 65 elementos,
podremos decir que hay 9 y 9y 9y 9y 9y 9y 9y 2 elementos, o también,
9+9+9+9+9+9+9+2 elementos.

T,3 = “Escritura aditiva con agrupamientos equipotentes y el mismo tipo de agrupamiento

para todas las colecciones™

T = “Escritura aditivo-multiplicativa™ consiste en realizar agrupamientos equipotentes y
luego contar el nimero de grupos equipotentes y el nimero de elementos sueltos, de modo
que la expresion del nimero de elementos de la coleccion va a contener dos tipos de simbolos,
uno que indicara el nimero de agrupamientos y el otro el nimero de elementos que tiene cada
grupo. Asi para la coleccién de 65 elementos, se puede expresar que tiene 7 grupos de 8 y 9
elementos, o también, de forma mas reducida, 7 de 8 y 9 elementos. Se trata de escribir el

numero en la forma “n de b y a”, donde b>2 y n y a nimeros cualesquiera.
Tnz = “Escritura aditivo-multiplicativa del tipo “n de b y a”, donde b>2, a<b y n cualquiera”.

T3 = “Escritura aditivo-multiplicativa del tipo “n de b y a”, donde b = 10, a<b y n

cualquiera”.

T, = “Escritura posicional en base 10” donde cada uno de los agrupamientos realizados
(siempre ya de 10, de 100, de 1000, etc.) viene indicado por las distintas posiciones y las
cifras que aparecen en cada una de las posiciones indican la cantidad de dichos
agrupamientos. De este modo, una coleccion de 325 elementos indica que hay 3 grupos de

100, 2 grupos de 10 y 5 elementos sueltos.
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En resumen, podemos sintetizar graficamente la evolucion de las técnicas descritas de la

manera siguiente:

e La Organizacion Matematica inicial OM;

Tio1

Tio3 > Ti2

Ti1

e La Organizacion Matematica aditiva OM,

Ti2 » Tal » Ta2 » Ta3

e La Organizacion Matematica aditivo-multiplicativa OMy,

_— —_— _—
Ta3 Thi Th2 Th3
e La Organizacion Matematica posicional OM,,
Th3 > Tp

4.2. La Organizacion Matematica inicial

El primer tipo de tareas a proponer para conseguir el primer encuentro con la cuestion

generatriz de la Numeracion es la siguiente:

T;; = Disponemos de una coleccion de n platos y tenemos que conseguir una coleccion de

cucharas para que haya una en cada plato.
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Este tipo de tareas consiste en la construccién de una coleccion equipotente a una dada
donde:

El tamafio de la coleccion n es pequefio (n =6, n=4,n =9).

Ambas colecciones estan presentes.

Los objetos son manipulables y materiales.
Las técnicas matematicas basicas o iniciales, donde no es necesario utilizar las palabras-
numero para resolver el tipo de tareas anterior, son:

Tio1 = “La correspondencia término a término”

Tip2 = “‘La correspondencia grupo a grupo”

Tio3 = “‘La estimacién puramente visual™

Partimos del supuesto que los alumnos ya conocen estas técnicas basicas y, por tanto, ellas

deben formar parte de sus conocimientos previos.

Para resolver la tarea Tj;, también existe otra técnica matematica basica, donde si se utiliza

el nimero, pero sélo para los casos en que n < 6:
1;; = El reconocimiento inmediato de la cantidad

El momento exploratorio de esta OM inicial comienza cuando los alumnos se enfrentan y
empiezan a resolver el tipo de tareas Tj;. Ademas, si queremos conseguir que el alumno deje
de utilizar la técnica tio; Y pase a utilizar la técnica tig,, variaremos la tarea T;; aumentando

el tamafio n de la coleccién.

Si hay alumnos que tienen dificultades en utilizar estas técnicas iniciales, el profesor debera
proponer la realizacion de tareas de enumeracién® donde el alumno tenga que utilizar alguna
de las técnicas de enumeracion, técnicas que son previas al conteo y que son imprescindibles

para que el alumno construya la técnica de conteo.

El objetivo siguiente del ensefiante es conseguir que alumno deje de utilizar las técnicas T,
Tiz Y Tios. DEDE ser el propio alumno el que las considere poco econdémicas e ineficaces para
resolver las tareas que se le proponen. En definitiva, se pretende conseguir que sean los

alumnos los que decidan usar la técnica matematica t;;, que hemos Ilamado el conteo.

® “Enumerar una coleccién” consiste en pasar revista una y una sola vez a cada elemento de una coleccion.
Etimologicamente, esta palabra se refiere al nimero aunque esta accién no necesita el conocimiento de los
nimeros. Para encontrar una propuesta de tareas de enumeracion aconsejamos la siguiente publicacion:
(Briand, J; Loubet, M.; Salin, M.H.; (2004)) Apprentissages mathématiques en maternelle Hatier Pédagogie
Paris.
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Para ello, propondremos tareas donde la construccion de la segunda coleccion se haga en
ausencia de la primera e iremos aumentando el tamafio de n. Esto consiste, en definitiva, en

proponer a los alumnos que realicen varias tareas del tipo siguiente:

T;, = Se dispone de una coleccion de n platos y tenemos que ir a buscar al otro rincén de la

clase una coleccion de cucharas para que haya una en cada plato.

Este tipo de tareas se caracteriza por:
Tamafio: primero paran <6y luego para6 <n <12,
No se tiene acceso a las dos colecciones a la vez.
Los objetos son manipulables y movibles.
El nimero permitido de viajes puede ser primero n, después menor que n, y al final igual a 1.
El tipo de comunicacién es autocomunicacion

En consecuencia, el esquema de la evolucion de las primeras técnicas queda como

sigue:

Tio1 \ Ty .
2

Tio3 > Ti2
Ti Tiz /
Ti,
T.
il Til

El ensefiante propondra diferentes tareas del tipo anterior hasta conseguir que los alumnos
acaben utilizando la técnica t;; (= El conteo). Para ello, después de que los alumnos lleven
a cabo cada una de las tareas del tipo anterior, el ensefiante debe realizar una puesta en
comun con todos los alumnos, con el objetivo de que cada alumno explique la técnica
utilizada para resolverla. Con esta serie de actividades se conseguird hacer vivir tanto el

momento del trabajo de la técnica como los de la evaluacion e institucionalizacion.

Al final de estas tareas los alumnos deben llegar a la conclusion de que la mejor técnica

matematica para realizar las tareas del tipo Tj, es ti» (“el conteo™).
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Otro objetivo de esta primera etapa del proceso de estudio (que puede considerarse como
una tarea didactica que debe realizarse para que el proceso de estudio no se estanque) es
conseguir que los alumnos afiancen el uso de 1. Para ello, el ensefiante propondra tareas
analogas a las del tipo Tj,;, donde el valor de n debe ir cambiando hasta tomar valores en
torno a 20, y el nimero de viajes permitidos tienda a 1.

Una vez que los alumnos ya han descubierto que la utilizacion de la técnica t;; les permite
resolver de modo eficaz las tareas del tipo Ti, el profesor, con el objetivo de afianzar y
hacer robusta en los alumnos dicha técnica, propondra actividades analogas a Tj,, como las

siguientes:

Tj;; = Tenemos una coleccion de n boligrafos y deberemos ir a buscar al otro rincon de la clase

una coleccién de capuchones para que haya uno para cada boligrafo.

Tz, = Tenemos una coleccidn de n circulos dibujados y necesitamos ir a buscar al otro rincon

de la clase una coleccion de fichas para poner una en cada circulo.

T3 = Tenemos una coleccién de n plazas libres en un autobds y tenemos que ir a buscar al
otro rincén de la clase una coleccidn de viajeros para que todas las plazas libres queden

ocupadas.

Las caracteristicas de este tipo de tareas, analogas a T;,, seran:
Tamarfio: n < 20.
No se tiene acceso a las dos colecciones a la vez.
Los objetos son manipulables y movibles.
La tarea tiene que realizarse mediante un Unico viaje.

El tipo de comunicacién es de autocomunicacion.

Hasta aqui, para poder realizar los dos tipos de tareas T;i; y Ti; propuestas, los alumnos han
utilizado, basicamente, las técnicas iniciales tio1, Ti1 Y Ti2 que habiamos considerado como

técnicas iniciales extremas en nuestro MER.

Tio1 Consiste en la correspondencia término a término, donde cada objeto de

la coleccion es representado por un solo tipo de simbolo, por ejemplo I. Es
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una técnica de representacion de los nimeros muy poco economica, que

solo dispone de un simbolo y con el se puede representar cualquier numero.

Ti1 Y Tiz SON técnicas donde se utilizan las palabras-nimero de forma global y
pueden considerarse también como técnicas iniciales extremas donde cada

naumero viene designado por una palabra distinta.

4.3. La Organizacion Matematica aditiva

Una vez que todos los alumnos dominan t;, el objetivo a conseguir (que se
corresponde con una tarea didactica a cumplir) consiste en que los alumnos
modifiquen y hagan evolucionar la técnica 1, hacia t,;. Para este primer encuentro
con T, el ensefiante va a proponer un tipo de tareas anédlogas a Ta.;, donde la
comunicacion sera escrita. Va a dividir la clase en un nimero par de grupos, donde
cada grupo A se empareja con un grupo B. Un grupo hara de emisor y el otro de
receptor y luego se intercambiaran los papeles®.

Tal

Tip — > Tal

Por tanto, el proximo objetivo es conseguir que el alumno construya la técnica Tas:
Ta1 = Escritura aditiva con agrupamientos no necesariamente equipotentes.

El ensefiante podra proponer a los alumnos tareas T, de los dos tipos siguientes:

T, = Se divide la clase en un ndmero par de grupos (dos o tres nifios por grupo). Cada grupo
A se empareja con un grupo B. Cada grupo A dispone de una hoja en la cual hay dibujada una
coleccidn de flores sin pétalos (pero con el hueco de los n pétalos indicado). Este grupo debe

transmitir al grupo B un mensaje escrito para que traiga justo los n pétalos necesarios para

rellenar los huecos, y de este modo todas las flores tengan los pétalos indicados. Para n > 60.

Las caracteristicas de este primer tipo de tareas son:
Tamafio: 60 < n < 80.
No se tiene acceso a las dos colecciones a la vez.

Hay que producir un mensaje escrito e interpretar el mensaje escrito por otros.

% En la terminologia de la TAD diremos que este dispositivo, junto al repertorio de gestos que hemos descrito,
constituyen la técnica didactica que se propone para llevar a cabo la tarea didactica enunciada.
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El tipo de comunicacién es de comunicacion escrita.

La disposicidn de los elementos induce el tipo de agrupamiento.

T,1, = Dada una cantidad n > 9 de platos, los nifios deben pedir (por escrito) a una marioneta
que le dé los vasos necesarios para tener tantos como platos. La marioneta no puede hablar, y

solo sabe interpretar mensajes que constituyan ndmeros del 1 al 9.

Las tareas de este segundo tipo se caracterizan por las siguientes propiedades:
No se aumenta bruscamente el tamafio de la coleccion.

Se impone la restriccion de que sélo se pueden utilizar los nimeros del 1 al 9, debido a la
condicion de la marioneta.

No se tiene acceso a las dos colecciones a la vez.
Hay que producir un mensaje escrito. La comunicacion es escrita.

No hay disposicidn especial de los elementos.

Con la resolucion de este tipo de tareas los alumnos empiezan a vivir el momento
exploratorio de la técnica aditiva. Una vez que ha surgido la técnica t,; = La escritura
aditiva con agrupamientos no necesariamente equipotentes, se deben seguir proponiendo
tareas matematicas del tipo T.y; anterior, con el fin de que todos los alumnos continden

explorando y familiarizandose con dicha técnica.

La disposicion de objetos de la primera coleccion también puede inducir a utilizar t,;, por
ello, en un primer momento, para conseguir que los alumnos se decidan a emplear la técnica
Ta1, Se puede optar por colocar en grupos o en paquetes la coleccion del emisor.
Posteriormente, esta disposicion debe presentarse de modo que los objetos estén colocados
en forma arbitraria, con el fin de que la técnica t,; no dependa de la disposicion de los
objetos de la coleccion. Al principio, para indicar que la coleccion tiene 60 objetos, los
alumnos diran por ejemplo, que la coleccion tiene 8, 9, 10, 7, 12, 5y 9 elementos, y sera el
ensefiante el que indique que esa escritura a partir de un momento determinado, debera
realizarse en laforma8 + 9 + 10 + 7 + 12 + 5 + 9. De este modo, sera el ensefiante el que

realice la institucionalizacién del uso del signo “+” en dicha representacion de los nimeros.

Para afianzar, rutinizar y flexibilizar la técnica matematica t,;, habrd que proponer mas

tareas del tipo Tay;. De este modo, los alumnos viviran el momento del trabajo de la técnica y
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se conseguird que la utilizacion de t,; no dependa de la disposicion de los objetos de la

coleccion.

De este modo, a través de las tareas del tipo Ta; Y Taii s puede hacer evolucionar desde la

técnica 15, a la técnica 1,1.

Ta1 Taii

Ti2 ”

T,13 = Tenemos una coleccién de n platos ubicados espacialmente en forma arbitraria y hay

que ir a buscar al otro rincon de la clase una coleccion de cucharas para que haya una en cada

plato. Siendo n > 60

Este tipo de tareas se caracteriza por:
El tamafio es grande (60 < n < 80).
El tipo de comunicacion es autocomunicacion.
No hay disposicion especial de los elementos.
No se tiene acceso a las dos colecciones a la vez.

El nimero de viajes debe ser menor que ny, al final, igual a 1.

Ta14 = Tenemos una coleccién de n coches y tenemos que mandar un mensaje escrito a un
compafiero con el fin de que nos reserve una coleccion de plazas de aparcamiento para que

podamos poner un coche en cada plaza. Siendo n > 70

Las caracteristicas de este tipo de tareas sera:
El tamafio es grande ( 70 < n < 90).
El tipo de comunicacién es escrita.
No hay disposicion especial de los elementos.

No se tiene acceso a las dos colecciones a la vez.

T,1s = Tenemos una coleccion de n conejos y tenemos que mandar un mensaje escrito a un
comparfiero con el fin de que nos traiga una coleccién de zanahorias para que podamos dar una

zanahoria a cada conejo. Siendo n > 80.

Este tipo de tareas tiene las caracteristicas siguientes:

El tamafio es grande (80 < n < 90).
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El tipo de comunicacién es escrita.
No hay disposicidn especial de los elementos.

No se tiene acceso a las dos colecciones a la vez.
Cada una de las tareas anteriores puede descomponerse en dos tipos de subtareas que pueden
ser consideradas “inversas” (Fonseca 2004) entre si:
e Dada una coleccion designar su cardinal y
e Dada la designacion del cardinal de una coleccién construir dicha coleccion.

Cuando se proponen como tipos de tareas de comunicacion escrita u oral, el primer tipo de
tarea es resuelto por el emisor y el segundo tipo por el receptor, por ello, es conveniente que

los alumnos se intercambien los papeles de emisor y receptor.

Interesa que el alumno domine de manera robusta la técnica t,;. Siguiendo con el momento
del trabajo de la técnica, ser4 oportuno proponer tareas de comparacion (TC) de

colecciones a partir de sus escrituras aditivas como las siguientes:

TC,; = Los alumnos juegan en equipos de dos: el alumno A y el alumno B. El equipo
dispone de un dado y A de una coleccién de 36 fichas azules y B de una coleccion 36 fichas
rojas. Cada alumno del equipo, a su turno, lanza el dado seis veces y cada vez anota el
resultado en una hoja. Al final de la partida, cada equipo determina cuél de los dos

alumnos ha ganado, escribiendo su nombre en la hoja e indicando porqué ha ganado.

Aqui se pretende que los alumnos comparen colecciones a partir de las escrituras aditivas
obtenidas por cada alumno, como resultado de haber lanzado el dado seis veces. Por
ejemplo: el alumno A puede haber obtenido “6, 4,5, 3, 2y 5” y el alumno B “5, 5,4, 3,6y
4”. Después, con el fin de sistematizar esta comparacion usando las escrituras aditivas, se
proponen ejercicios de supuestas partidas de 5 turnos y los alumnos de forma individual

deben indicar quién ha ganado.

El siguiente objetivo es conseguir que el alumno empiece a utilizar agrupamientos
equipotentes. Para ello, el ensefiante propondra la comparacion de dos colecciones a partir
de las escrituras aditivas de sus cardinales, utilizando para ello las tareas del tipo TC,, que

describiremos a continuacion™®.

10 Se trata, de nuevo, del planteamiento de una tarea didactica y de la utilizacién de una técnica didactica (que,
como todas, puede describirse como la realizacion de cierto repertorio de gestos en el dmbito de un
dispositivo) para llevar a cabo dicha tarea.
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Una condicion importante, que debe cumplirse para poder proponer este tipo de tareas, es
que los alumnos no deben ser capaces, todavia, de utilizar las escrituras usuales del nimero

para 70 < n < 80. De esta manera podremos conseguir que los alumnos utilicen la técnica:

Ta2 = Escritura aditiva con agrupamientos equipotentes

TCa2

»
»

Tal Taz

De este modo, como indica el esquema anterior, una vez que los alumnos se han
familiarizado con la técnica 1,5, queremos provocar que los alumnos hagan evolucionar la
técnica T, hacia la técnica 1,, de manera que la tarea matematica propuesta exija la
realizacion de agrupamientos equipotentes. Para ello, el maestro propondra un tipo de tareas

anélogas a la siguiente:

TC,,; = Dividimos la clase en equipos y cada equipo, a su vez, en dos grupos, el grupo Ay
el grupo B que estan alejados el uno del otro, de modo que el grupo B no puede ver la
coleccion que tiene el grupo A, ni el grupo A la coleccidn que tiene el grupo B . Se va a
repartir a cada equipo dos colecciones de vagones de distinto tamafio, o sea, dos trenes,
uno de n vagones rojos para el grupo A y otro de m vagones azules para el grupo B.
Dentro de cada equipo, cada grupo debe escribir el nimero de elementos de su coleccion.
Con estas escrituras ambos grupos deben juntarse en otra mesa alejada de las mesas donde
estan sus colecciones, y ahi compararlas a partir de las escrituras que han realizado.

Ganara el equipo que antes haya logrado realizar correctamente la comparacion.

Este tipo de tareas se caracteriza porque:
El tamafio es 70 <n <80y 70 <m < 80.
El tipo de comunicacion es escrita.
No hay disposicidn especial de los elementos.
No se tiene acceso a las dos colecciones a la vez
La técnica que permite la comparacion mas rapida es t., = Escritura aditiva con

agrupamientos equipotentes, con la condicion de que se utilice el mismo tipo de

agrupamiento para las dos colecciones.

Queremos conseguir que el alumno descubra la equivalencia entre las técnicas a1 Y Taz2 Y,
posteriormente, pueda decidir cual es mas eficaz. Para ello, propondremos un tipo de tareas

como el siguiente:
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T, = Tenemos una coleccién de 12 + 7+ 13 + 9 + 8 huevos y para venderlos debemos

colocarlos en cajas de 6. ¢ Cuantas cajas necesitamos y cuantos huevos quedan sueltos?

Las caracteristicas de este tipo de tareas son:

El nimero de elementos de las colecciones viene dado en la forma “a+b +c + ... + 57,

con a, b, ¢, ... s nimeros naturales entre 2 y 20.
El tipo de agrupamiento que se pide realizaresdenenn,con2 <n<12.

A partir de la expresion escrita del nimero de elementos de una coleccién en la forma de
escritura aditiva con agrupamientos cualesquiera, haya que expresar dicho ndmero con
agrupamientos equipotentes.
El esquema siguiente indica que, partiendo de la técnica t,; Yy mediante las tareas del tipo
TC,, y del tipo Taz, se puede conseguir que el alumno construya la técnica T, y

posteriormente afiance su empleo.

TCa Tax
Ta] | TaZ

Una vez que los alumnos han empezado a utilizar t,2, queremos conseguir que los alumnos
descubran las ventajas de utilizar dicha técnica y ademas caigan en la cuenta de que
conviene hacer el mismo tipo de agrupamiento en las diferentes colecciones. Para ello, se

propondrén tareas del tipo siguiente:

TC,,;, = Tenemos tres colecciones dibujadas de objetos, una de n galletas de sésamo
colocadas en grupos de 12, otra de m tortas de arroz en grupos de 7 y una tercera de p
aceitunas dispuestas en desorden, y debéis escribir en una hoja aparte el nimero de
elementos de cada coleccion y a continuacién comparar las tres colecciones a partir de sus

escrituras

Las caracteristicas de este tipo de tareas son:
El tamafio para n, my p esta entre 60 y 80.
Si hay una disposicion especial de los elementos.
El tipo de comunicacién es escrita.

Las colecciones estan separadas y no es posible el acceso simultaneo a todas ellas.

TCax

Taz Ta3

v
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Con el esquema anterior indicamos que con la tarea TC,,, queremos provocar que el alumno
utilice t,2 con el mismo tipo de agrupamiento para todas las colecciones, es decir, que T, se

desarrolle en manos de los alumnos y desemboque en T,;.

Aqui el ensefiante debe proponer una puesta en comudn en la que se evaluara lo realizado
hasta este momento. El objetivo que se pretende es que los alumnos convengan qué escritura
es la que permite la comparacion mas facil. De este modo, los alumnos junto con el
ensefiante empiezan a vivir los momentos de evaluacion y de institucionalizacion de la

técnica aditiva.

Se pretende que al final lleguen a la conclusién de que lo importante es hacer agrupamientos
equipotentes y siempre del mismo namero de elementos, es decir que los alumnos utilicen la
técnica:

T,3 = Escritura aditiva con agrupamientos equipotentes y el mismo tipo de agrupamiento

para todas las colecciones
Hasta aqui, los alumnos han descubierto las ventajas de algunas de las técnicas aditivas de
representacion de los numeros. Han realizado su estudio dentro de la OMj,, limitandose a la
construccion de la técnica de representacion aditiva y a los aspectos practico-técnicos de
dicha OM.

En este proceso de estudio nos centraremos en el bloque practico-técnico de la OM,, porque
en esta fase del proceso de estudio lo que pretendemos es que los alumnos puedan construir
la técnica de representacion posicional como técnica Optima para resolver las tareas
problematicas que se les plantean. Para conseguir este objetivo es necesario que los alumnos
hayan construido previamente la técnica aditiva como parte de una OM intermedia que va a

dar sentido a la técnica posicional.

Esta técnica aditiva todavia presenta limitaciones. Para seguir avanzando en el estudio de la
Numeracion habra que proponer nuevas tareas que requieran una mejora de la técnica, sobre
todo, en lo que se refiere a la economia de las escrituras. Es en esta direccién que
proponemos el trabajo en la nueva Organizacién Matematica en torno a la escritura aditivo-

multiplicativa de los nimeros.
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4.4. La Organizacion Matematica aditivo-multiplicativa
El ensefiante pretende que los alumnos tengan un primer encuentro con la técnica:
T = Escritura aditivo-multiplicativa

Para ello, se propone a los alumnos que realicen el siguiente tipo de tareas:

Ty = Tenemos una coleccion de n conejos y tenemos que mandar un mensaje oral a un
compafiero con el fin de que nos traiga una coleccion de zanahorias para que podamos dar

una zanahoria a cada conejo. Siendo n > 80.

Este tipo de tareas se caracteriza por proponer la construccion de una coleccién de n

elementos equipotente a una dada, en ausencia de ésta, y a partir de un mensaje oral, donde:
El tamafio de la coleccion es 80 < n < 90.
No se tiene acceso a las dos colecciones a la vez.
El tipo de comunicacién es oral.

No hay disposicidn especial de los elementos.

El esquema siguiente esquematiza la evolucion de t,3 hacia T,y mediante la tarea Th;.

Thi

Ta3 Th1

v

Nos interesa que los alumnos vivan el momento exploratorio de la técnica de representacion
aditivo-multiplicativa ty;. Para ello se pedira a los alumnos que produzcan un mensaje oral,
lo que les va a llevar a la necesidad de realizar el mensaje o mas corto posible, es decir, la
busqueda de la mejor solucién a la tarea Ty ha de conducir al alumno a realizar un mensaje
del tipo “Debes traerme 7 grupos de 8 zanahorias y 5 sueltas” que es mas facil de recordar
que “Debes traerme 8y 8y 8y 8 y 8y 8y 8 y 5 zanahorias”. De este modo, conseguiremos
que los alumnos empiecen a utilizar mensajes del tipo “7 de 8 y 5” que es una designacion
oral de la escritura aditivo-multiplicativa, o sea de la técnica Ty, que consiste en un mensaje

del “nde bya”, siendo b > 2, con ny andmeros cualesquiera.

Una vez descubierta y explorada la técnica ty nos interesa mejorarla en la siguiente
direccién: cuando se hagan los agrupamientos de b elementos, se deben realizar todos los que

sean posibles, con el fin de que el nimero de elementos que queden sueltos siempre sea
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menor que b. Ahora los alumnos van a empezar a vivir el momento del trabajo de la técnica
de representacion aditivo-multiplicativa y queremos conseguir que utilicen la técnica ty2, que
es una variante de Ty, Y a la vez afiancen el uso de dicha técnica de representacion. Para ello,

el ensefiante propondra una tarea del siguiente tipo:

Ty, = Se divide la clase en equipos de cuatro alumnos, en cada equipo hay un grupo Ay un
grupo B. Cada grupo recibe una hoja donde aparece dibujada una coleccién de m
elementos dispuesta en forma de tabla rectangular r xs. Se pide realizar el mayor ndmero
posible de paquetes o agrupamientos de b (distinto de r y s) elementos y a continuacién
escribir el nimero de elementos de la coleccion mediante un mensaje lo mas corto posible,

donde se indique el ndmero de grupos y el ndmero de elementos sueltos. Luego se

intercambiaran los mensajes y deberan dibujar la coleccion descrita en el mensaje

Las tareas de este tipo se caracterizan porque:

El tamafio de las colecciones es 40 < n < 80.
Los valores de r, sy b deben estar entre 5y 14.
El tipo de comunicacion es escrita.

No se tiene acceso a las dos colecciones a la vez.

En este tipo de tareas se pide ya, de forma explicita, la utilizaciébn de agrupamientos
equipotentes pero con la condicion, hasta ahora no necesaria, de que siempre el numero de
elementos que queden sueltos sea menor que b. A lo largo de esta actividad es conveniente

insistir en que el mensaje realizado sea lo mas corto posible.

Después de realizar tareas del tipo Ty, el ensefiante propondra una puesta en comun para
comprobar los resultados obtenidos y se compararan las colecciones dibujadas con los
dibujos iniciales. Se realizara un analisis de los distintos mensajes producidos, con el
objetivo de llegar a convenir que el tipo de escritura que hemos de utilizar es “n de by a”,
donde a < b. Asi se viviran los momentos de evaluacion y de institucionalizacion de la

técnica.

El esquema siguiente muestra el paso de t,3 hacia tn; Y de esta hacia ty;.

Thl Th2

Ta3 Th1 Th2

v

v
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El siguiente objetivo es conseguir que los alumnos lleguen al acuerdo de hacer siempre
grupos de 10. Para ello, se propone discutir y analizar con toda la clase sobre qué tipo de
agrupamientos conviene hacer, ya que hemos encontrado anteriormente que era eficaz
realizar siempre el mismo tipo de agrupamiento. Con este fin se pueden proponer tareas del

siguiente tipo:

Tys = Se reparte a cada alumno de la clase una hoja donde aparece dibujada una coleccion
de m elementos dispuesta en forma de tabla donde aparecen 10 columnas de n elementos y
una mas de a elementos (con a < 10), de manera que la coleccidn tiene en total n x 10 + a
elementos con a < 10. Se pide elegir una manera de agrupar los elementos, y dar la

escritura aditiva y la escritura corta asociada, (o sea, la escritura aditivo-multiplicativa).

Las caracteristicas de este tipo de tareas son:
La coleccidn tiene una disposicién especial en forma de tabla.
El tipo de agrupamiento es inducido por la disposicion de la coleccion.
El objetivo de este tipo de tareas es llegar al acuerdo de que b sea siempre constante e igual a

10 y, por tanto, de utilizar t,3. De este modo, la evolucion de tyh, hacia a3 Se produce

mediante Ths.

Th3

Th2 Th3

v

También se pueden proponer mas ejercicios que permitan la rutinizacion de la técnica tp;3.
Para ello, sera necesario realizar ejercicios donde haya que escribir el namero de elementos
de diferentes colecciones en la forma “n de 10 y a” y también ejercicios inversos donde,
dadas escrituras del tipo “n de 10 y a™, se trata de dibujar colecciones de ese nimero de

elementos.

Una vez rutinizada la técnica tp3, Se realizara una puesta en comdn con toda la clase para
gue los alumnos puedan explicitar que entre todos hemos llegado al acuerdo de que los
agrupamientos se haran siempre de 10 elementos y, en consecuencia, la escritura que
obtendremos siempre sera del tipo “n de 10 y a”. Dado que los numeros forman parte
esencial del lenguaje que compartimos, es muy importante consensuar la técnica que

utilizaremos para representar los niumeros.

Para ayudar a encontrar las relaciones entre las distintas escrituras de los nimeros que

hemos utilizado hasta el momento, sera oportuno proponer ejercicios de comparacion de
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escrituras en los que se proporcionen diferentes escrituras aditivas y aditivo-multiplicativas
y se pide compararlas indicando si son equivalentes (representan al mismo nimero) o no.

Asi, se pueden proponer con este objetivo tareas del tipo siguiente:

TC,, = Se entrega a los alumnos una hoja donde vienen dibujadas distintas colecciones
dispuestas en diferentes formas: en grupos de 5, en grupos de 7, en grupos de 3, con
posibles elementos no agrupados en cada caso. En dicha hoja aparecen también escrituras
de las distintas colecciones dibujadas en la forma 10 + 10 + 10 +...+acona<10 y nde

10y acon a < 10. Se pide a los alumnos:
a) Recortar las colecciones y las etiquetas que contienen las escrituras.

b) Asociar a cada coleccion las dos escrituras posibles (la aditiva y la aditivo-

multiplicativa).

c) Ordenar las colecciones y ordenar las escrituras.

Con este tipo de tareas pretendemos que los alumnos se encuentren con los dos tipos de
escrituras estudiados y, al ordenarlas, puedan encontrar las ventajas o limitaciones de cada

una de ellas.

Hasta aqui los alumnos han trabajado tanto en la OM, como en la OMj, haciendo mucho
hincapié en la técnica de representacion de los numeros que da origen a dichas OM
intermedias. También se pueden proponer tareas donde haya que poner en practica algunos
de los algoritmos asociados a dichas OM, como el algoritmo de comparacion de escrituras o
incluso el algoritmo de la suma. Como ya hemos indicado en el apartado anterior, en el
primer ciclo de Primaria nos limitamos al trabajo en el bloque practico-técnico de dichas
OM intermedias (y, en particular, nos centramos en el desarrollo de las técnicas de
representacion de los numeros), porque lo que se pretende es que los alumnos lleguen a
descubrir que la técnica posicional de representacién de los nimeros es la que permite
hacerlo de forma mas economica y eficaz. El paso por las OM intermedias puede parecer
estéril, pero es imprescindible para integrar la razon de ser del SN posicional en el proceso

de estudio.

4.5. La Organizacion Matematica posicional

En la ultima fase del proceso pretendemos construir una técnica para escribir los nimeros de
forma todavia mas econdémica que la anterior. Queremos conseguir que los alumnos decidan,

por economia, utilizar la técnica t,. Para ello, proponemos una tarea Ty; de discusion con
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toda la clase sobre como podemos hacer mas econémica la técnica ty3. Este serd el momento

del primer encuentro con la técnica posicional .

Debido a que los agrupamientos que vamos a realizar van a ser siempre de 10 en 10, no sera
necesario indicar que los grupos que realizamos son grupos de 10. Por ello, podremos
reducir dicha escritura a la escritura “na” donde “n” indicard el nimero de grupos de 10 y
“a” el nimero de unidades sueltas. Aqui va a ser muy importante la posicion de las cifras, ya
que la cifra de la izquierda nos indica el nimero de grupos de 10. En el caso en que n < 10
aparece casualmente la forma habitual de escribir los nimeros menores que 100 en el
sistema posicional de base 10. De este modo, hemos llegado a la técnica t,= Escritura

posicional en base 10.

A partir de ahora queremos conseguir que los alumnos generalicen el uso de la técnica t, para
colecciones de mayor tamafo. De este modo, la evolucion de de ty3 hacia T, se produce

mediante la tarea Ty;. Ademas, la tarea Tp, permite generalizar y afianzar el uso de 7.

Th3 Tp

Con el fin de generalizar esta técnica propondremos la tarea Tpz, que consiste en hallar
cuantos elementos hay en una coleccién que tenga entre 2000 6 3000 objetos pequefios,
efectuando agrupamientos de 10, de 100 (10x10) y luego de 1000 (10x100) (los

agrupamientos se materializaran por sacos opacos cerrados, sobres cerrados, etc.). Esta tarea

se realizara en el 2° curso de Primaria y ha sido extraida de Destouesse (1996-1997).
Con esta tarea se pretende que los alumnos:

= Tengan que utilizar los agrupamientos de 10 para organizar la cardinacion de una

coleccion grande y lo hagan en agrupamientos de 1000, 100, 10 y unidades.

= Descubran la recursividad de los agrupamientos y la relaciones entre 10 y 100, entre
100 y 1000.

» Vivan una situacién de referencia que dé sentido a la lectura de los nimeros de 3 6 4

cifras.
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En T se utilizara:

= El material a contar; tapones, capsulas, garbanzos, alubias, cubos, cerillas, palillos,
arandelas,... 0 cualquier otro material que se pueda tener en gran cantidad (un poco mas de
3000)

= El material para embalar: 300 sobres pequefios blancos, 30 sobres medianos beiges y 3

sobres grandes, o bien cajas de diferentes tamafios o sacos de diferentes colores.

La tarea Ty, se desarrolla en dos sesiones:

En la primera sesion, se parte de una coleccion y se pretende encontrar una técnica que nos
permita organizar la coleccion con el objetivo de poder expresar su nimero de elementos de

forma sencilla.

En la segunda sesion, partiremos de una coleccion que estd ya organizada en distintos
agrupamientos y habra que expresar su niumero de elementos y las relaciones que existen

entre los distintos agrupamientos realizados.

Primera Sesion
Etapa 1 : Planteamiento el problema

Se rednen los alumnos alrededor del montdn de objetos que tenemos (comprendido entre
2000 y 3000 objetos). Luego se pregunta: ¢Cuantos objetos hay? Cémo podemos hacer
para saber cuantos hay? Todos juntos vamos analizar los procedimientos y respuestas

posibles.

Aqui apareceran distintas técnicas posibles:
“Hay que contarlos”

“Hay que coger la calculadora”

“Hay que hacer paquetes de 10, de 100”

“Se podra hacer 10, 20, 30, ...”

El ensefiante dejara tiempo para iniciar una cardinacion uno a uno y darse cuenta que es

costoso en tiempo.

La idea de agrupar de 10 en 10 puede venir de los nifios; algunos pueden haber visto esto

antes.

Si nadie hace dicha propuesta, es el maestro quien debe hacerla: “Vamos a hacer montones

de 10 y los pondremos dentro de los sobres blancos”.
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Etapa 2: Los agrupamientos de 10.

El maestro deposita en cada mesa una cantidad de objetos. Cada nifio cuenta 10 objetos y

los pone en un sobre blanco, y asi hasta agotar todos los objetos.

Al terminar este trabajo cada grupo se encuentra con objetos aislados, que se decide
reagruparlos y se encarga a un pequefio grupo de nifios que haga agrupamientos de 10 y los

pongan en sobres blancos.

Una vez realizadas las decenas y planteado el problema de continuar, los alumnos

proponen dos estrategias:
= Continuar haciendo paquetes de 10 (10 sobres blancos en un sobre mas grande)

= Se mira lo que cada alumno tiene en ese momento (“yo tengo 4 sobres blancos y 3
cerillas”; “yo tengo 5 sobres blancos y 8 cerillas”; etc.) y se hace la suma de los nimeros de

cerillas de todas las pequefias colecciones (43 + 58 +...etc.).

El maestro puede proponer a un grupo de alumnos efectuar el calculo de esta suma en un

sitio aparte, mientras que el resto de la clase continua los agrupamientos.
Y del mismo modo se contindia para las centenas.

Al final de la sesion, los alumnos con la ayuda del ensefiante leen en voz alta el nimero
total de la coleccion. El ensefiante lo hace repetir por varios alumnos. Se podra Ilamar a los
alumnos de una clase del nivel superior de Educacion Primaria (EP) para que vengan a
confirmar el nombre del ndmero de elementos de la coleccién, sirviéndose de la
organizacion decimal realizada por los de 2° de EP. Esto permite una puesta a prueba
inmediata del método de los agrupamientos de 10 en 10 y muestra “la universalidad” social

de este tipo de cardinacidn: “es asi como todo el mundo lo hace”.
A la largo de la primera sesion, se escribird en el encerado:
1 sobre blanco 10 objetos
1 sobre beige 100 objetos porque  10x10 =100
6 porque  10+10+10+10+10+10+10+10+10+10 = 100
1 sobre grande 1000 objetos porque 10x100 = 1000
6 porque 100+100+100+100+100+100+100+100+100+100=1000

Pero en las sesiones posteriores, se escribira:

1 sobre blanco 10 objetos
1 sobre beige 10 sobres blancos
1 sobre grande 10 sobres beiges
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Segunda Sesion
Ahora se pretende:

= Por un lado, que una vez organizada la coleccion en miles, centenas, decenas y unidades,

los alumnos escriban su cardinal.

= Y por otro, que los alumnos encuentren el nimero de centenas, de decenas o de unidades

en una coleccién ya organizada.
El material a utilizar sera:
= 2524 objetos colocadas en sobres

= los millares en sobres grandes beige, las centenas en sobres medianos beige y las decenas
en sobres pequefios blancos, dispuestos en medio de la clase, visibles a todos (las

cantidades no estan en los sobres, pero estan escritas en el encerado).
= 25 sobres beige suplementarios.

= Hojas blancas y un fieltro negro para cada nifio.

= Cajas de carton para colocar todo.

DESARROLLO

Fasel

Consigna:

“La ultima vez, para conocer el nimero de objetos de nuestra gran coleccién, los habiamos
colocado en sobres (recuerdo sobre los agrupamientos hechos por paquetes de 10 -las

decenas-, por paquetes de 100 —las centenas-, etc.) y luego habiamos escrito el nimero.

Hoy os propongo una coleccién nueva de objetos: la de la clase A. Pero esta vez ya estan
colocados en los sobres y os pido que me digais oralmente y rapido cuél es el nimero de

objetos”.

El ensefiante deja en el centro de la clase, de manera visible para todos, la coleccion de la

clase A (los sobres estan colocados por el color), sin decir nada.

Aqui se pretende reactivar el método y utilizarlo para “decir cuantos hay, rapidamente”.
Fase I1

Consigna |

“Ahora voy a pediros prever cuantos sobres blancos hay, se podria decir también cuantas
decenas hay en total en esta coleccion. Prever, significa ser capaz de decir sin contarlos,
cuantos sobres blancos se han utilizado para esta coleccién, cuantas decenas contiene.

Vosotros diréis vuestra prevision y luego verificaremos si vuestra previsién era exacta
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contando los sobres blancos. Si queréis escribir, tenéis papel a vuestra disposicién y podéis
hacer lo que querais en la hoja. Cuando penséis que habéis encontrado el nimero de
sobres blancos, es decir, el nimero de decenas, lo escribiréis en este papel verde que os
reparto”.

En el papel verde esta inscrito: “Hay ............ sobres blancos”.

Los alumnos trabajan individualmente. El ensefiante circula e incita a los alumnos a que
intenten hacer una prevision, incluso aproximada. Al cabo de 10 minutos, escribe en el

encerado todas las respuestas propuestas.
Un grupo de alumnos es encargado de controlar las respuestas.

La verificacion se hace abriendo los sobres grandes (los millares) luego los sobres beige

(las centenas) y contando colectivamente el nimero de sobres blancos.
El conjunto de la clase se pronuncia sobre las previsiones: exactas 0 inexactas.
Consigna Il

“Ahora miramos cdmo han hecho los que habian previsto bien para poder ganar todos la

proxima vez”.

El ensefiante pide a los ganadores que expliquen cémo han hecho y apunta con todos, las

diferentes estrategias utilizadas:

= “Y0 he puesto 10+10+10+ etc. Para cada sobre beige y luego he calculado”.

= “Me he acordado que en cada sobre beige habia 10 y he contado en mi cabeza”.
= “He visto el nimero de la coleccién y mirandolo, he visto las decenas”, etc.

También pregunta a los que han realizado una prevision incorrecta, con la ayuda de la clase
y formulando las explicaciones, qué errores han podido hacer. Esta partida es bastante
rapida porque los alumnos todavia estan tanteando y no pueden descifrar o explicitar sus

errores.

Se escribe en el encerado:

2524 objetos... 252 decenas 0 252 sobres blancos.

La coleccidn es reconstruida con los diferentes tipos de sobres.
Consigna:

“Otra pregunta a proposito de nuestra coleccion: ¢cuantos sobres beige hay o cuantas

centenas hay?”

El desarrollo es el mismo que para la partida anterior y se completa en el encerado: 2524
cerillas...

Hay 252 decenas 0 252 sobres blancos;
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Hay 25 centenas o 25 sobres beige.
Fase 111

El ensefiante sefiala con los alumnos lo que ellos saben hacer ahora y que no sabian hacer
antes de la sesién. Da también la posibilidad a los alumnos de entrever lo que queda ain por

resolver o por explorar.
Conclusion

“Hemos visto que se puede prever el nimero de decenas y de centenas cuando se conoce el
numero escrito de la coleccion. Pero todo el mundo no lo consigue ain muy bien. Os voy a

dar otras colecciones para que os entrenéis en un taller.

Si, al contrario, se conociera el niimero de centenas o de decenas de una coleccion, ¢se
podria prever el nimero total de cerillas de una coleccion? Nosotros lo intentaremos
también.”

Hasta aqui hemos esbozado un posible proceso para abordar el estudio de la Numeracién en
el primer ciclo de Primaria, especificando el MER presentado en el Capitulo I1. El proceso
disefiado a partir de situaciones propuestas dentro de la Teoria de Situaciones Didacticas no
pretende ser exhaustivo sino sefialar un posible recorrido que permite hacer evolucionar las
distintas técnicas hasta llegar al SN posicional completo en base 10. Somos conscientes que
hay que realizar otras tareas para el estudio de la Numeracion en Primaria como, por
ejemplo, las relacionadas con la numeracion oral, y por supuesto, las relacionadas con las
técnicas de célculo. Aqui nos hemos limitado a la construccion del SN posicional y su

utilizacion para representar los niUmeros que se requieren y estudian en este nivel educativo.

A diferencia del caso de la Formacion de Maestros y de la Ensefianza Secundaria
Obligatoria, s6lo proponemos aqui la concrecién del MER en forma de un analisis a priori
que no ha sido directamente experimentado por nosotros. Dejamos pendiente, para
investigaciones posteriores, su experimentacion y evaluacion en el marco de la ensefianza

espafola, trabajo que requerira sin duda nuevas adaptaciones y desarrollos del MER.

Tal como hemos sefialado anteriormente, un trabajo anélogo a partir de un MER proximo al
presentado aqui, se estd llevando a cabo en Chile dentro del proyecto “Estrategia Lectura-
Escritura-Matematicas” del Ministerio de Educacion, dirigido por la profesora Lorena
Espinoza, miembro de nuestro grupo de investigacion (Espinoza y Barbé, 2006). Sin duda
los resultados obtenidos en la experimentacién del equipo chileno, que se inici6 en el 2003
con un plan piloto en la regién Metropolitana de Santiago de Chile, trabajando con 20
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escuelas, 4500 alumnos y 160 profesores, nos permitird, en un futuro proximo, avanzar en el

disefio e implementacién de un proceso de estudio analogo para la Ensefianza Primaria

espariola.
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LO MATEMATICO Y LO DIDACTICO
EN LA MEDIDA DE MAGNITUDES CONTINUAS






Codeterminacion entre lo Matematico y lo Didactico en la Medida de Magnitudes Continuas

En este capitulo presentamos un Modelo Epistemolégico de Referencia (MER) en torno
a otro &mbito matematico: la Medida de Magnitudes Continuas. Veremos en este caso
otra ilustracion del fendmeno analizado en los dos capitulos anteriores: partiendo de una
propuesta de ingenieria didactica para la ensefianza de la medida realizada en el marco
de la Teoria de Situaciones Didacticas (Brousseau, 1987), interpretaremos la actividad
de medir como una sucesion de praxeologias u organizaciones matematicas cuyo punto
de partida es una praxeologia en torno a la manipulacién de objetos concretos. Mediante
un proceso de “algebrizacién progresiva”, esta praxeologia dara lugar a la consideracion
de Organizaciones Matematicas (OM) intermedias segun los objetos que se eligen como
“unidades” de medida y segun el conjunto de nimeros que juegan el papel de escalares
(nimeros medida), hasta llegar a una OM final basada en la eleccion de una Unica

unidad y el conjunto de los nimeros reales como escalares.

Siguiendo con el estudio de la determinacion reciproca entre “lo matematico” y “lo
didactico”, mostraremos que también en este nuevo caso la estructura, la dinamica y los
componentes del MER nos proporcionaran los elementos para explicar, analizar y
justificar las Organizaciones Didacticas (OD) asociadas.

En un trabajo anterior, Brousseau (2000) considera que existen tres dominios vinculados
a la Medida de Magnitudes. Aunque éstos aparecen como separados para los alumnos y

su delimitacion es siempre confusa en la practica escolar. Brousseau los designa como:
(1) El universo de los objetos medibles concretos.
(2) El universo de los procedimientos de definicion de la aplicacion medida.
(3) El universo de la estructura numérica.

El MER que proponemos permitird integrar estos tres dominios a partir de una
representacion del &mbito de los objetos medibles con respecto a una magnitud

determinada: contiene un conjunto de modelizaciones matematicas sucesivas que
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finalizan en una OM que recubre el universo de la estructura numérica. Nos proponemos
utilizar este modelo epistemoldgico como herramienta para articular los tres universos
citados tanto a nivel “matematico” como en lo que hace referencia a su proceso de

reconstruccion escolar, es decir, a nivel “didactico”.

Posteriormente utilizaremos dicho modelo para explicar, analizar y justificar la
Organizacién Didactica en torno a la Medida de Magnitudes Continuas disefiada por

Nadine y Guy Brousseau para alumnos de cuarto curso de Primaria (Brousseau, 1987).

1. UN MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA PARA LA MEDIDA
DE MAGNITUDES!

En este apartado presentamos un Modelo Epistemoldgico de Referencia que nos
permitird abordar el andlisis y evaluacion en términos de la Teoria Antropoldgica de lo
Didéactico (TAD) de cualquier proceso didactico sobre la Medida de Magnitudes. Este
modelo, como ya hemos insistido a lo largo de esta memoria, se formula en términos de
organizaciones o praxeologias matematicas (Chevallard, 1999). Dicho de otra manera,
debemos concretar, en el caso que nos ocupa, qué es la “Medida de Magnitudes”, en el
sentido amplio de “actividad matemaética en torno a la medicion de magnitudes” y
proponer una respuesta en términos de praxeologias: qué tipos de “problemas de
medicion” y de “técnicas de medicion” pueden considerarse, cémo se articulan y
relacionan entre si, qué dindmica permite una evolucion entre ellos, qué discurso

tecnoldgico y qué elementos tedricos justifican y explican dicha actividad.

El modelo epistemologico que presentamos estd formado por una sucesion de tres tipos
de organizaciones o praxeologias matematicas de distinta naturaleza, de modo que cada
una modeliza a la anterior. Pueden ser consideradas como tres etapas en la evolucién de

la actividad matematica de construccion de la Medida de Magnitudes.

Hemos utilizado como punto de partida de nuestro modelo, las indicaciones
epistemoldgicas siguientes realizadas por Guy y Nadine Brousseau (1991-92, p. 84, la
traduccion es nuestra):

El universo de la medida y de la medicién pone en presencia al menos dos dominios

bastantes separados para los alumnos, aunque lo que les distingue permanezca difuso:

! Este modelo se empez6 a elaborar en Bolea, Bosch, Garcia, Gascon, Ruiz y Sierra (2000) y ha
continuado desarrollandose en Bolea, Bosch, Garcia, Gascon, Ruiz y Sierra (2002, 2005).
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o el ambito de los objetos concretos y de las magnitudes con su entorno de propiedades y

manipulaciones,
e ¢l ambito de los nimeros y el entorno de célculo.

[dichas relaciones] no parecen tratadas de manera conveniente y no son objeto de

verdaderos analisis didacticos.

Partiendo de esta aportacion, describiremos los dos ambitos citados mediante dos tipos
de praxeologias extremas, ligadas entre si por un tercer tipo de praxeologias, que
denominaremos intermedias. Dichas praxeologias intermedias representan una serie de
modelizaciones matematicas sucesivas del “4mbito de los objetos concretos y de las
magnitudes”, que finalizan en una praxeologia que recubre lo que Brousseau denomina
“el ambito de los nimeros y el entorno de calculo”. De hecho, en un trabajo posterior
Brousseau considera, en lugar de dos dominios, tres universos que designa como: el
universo de los objetos mateméticos medibles, el universo de los procedimientos de
definicion de la aplicacion-medida y el universo de la estructura numeérica de llegada
(Brousseau, 2000). Por ello, el Modelo Epistemoldgico de Referencia que estamos

proponiendo puede considerarse como un intento de articulacién de estos tres universos.

La praxeologia inicial es la generada por tareas de comparacion de objetos concretos,
segun una determinada magnitud, que se realizan mediante técnicas de manipulacion
efectiva de objetos (con la utilizacién, en algunos casos, de instrumentos de comparacion
especificos) y en un entorno tecnoldgico-tedrico muy naturalizado. “Medir” consiste en
comparar dos objetos de forma material: ponerlos uno al lado del otro (longitudes),
colocarlos sobre los dos platillos de una balanza (peso), etc. Estas actividades presentan,
bastante rapidamente, fuertes limitaciones practicas, lo que conduce a su
“enriquecimiento” por una praxeologia que contiene una infinidad de objetos medibles y
cuya manipulacion material es impracticable por lo que debe ser reemplazada por un
trabajo simbolico a través de la escritura. En esta praxeologia inicial, “medir” se reduce
a la comparacion local de pares de objetos; pero todavia no se pone en practica la
comparacion sistematica partiendo de uno o varios objetos privilegiados (aqui todavia no

podemos hablar propiamente de “medida”).

El primer paso hacia esa comparacion sistematica consiste en elegir un “sistema de
generadores” de los objetos considerados (suponiendo que existe) e intentar expresar
cada objeto como una “combinacion lineal” de esos generadores, combinacion que

puede considerarse como una primera expresion de la “medida” del objeto. La eleccion
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de este sistema determina el tipo de objetos materiales que se pueden considerar como

“objetos medibles”. Aqui cabe plantearse las siguientes cuestiones:

- ¢El sistema de generadores elegido es suficiente, esto es, permite medir todos

los objetos que queremos medir?

- ¢Se pueden considerar también “partes” de objetos para ser medidas? En este

caso, ¢qué partes pueden considerarse como nuevos objetos medibles?

Veremos que las sucesivas respuestas a estas preguntas pueden conducir a ampliar o, en
general, a modificar el sistema de generadores, de modo que se obtiene una sucesién de
conjuntos de objetos “medibles” (donde cada uno estd contenido en el siguiente) que

seran la base de las praxeologias intermedias a considerar.

El “ambito de los nimeros y su entorno de calculo” se presenta como la praxeologia
final de la construccidn, que viene a ser la que completa las praxeologias intermedias.
Dicha praxeologia final surge de la necesidad, tanto tedrica como practica, de reducir el
“sistema de generadores” a un numero minimo de elementos y, si es posible, a un solo
elemento que se presenta como la unidad base del sistema de medida considerado. Aqui,
la “medida” de un objeto debe llevarnos a la escritura del producto de un nimero por
esta unidad.

Notemos que, como en muchas de las evoluciones praxeoldgicas, este ultimo escalén va,
en cierto sentido, a empobrecer las praxeologias que le han dado vida, en la medida en
gue gran cantidad de problemas y de técnicas de las praxeologias intermedias van a ser
trivializadas o, incluso, a desaparecer. Se trata de un fendmeno de ecologia de las

Organizaciones Matematicas, nucleo central de nuestro trabajo de andlisis didactico.

A continuacion, pasaremos a exponer una posible caracterizacion mas detallada del
proceso dinamico de organizaciones matematicas que nos van a servir de modelo
epistemoldgico de referencia para el disefio, andlisis y evaluacion de procesos didacticos

en torno a la Medida de Magnitudes.
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1.1. La Organizacion Matematica inicial
1.1.1. La primera etapa del modelo

Consideramos un sistema S(G) de objetos O; (generalmente objetos materiales o
matematicos familiares?, facilmente manipulables) susceptibles de ser medidos con
relacion a una magnitud G y un conjunto de acciones realizables con estos objetos, como

son.

Construir un objeto nuevo medible adjuntando dos 0 mas objetos (operacion

binaria que designaremos mediante O; @ Oy, definida s6lo cuando O; # O;).

- Comparar dos objetos distintos respecto de G para saber si son 0 no equivalentes
(relacion de equivalencia que designaremos por ~ ). Aqui puede presentarse
eventualmente la necesidad de utilizar un instrumento (por ejemplo, la balanza

para el peso).

- Decidir el sentido de la comparacion, es decir, decidir qué objeto es “mas

grande” con relacién a G, cuando no son equivalentes (relacion de preorden total

asociada a ~ y que designaremos por <).°

- Evaluar algunos aspectos de la comparacion con respecto a la rareza, la calidad y

la precision de la medida.

Obtenemos asi un conjunto de objetos dotado de una estructura (S(G); ~; <; @ ) cuyo

conjunto cociente S(G)/~ esta formado por clases de equivalencia que corresponden a las

cantidades de magnitud de los objetos O; con respecto a G.

Por un abuso de lenguaje, designaremos mediante S(G), tanto el conjunto de objetos
{Oj} como la actividad que resulta de la manipulacion y comparacion de estos objetos
(es decir, la praxeologia). Aunque S(G) es el germen de una praxeologia matematica en
torno a la Medida de Magnitudes, muy pronto sera necesario considerar un primer
modelo matematico MS(G) de S(G) que permitird superar un gran numero de las
limitaciones iniciales de S(G): por ejemplo, el hecho de que no se pueda adjuntar un
objeto a si mismo para comparar un objeto con otro que es dos veces uno dado, o la

imposibilidad de manipular un nimero grande de objetos. Dicho en otras palabras, para

2 Como, por ejemplo, segmentos para medir su longitud o rectangulos para medir su superficie.
% Una relacion de preorden total “<” asociada a una relacion de equivalencia “~” es una relacion transitiva
tal que, para todo X, y con x =Y, uno y uno solo de los tres enunciados es verdadero: X<y, y< X, X ~Y.
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que S(G) pueda ser considerado el soporte de una praxeologia matematica, es necesario

considerar muy pronto un primer modelo que denominaremos MS(G).

Definimos MS(G), primer modelo matematico de S(G), asi:

S(G) ——— MS(G)

Oi > 0O, eS(G) ~

(1) Cada objeto O; de S(G) se modeliza por su cantidad de magnitud g; que designa su

representante en el conjunto cociente S(G)/~, pero sin ninguna referencia numérica.

(2) La adjuncion “®” de objetos en S(G) corresponde a la suma formal “+” en MS(G),
i=r
que es el conjunto de sumas formales Zniqi conn; € N.
i=1
(3) La relacion “~” en S(G) permite construir una relacion de equivalencia “=" en
MS(G): dos sumas formales son iguales cuando los objetos correspondientes son

equivalentes en S(G).

(4) La relacién de preorden total “<” en S(G) permite construir en MS(G) una relacion
de orden total *“ < ” compatible con la suma formal anterior, que verifica el axioma
de Arquimedes.* Por tanto, (MS(G); + ; = ; <) es un semigrupo totalmente ordenado

y arquimediano.

Podriamos tomar MS(G) como praxeologia inicial de nuestro MER, pero es preferible
considerar que todo el proceso de modelizacion S(G) — MS(G) constituye la primera
etapa, o praxeologia inicial, de nuestro MER para la Medida de Magnitudes. Esto nos
permite formalizar el conjunto inicial S(G) de objetos medibles, las propiedades y los
resultados de las comparaciones de los objetos, y presenta ya algunas ventajas:

a) Proporciona un sistema de escritura para designar las cantidades de magnitud sin
tener que recurrir a la escritura numérica de su medida. Asi, por ejemplo, una
cantidad de magnitud puede designarse mediante 3q; + 29> + Qs donde g; es la
cantidad de magnitud asignada al objeto O;.

* En el paso al cociente, el preorden se convierte en una relacion de orden “ < ” ya que dos objetos en S(G)
diferentes pero equivalentes, representan la misma clase.
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b) El paso de S(G) a MS(G) nos permite también realizar tareas que eran problematicas
(e incluso, materialmente imposibles) en S(G) y que, en adelante, pueden realizarse

evitando la manipulacion efectiva de los objetos.

c) Finalmente, se puede concebir y trabajar con cantidades de magnitud fuera del

alcance de S(G), por ejemplo, con cantidades muy grandes de objetos O;.

El soporte de la praxeologia inicial comprende a la vez S(G) y su modelo MS(G):
S(G) - MS(G)

e En S(G) se manipulan objetos, pero esta manipulacion adquiere muy pronto un

valor simbdlico.
e Lavalidacion del trabajo en MS(G) se hace inicialmente en S(G).

Las técnicas de S(G) se enriquecen, por simulacion, en MS(G), mediante un trabajo

escrito con simbolos.
El tipo de tareas nucleares en esta Organizacién Matematica inicial consiste en:

e Lacomparacion de cantidades (presentes o ausentes)

i=p i=s
Ty = Dadas dos cantidades de magnitud g1 = > n;0; ¥ G2 = D ny0y,

i=1 i=1

¢son iguales? ¢ Cual es mayor?

Aqui se plantea el problema de la unicidad de la escritura, 0 sea, el de la equivalencia

de dos sumas formales.

e La construccion de una cantidad equivalente a una cantidad dada (presente o

ausente):

T, = Dadas las cantidades de magnitud q y qi, 0z,..., Om, ¢€Xistend, A1, 42,...,AmneN

tales que 14 :iﬂiqi ?

i=1
En este caso cuando m = 1 estamos ante el problema clasico de la commensurabilidad.
El tipo de técnicas basicas utilizadas en S(G) — MS(G) son:
e Laexpresion escrita de las comparaciones materiales.
e La manipulacién algebraica de escrituras.

e Lainterpretacion de expresiones escritas.
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e La utilizacion particular de una cantidad como patrén (comparacion

indirecta).
1.1.2. El ejemplo de la medida de longitudes

Para clarificar el tipo de actividad matematica que es posible llevar a cabo con esta
organizacién o praxeologia matematica inicial, analizaremos en qué medida y en
qué forma sustenta la Organizacion Didactica elaborada por Nadine Brousseau,
(1987). Primero haremos un breve resumen de dicha OD en torno a la magnitud
longitud para alumnos de 4° de Primaria. La autora propone las dos sesiones

siguientes:

Primera sesion

Medida de longitudes: juego de comunicacién. Planteamiento y exploracion del

problema.
Material:

e Bandas de carton de 1,5 cm de ancho de diferentes colores y longitudes: 2 bandas
verdes de 64 cm, 2 bandas verdes de 57 cm, 2 bandas amarillas de 42 cm, 2

bandas amarillas de 40 cm, 2 bandas azules de 32 cm, 2 bandas azules de 51 cm.

e Un namero suficientemente grande de bandas de color verde, amarillo y azul de

1,5 cm de ancho de unos 70 cm.

e Bandas patrén de 5 mm de ancho de color marrén, todas de 12 cm de longitud y
marcadas con la letra u. Estas bandas seran usadas como unidades de medida, por

ello, ha de haber suficientes.
e Hojas blancas para escribir los mensajes.
Desarrollo:

Los alumnos trabajan en grupos de 4 (dos emisores y dos receptores que trabajaran

separados pero coordinados).
La maestra da la siguiente consigna:

“Voy a dar una banda de color a los emisores. Unos tendran una banda verde, otros
amarilla, y otros azul. Estos emisores deberan escribir un mensaje para que los
receptores puedan construir una banda de la misma longitud. Para ello podéis utilizar
esta banda “patron” (la maestra muestra la banda unidad marrén). Todos estos
patrones tienen la misma longitud. (La maestra muestra esta igualdad superponiendo

dos de ellas).”
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A continuacion, la maestra distribuye una banda de color y dos bandas patron a cada
grupo de emisores. Mas adelante distribuird las bandas de color de 70 cm a los

receptores.

Primera fase: Mientras los emisores se dedican a redactar el mensaje, los receptores
realizan un ejercicio de calculo preparado por la maestra. Desde un primer momento
los alumnos tienden a traducir las longitudes de las bandas a cm y mm, pues unos
meses antes ya se habia utilizado el doble decimetro para medir segmentos. La
maestra debe insistir en que solo se debe utilizar el material aportado para la
actividad, en ningin caso se debe usar el doble decimetro. Mas adelante, a
consecuencia de un fracaso en la estrategia utilizada por los alumnos, la maestra
propone que se pongan de acuerdo entre los emisores y receptores de cada grupo,

para tratar de buscar una estrategia de resolucion.

Segunda fase: Los emisores y los receptores intercambian sus papeles. La maestra
vuelve a distribuir otras bandas verdes, amarillas y azules. Los emisores redactan los
mensajes, que luego son transmitidos a los receptores, y los receptores construyen las
bandas. Terminan reuniéndose los grupos para verificar si la banda construida

coincide con la de los emisores.
Ejemplos de mensajes:
12 fase

Clase A: “2 bandas pequefias marron, una banda pequefia no completa, hay que
eliminar 3 0 4 cm”; “hay que poner 2 bandas y otra mas a la que le falta un poco al
final”

Clase B: “2 u mas 3 cuartos, se hace un cuarto doblando u en cuatro”, “3 veces u,

mitad, mitad de la mitad, la mitad de la mitad de la mitad”
22 fase

Clase A: después de la concertacion: “hay que poner 3 u, una a continuacion de otra 'y
la mitad exactamente de una u (borde con borde)”, “hay que poner 5 bandas y plegar

una banda pequefia que se llama u en partes iguales”
Segunda sesion

Medida de longitudes (discusion)

Material:

El mismo que en la sesion anterior.

Los mensajes realizados en la sesion anterior por los alumnos.

Desarrollo:
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Se analizan los mensajes mediante una discusion de todo el grupo. La maestra
pregunta: ;Qué grupos no han tenido éxito? Y propone examinar los casos que han
tenido dificultades. Para ello, los nifios que no han tenido éxito leen sus mensajes y la

maestra los escribe en la pizarra.
En la discusion se presentan dos casos:

 El mensaje es correcto y han sido los receptores quienes lo han comprendido mal y
han construido mal la varilla: en este caso los emisores justifican su mensaje

realizando las manipulaciones (con la ayuda de las varillas) delante de los nifios.

O bien el mensaje no es correcto y la maestra trata de que los nifios encuentren el
fallo.

Los errores realizados son:
- la anchura del patrén ha sido utilizada como unidad;

- las medidas no son lo suficientemente precisas debido a que los pliegues estan mal
hechos.

Resultados:

Al final de esta sesién la maestra ha introducido la palabra “unidad” y los alumnos se

han puesto de acuerdo sobre las dos ideas siguientes:

- Para comunicar la medida de las varillas y para construirlas es necesario una unidad

de medida que se pueda trasladar.

- Es necesario usar unidades cada vez mas pequefias para medir con la mayor
precision posible. Estas unidades se obtienen doblando la varilla patron, y dividiéndola

en partes iguales.
Observacion:

Después de esta segunda sesién, la maestra ha tomado la decisién de continuar el
trabajo sobre la medida utilizando un material completamente diferente: material de
pesada con la balanza de platillos (Roverbal). Esta decision puede parecer
sorprendente ya que aln no se han explotado todas las posibilidades que permite el

trabajo con las longitudes. Dicha eleccidn se ha hecho por las siguientes razones:

- En primer lugar, los nifios que utilizan el doble decimetro desde el curso
preparatorio, no comprenden la utilidad de una actividad de medida de longitudes sin
este instrumento. Han sido muy reticentes a utilizar el patrén proporcionado, no

graduado, en lugar del sistema habitual.

- Ademas, estos nifios no se plantean la cuestion de la significacion de una medida y
no admiten por tanto que se pueda utilizar un objeto cualquiera (el pulgar, el pie, la

varilla, una cuerda,...) para medir una longitud.
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Para superar estas dificultades, la maestra ha escogido una actividad sobre la medida

de masas que permite:

- Introducir la balanza de platillos, que no es un instrumento familiar para los nifios

(conocen, esencialmente, las balanzas automaticas).

- Utilizar esta balanza sin las masas marcadas sino con unidades elegidas por la

maestra: diferentes tipos de clavos y plaquetas.

En las sesiones descritas, el conjunto S(L) (designando por L a la magnitud longitud)
esta formado por bandas de diferentes longitudes I; :

- Bandas Bj de 32 cm, 40 cm, 42 cm, 51 ¢cm, 57 cm y 64 cm (emisores).
- Bandas B; de aproximadamente 70 cm (receptores).
- Bandas ude 12 cm (unidades).

Aqui MS(L) = < [;> ydonde I; designa la longitud de cada banda. El subindice “N” hace
referencia al hecho de que, en principio, las sumas formales (esto es, los elementos de

MS(L)), lo son con coeficientes en N.

La comparacién de dos objetos en S(L) y, por tanto, la relacion de equivalencia en S(L)
se establece superponiendo una banda sobre la otra, haciendo coincidir dos de los
extremos y observando si los otros dos coinciden o no. Si la respuesta es no, la banda

que sobresale es la mas larga. En este caso, ninguna de las bandas B;es maltiplo de u.

La construccién de un objeto nuevo, o sea, de una banda nueva, se realiza cortando o

plegando una banda o adjuntando dos o méas bandas juntdndolas extremo con extremo.
El tipo de tareas en la praxeologia inicial S(L) — MS(L) se pueden resumir en:

- Comparar bandas presentes o ausentes

- Construir una banda equivalente a una banda dada (presente o ausente)

El tipo de técnicas que forman parte de esta organizacion praxeoldgica inicial son las

siguientes:
- La manipulacion material de las bandas para ponerlas extremo con extremo.

- El trabajo escrito sobre las igualdades de sumas formales. Asi, por ejemplo, si

ls=3l1+ 2,

entonces 2l + 1, = I3
|4 = |1 + |2
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- La articulacion del trabajo escrito con la manipulacion material para validar el

trabajo escrito realizado.

El trabajo en MS(L) consistirda en la busqueda de escrituras de igualdades entre

combinaciones lineales de bandas: por ejemplo: I; = I; + 2ly.

Este trabajo no aparece en las actividades presentadas anteriormente porque desde el

principio se elige una unidad o elemento generador.

1.2. Las Organizaciones Matematicas intermedias y la construccion de la medida
1.2.1. La segunda etapa del modelo

En general, las limitaciones en la comparacion de cantidades en MS(G) llevan a buscar
un conjunto de objetos uj, Uy, ..., Us que funcione como “sistema de generadores™: se
trata de buscar el menor subconjunto de {q;} tal que todo elemento de MS(G) pueda
escribirse como una combinacion lineal con coeficientes enteros de esos objetos. Aqui
aparece la necesidad de la construccion de la medida como medio canonico de

caracterizacion de magnitudes para su comparacion.

Sea {uj, con ie{1,...,s}} el primer sistema de generadores elegido. Entonces

MS(G) = <ui>y = {iisliiui | Zi € N}

i=1
y aparecen dos tipos de dificultades aparentemente contradictorias:

(@) La primera dificultad surge al querer simplificar las escrituras para establecer de
modo mas sencillo las igualdades. Para ello {u;} debe contener un nimero “minimo”
de elementos y asi se podra expresar la medida de un objeto del modo mas sencillo

posible.

(b) La segunda dificultad surge al querer comparar objetos con la mayor precision
posible. Para ello, no hay que restringir demasiado el conjunto de unidades {u;}
porque podria disminuir su poder generador de MS(G) y lo que interesa es conseguir

que haya el menor nimero posible de objetos no medibles.
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Cabe sefialar que no siempre es posible construir un sistema de generadores (0 unidades

de referencia) {us, Uy,..., Us} tales que:

vV geMS(G), existen 43, A,...,AseN tal que g = Ii;tiui :
i=1
Pero, incluso cuando esto sea posible y tengamos MS(G) = <ug, Uy, ..., Us>N, la escritura
de la medida de un objeto puede ser demasiado “complicada” porque s (la cantidad de
unidades u;) puede ser muy grande. Asi, para que la escritura de ¢ sea sencilla,
necesitamos que haya pocos generadores. Pero en muchos casos no conseguiremos
realizar la medida mas que de modo muy aproximado. Entonces, para poder obtener
mayor precision, ampliaremos el conjunto de escalares Ai. Por tanto, una respuesta a las
dos dificultades mencionadas suele pasar por ampliar el conjunto K de escalares
tomando algunas “fracciones” de los {u;}, esto es, tomando como conjunto de escalares
un conjunto K entre Ny Q": 0 sea, N ¢ K < Q". Esta ampliacion permite considerar
mas objetos medibles, 0, en otros términos, ganar precision en la medida (entendida
como comparacion de objetos) sin aumentar la cantidad de unidades u;. Asi aparecen lo

que llamaremos los dos motores de la construccion de la medida:
- Lareduccién del nimero de generadores.
- La ampliacion del conjunto de escalares.

Esta doble dindmica se resume mediante el esquema siguiente, cuya ultima fila

corresponde a la eleccion de un sistema de un solo elemento {u}, o sea, de una unidad

de medida, y donde S(G) = MS(G) = { Z/Lui / Ai € K} : = <up>k es la definicién de
i=1

un elemento cualquiera de la primera fila.
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<Ui>N C <up> K, C <up> K, c ... C <Ui>qt C ... C <UpPr+
U U U U U
U U U U U
<u1a u21 u3>N = <ull UZ, u3> Ky = e C <u11 u21 u3>Q+ . <ull UZ, u3>R+
Y v Y v v
<Ug, U>N & <Ug, Up>y < <Ug, Up> & -+ & <Up U>qt & --- & <Up, Up>rt
W, U W, U U
<>y S <UL S <>t C L C<U>of C ... C <U>p+
7k, Uk, i i

En las praxeologias intermedias, la medida numérica comienza a aparecer cuando nos

situamos en un conjunto <u;>k Yy consideramos la correspondencia

<up>k— K

4= 2 Al = (s o0sde)

]
n

-

De este modo, se caracterizan las cantidades de magnitud mediante los coeficientes de

las combinaciones lineales.

Las tareas nucleares de las praxeologias intermedias incluyen, ademas de las
consideradas dentro de la praxeologia inicial, las siguientes:

- Tareas problematicas sobre el sistema de generadores, como:

¢Se puede reducir el nimero de generadores?
¢(Faltan generadores para poder medir todos los objetos considerados?

¢Laescritura de la medida es Unica?

O O O O

¢Son equivalentes dos sistemas de generadores dados? ¢ Cual de ellos es el mejor
(el méas econdmico, el més preciso)?

o Etc.
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- Tareas problematicas sobre el sistema de escalares:

0 ¢Como aumentar los escalares para compensar la falta de generadores?

0 Reciprocamente: ;Como aumentar los generadores para compensar la falta de
escalares?

o Etc.
Las técnicas nucleares de las praxeologias intermedias pueden caracterizarse como:

- Técnicas de manipulacion algebraica mas sofisticadas que en S(G) - MS(G),

o Para buscar relaciones entre los diferentes generadores.
0 Para realizar cambios de unidades.

o Para transformar relaciones o expresiones con coeficientes en K; en relaciones
con coeficientes en K;.

Por ejemplo: u; =(2/3)u, < 3u; = 2u,
o Etc.

1.2.2. El ejemplo de la medida de longitudes

Para ejemplificar estas organizaciones praxeoldgicas intermedias, analizaremos como
aparecen dentro de la Organizacion Didactica elaborada por Nadine Brousseau para la
medida de longitudes. En este caso, podemos decir que aparecen tres praxeologias

intermedias:

(1) La primera praxeologia intermedia tiene un Unico generador u = 12cm. Asi, la
primera etapa de la sucesion es: S(L) - MS(L) = < u >y . Aqui no se pueden medir
todas las bandas. En consecuencia, aparece una ampliacion del conjunto de generadores:
u, Y2 u, ¥ u, etc. de tal forma que la longitud I; de una banda cualquiera puede expresarse

mediante:

I ~n~u+22u—k

(2) Por tanto, tenemos una segunda praxeologia intermedia, donde también podemos

considerar que hemos ampliado el conjunto de escalares:
<U>N € <U,%2U,%U, ..>N=<U>\py

Las tareas presentes en las sesiones coinciden esencialmente con las que hemos definido

anteriormente de forma genérica:

o0 Construir un objeto en S(L) que sea equivalente a un objeto dado ausente,
utilizando un sistema de generadores dado (unidades).
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0 Determinar si dos expresiones son iguales; con un mismo sistema de
generadores o con dos sistemas diferentes.

0 Buscar relaciones (de igualdad) entre los generadores con el fin de simplificar
las escrituras. (Eleccion de la mejor unidad).

Las técnicas presentes en las sesiones son las siguientes:

S
0 Laescrituray lectura de mensajes del tipo g = Zﬂiu
i=1

0 La manipulacion y comparacién de escrituras (la manipulacién de objetos materiales
siempre esta presente).

(3) Ademas, uno de los grupos de nifios también considera una tercera praxeologia

intermedia: < u, v >y, donde v es la anchura de la unidad u. En resumen, tenemos

<UuU>N C <U>Nm C<U>Np131 S ... C<U>q
m

<u,v>\ c.. c etc.

Conviene sefialar que cada nueva praxeologia intermedia permite realizar nuevas tareas

y utilizar nuevas técnicas.

1.3. La Organizacion Matematica final: asignacion de un numero y una unidad de

medida a cada cantidad de magnitud

Como ya hemos dicho, la medida de una magnitud continua aparece por primera vez en
nuestro modelo cuando nos situamos en cualquiera de las praxeologias intermedias

<uy,... US>k Y se considera la correspondencia:

<Up,...Us>x —> K°

q= iiiui e U A)

La cuestion que tenemos pendiente es como resolver el problema de la unicidad de la
escritura. Para ello, la técnica que utilizamos es reducir el numero de generadores, pero
esto no siempre permite resolver el problema. Un primer paso que conduce a la solucion

del problema es la eleccion de un Unico elemento u como generador o base de MS(G),
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aunque esto debe ir acompafado de un aumento del conjunto de escalares. De este

modo, habré que ir ampliando
No>D"'5Q " >R"
Asi, cuando se elige una Unica unidad como sistema generador, se puede asociar a cada

cantidad de magnitud q un Unico nimero

<u>—>K

g=Au—>41

Entonces podemos identificar la cantidad de magnitud con su medida y trabajar

Unicamente con los nimeros (o elementos de K).

El Gltimo de los conjuntos obtenidos es <u>g+ = R" - u = R", 0 sea, el conjunto de las
escrituras de la forma A-.u, con A € R". Este conjunto es isomorfo a R" y corresponde al

modelo universal de la Medida de Magnitudes Continuas.

En el caso de las sesiones de ensefianza sobre la magnitud longitud, sucede que la
eleccion de una praxeologia inicial S(L)— <u>y demasiado ligada culturalmente a la
praxeologia final <cm>y impide el trabajo de los alumnos en las praxeologias
intermedias. La opcion tomada por la maestra es tomar una praxeologia inicial en torno

el peso porque ésta es una magnitud menos familiar para el alumno.

En el caso de una magnitud cualquiera G, la construccién progresiva de la medida, tal
como ha sido evocado anteriormente, supone una modificacion importante de la
praxeologia inicial S(G) = MS(G) y, en particular, de las condiciones de realizacién de
la comparacion de objetos. Como ya hemos dicho, la posibilidad de elegir un solo objeto
(o un conjunto muy reducido de objetos) como base de la medida, es una posibilidad
tedrica que no podra realizarse siempre en la practica con el instrumento concreto de
comparacion de que se dispone en S(G) (por ejemplo, si la medida de uno de los objetos

es inconmensurable con la medida del objeto tomado como base).

Lo anterior nos conduce a introducir una OM en torno a la nocion de « medida
aproximada » (y la de « grado de aproximacion » de una medida), nocion que surge mas
del trabajo en las praxeologias intermedias que de la manipulacién de objetos en S(G).

Si, por ejemplo, un objeto O no pertenece a <ug,..., Us>k (es decir, no es medible), se
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i=s
buscaréa el objeto de la forma Z/liui cuya medida se aproxima tanto como sea posible a
i=1
la medida de O. El hecho de que dos magnitudes sean aproximadamente equivalentes en
S(G) depende de la praxeologia intermedia en la que nos situemos, y no del propio S(G).
En otras palabras, la necesidad de disponer de un sistema simple de « generadores de
magnitudes » conduce a la construccion de una nueva relacion de equivalencia en S(G)

menos exigente que la primera’.

La matematizacion progresiva del sistema S(G) conduce a una modificacion progresiva
de la nocién de «magnitudes equivalentes» hacia la nocién de « magnitudes
aproximadamente equivalentes ». Es importante determinar el papel que juegan las
técnicas de comparacién en S(G) en estas progresivas modificaciones de la actividad de
medicion : ;qué margen de error es aceptado inicialmente?, ;como varia el error y se
precisa cuando se asume en <u;>k la existencia de un sistema de generadores?, ;cOmo se

toma en consideracién dicho error?, etc.

Esto nos permite poder afirmar que las praxeologias intermedias son necesarias para
hacer vivir y para “dar sentido” al problema de las medidas aproximadas y del grado de
aproximacion de una medida. Aparece, de nuevo, la evidencia de que la razon de ser de

una praxeologia es un problema que se plantea en una praxeologia anterior.

La construccion de este MER ha tenido como principal objetivo el analisis de una
Organizacion Didactica que ha sido elaborada previamente dentro del modelo de la
Teoria de Situaciones Didacticas. Este analisis, a su vez, nos ha permitido perfilar mejor
la construccion de dicho MER. Como ya hemos dicho con respecto al MER construido
para los Sistemas de Numeracion, todo MER es una organizacion provisional y dindmica
gue va completandose y ampliandose a medida que se van abordando nuevos problemas.
El nuevo reto que habra que llevar a cabo serd la utilizacion de dicho MER para el
disefio de un proceso de estudio, para ello creemos que serd necesario ampliar y
completar nuestro MER con los elementos tecnoldgico-tedricos en torno a la Medida de
Magnitudes Continuas. Para realizar dicha ampliacién creemos muy importantes los
siguientes textos: Chamorro y Belmonte (1988), Chevallard y Bosch (2000-2001 y
2002), Félix (1970), Lebesgue (1995) y Rouche (1992).

® Esta Gltima afirmacion es, en cierto sentido, trivial: se podran obtener medidas més aproximadas si se
dispone de unidades més finas de medida o de mas nimeros para expresarlas. Pensamos que toda la
problematica de la “estimacion de magnitudes” se encuentra en este juego entre S(G) y las diferentes
<Ui>k.
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1.4. Dinamica de las Organizaciones Matematicas en un proceso de estudio sobre la

medida

La estructura y la dindmica de este Modelo Epistemoldgico de Referencia comporta que
si queremos disefiar, analizar o evaluar una organizacion matematico-didactica en torno

a la Medida de Magnitudes deberemos tener en cuenta los siguientes elementos:

e Lamagnitud G considerada.

e El sistema S(G) de objetos concretos a medir, asi como las limitaciones y condiciones que

se imponen en la manipulacion, comparacion y adjuncion de objetos.

e Las relaciones conocidas 0 que pueden establecerse facilmente entre elementos de MS(G) y

las manipulaciones materiales en S(G).

o Los diferentes sistemas de unidades {uy,..., Us} elegidos en la construccion de las sucesivas

praxeologias intermedias <u,...Us>k.
o Las ampliaciones de <ug,... us>y hasta obtener un < u >y.

Seré necesario analizar qué papel juegan los objetos, asi como las relaciones que surgen
entre ellos y los objetos matematicos en construccién, qué validaciones proporcionan,
qué relacion tienen con la eleccion de los u; y qué funcion asumen en la construccion de

las sucesivas OM.

2. ANALISIS DE UNA ORGANIZACION DIDACTICA SOBRE LA MEDIDA DE
MAGNITUDES EN PRIMARIA

En el apartado anterior, hemos descrito un Modelo Epistemologico de Referencia sobre
la Medida de Magnitudes Continuas y, al mismo tiempo, nos hemos servido de las dos
primeras sesiones que Nadine Brousseau (1987) ha experimentado para la ensefianza de
la medida en 4° de Primaria, para clarificar, con un ejemplo, la sucesion de praxeologias
que proponemos en nuestro MER. Pero estas dos sesiones no son mas que el comienzo
de un conjunto de secuencias didacticas bastante mas amplio. Por ello, debido a que
nuestro objetivo es analizar, de forma completa, la Organizacion Didactica
experimentada por dicha autora, vamos a seguir explicando y evaluando las siguientes

sesiones, tomando como referencia el MER construido.
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Pensamos que el objetivo de estas sesiones es un intento de articular dentro del ambito
de la Medida de Magnitudes Continuas los tres universos de la medida: el de los objetos
medibles, el de los procedimientos de definicion de la aplicacion medida y el de los
nameros y el entorno del célculo. Guy Brousseaau (1992, 2000) considera, como ya
hemos indicado, que en la practica didactica habitual estos dominios o universos
aparecen ante los alumnos de forma separada y poco clara. Asi, en las citas siguientes, se
atribuye a razones de economia didactica el origen de dicha separacion (G. y N.

Brousseau, 1992, pag. 14): °

Ahora bien, la complejidad de la realizacién efectiva de las mediciones, las
dificultades materiales y conceptuales ligadas a estas practicas de todo tipo, han
conducido réapidamente a los profesores a renunciar a la mayor parte de las
actividades efectivas de medicion (en particular a las que son dificiles de controlar en
situacion escolar) restringiéndose al uso de situaciones simplificadas o metafdricas y
a actividades de calculo. Esta circunstancia, aunque tiende a simplificar el acto de
ensefianza, no favorece el dominio del concepto de medida ni la representacion de las
matematicas como medio eficaz y simplificador para la realizacion y el control de

actividades efectivas.

Y, mas adelante, se insiste en que esta separacion y confusion obedecen también a reglas
de economia que favorecen la pérdida de sentido del estudio de la Medida de Magnitudes

Continuas:

Las necesidades del dominio de los objetos no se toman en cuenta. Por ejemplo, las
correspondencias “semanticas” entre las manipulaciones de los objetos y las
operaciones sobre los nimeros: poner extremo con extremo para “sumar” longitudes,
poner en el mismo platillo para “sumar” pesos, yuxtaponer para concretizar la
“suma”. No son efectivamente realizadas en las situaciones de accion; si a veces se
ensefian, es con un estatuto falseado. De hecho, la practica del alumno esta invertida
con relacion al discurso del maestro: la medicion considerada como “concreta” no es
nunca, de hecho, realizada bajo control ni practicada. Hay un estatuto de saber
escolar “tedrico” mientras que las manipulaciones familiares al alumno son las de los

calculos y de los nimeros.

Los alumnos estan inmersos en “situaciones” y entornos institucionales en las que ni
ellos, ni los maestros, pueden facilmente aprehender o controlar el desfase con
relacion a las diferentes exigencias: conocimientos teéricos “sabios”, conocimientos

escolares, situaciones “objetivas” escolares oficiales, situaciones efectivas,...

® Este texto procede de "EIl peso de un recipiente. Estudio de los problemas de la medida en CM." (N. y G.
Brousseau 1992), traducido por J. D. Godino. Recuperable en www.ugr.es/~jgodino/siidm/welcome.htm.
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Las interpretaciones de estas situaciones son, por el contrario, exigidas por los
profesores como evidencias, como aportes intuitivos del alumno, como resultado de

su desarrollo o de sus aprendizajes espontaneos.

Las relaciones entre el saber y lo “concreto”, entre las actividades y el discurso, la
practica y la teoria, la verdad y el error,..., no son tratadas como objetos de ensefianza

ni explicitos ni implicitos.

La articulacion macrodidactica de los saberes obedece a reglas de economia que

impiden los esclarecimientos y las adaptaciones. (Ibid.)

Por otra parte, Nadine Brousseau, al presentar esta Organizacién Didactica para 4° de
Primaria, se pregunta si merece la pena realizar este trabajo. Su respuesta es que, aunque
exige mas tiempo y esfuerzo por parte del ensefiante y de los alumnos, sin embargo es
una muy buena forma de conseguir que los alumnos se encuentren ante las cuestiones
que dan sentido a la medida y, por lo tanto, ante la razén de ser de la medida de las

magnitudes continuas:

Podemos preguntarnos si los resultados obtenidos compensan los esfuerzos realizados,
y si las diferencias de resultados entre tales aprendizajes y los aprendizajes clasicos son

significativas.

Sin ninguna duda, podemos decir que, efectivamente, la diferencia es sensible y que

este trabajo ha sido completamente provechoso para los alumnos.

En primer lugar, la nocién de “unidad”; Los nifios han comprendido como se eligen las
unidades y cdmo funcionan. Una unidad no es necesariamente la que se estudia en el
sistema legal. Hemos constatado una mayor familiaridad (pero, sobre todo, una
comprension mas segura) con la idea de que se puede cambiar de unidad para medir

una misma magnitud, lo que facilita mucho el dominio de los calculos y les da sentido.

Para los alumnos que no tienen esa representacion mental, estos ejercicios de
transformaciones, incluso bien dominados, casi siempre no son méas que algoritmos

desprovistos de todo significado.

Otra constatacion es que los alumnos se han sensibilizado con las nociones de
aproximacion, con los diferentes tipos de errores (errores debidos a la falta de
fidelidad, a la imprecision, a la sensibilidad de la balanza) que son algunas

componentes importantes de los estudios sobre la medida.

Por otra parte, los conocimientos matematicos relativos a la estructura numérica son
mucho mejor dominados (escritura de los nimeros, numeracion decimal, problemas

ligados a la unidad, a los cambios de unidades,...).

Asimismo, no hemos constatado a lo largo de estas actividades, ninguna sefial de

cansancio o de aburrimiento de los alumnos sino, al contrario, curiosidad, placer de
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descubrir, de avanzar en el conocimiento...que nos han recompensado bien todos

nuestros esfuerzos.” (N. Brousseau, 1987, pag. 1V)

Volvamos ahora a la secuencia de las 25 sesiones que vamos a considerar. La

distribucion de los contenidos queda como sigue:

12 sesion:

22 sesion:

32 sesion:

42 sesion:

52 sesion:

62 sesion:

72 sesion:

82 sesion:

92 sesion:

102 sesion:

112 sesion:

122 sesion:

13?2 sesion:

142 sesion:

152 sesion:

162 sesion:

172 sesion:

18?2 sesion:

192 sesion:

202 sesion:

212 sesion:

222 sesion:

232 sesion:

242 sesion:

252 sesion:

Medida de longitudes: juego de comunicacidn.

Medida de longitudes (continuacion).

Medida de masas: juego de comunicacion.

Medida de masas: estudio de mensajes, trabajo sobre las escrituras.
Medida de masas: Comparacion de escrituras.

Medida de masas: Comparacion de escrituras (continuacion). Ejercicios de

conversion.
Medida de masas: Ejercicios de conversion: Transformacion de mensajes.
La suma de pesos.

Comparacién de los resultados de la suma de los pesos de objetos con el peso global

de los tres objetos.

Medida de masas: Ejercicios de transformacién en base 60.
Medida del tiempo: Calculo sobre los nimeros sexagesimales.
Medida del tiempo: Calculo sobre los nimeros sexagesimales.
Medida del peso: Unidades legales de peso.

Medida del peso: Ejercicios de conversion con las unidades legales de peso.
Encontrar el peso de un recipiente vacio (1% parte).

Encontrar el peso de un recipiente vacio (22 parte).

Las medidas de longitud: la suma.

Las medidas de longitud: introduccién de la coma.

Escritura de las medidas decimales: medidas de longitud y de peso.
Medidas decimales de longitudes y de pesos: Ejercicios (1% sesién).
Medidas decimales de longitudes y de pesos: Ejercicios (22 sesidn).
Medidas decimales de longitudes y de pesos: Ejercicios (32 sesion).
Comparacion de medidas decimales.

El orden en las medidas decimales.

El orden en las medidas decimales.
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Como ya hemos visto en el apartado anterior, las dos primeras sesiones se dedican a la
medida de longitudes. Las sesiones 3 a 10 se dedican al estudio de la magnitud peso y su
medida. Las sesiones 11 y 12 a la medida del tiempo. Las sesiones 13 y 14 a la medida
del peso. La 15y la 16 a buscar el peso de un recipiente vacio. La 17 y 18 a la medida de
longitudes. Y las restantes, desde la 19 a la 25, al estudio de las medidas decimales, tanto

de longitudes como de pesos.

Debemos insistir en que el hecho de que la maestra haya continuado el estudio de la
Medida de Magnitudes Continuas, cambiando de magnitud y utilizando un material
completamente diferente, no es gratuito, ni debido al azar. Segun la propia autora, esta
decision se basa en el hecho siguiente (N. Brousseau, 1987, pag. 8):’
En primer lugar, los nifios que utilizan el doble decimetro desde primero de Primaria, no
comprenden la utilidad de una actividad de medida de longitudes sin este instrumento.

Han tenido muchas reticencias para utilizar el patron proporcionado, no graduado en el

sistema habitual.

Ademas, estos nifios no se plantean la cuestion de la significacion de una medida y no
admiten, por tanto, que se pueda utilizar un objeto cualquiera (el pulgar, el pie, la varilla,

una cuerda,...) para medir una longitud.

Para superar estas dificultades, hemos escogido una actividad sobre la medida de masas
que permite:
- introducir la balanza de platillos, que no es un instrumento familiar para los nifios

(conocen esencialmente las balanzas automaticas);

- utilizar esta balanza sin las masas marcadas sino con unidades elegidas por la maestra:

diferentes tipos de clavos y plaquetas.

Esta decision podemos interpretarla en términos de nuestro MER del siguiente modo:

La eleccion de una praxeologia inicial muy ligada a la praxeologia final <cm>y, que es
muy familiar para los alumnos, imposibilita el trabajo en las praxeologias intermedias,
como <u>y. Por ello, la maestra ante la tarea didactica: (,Como hacer vivir las
praxeologias intermedias <ui>k para dar sentido a la actividad de medir longitudes?
utiliza la técnica didactica siguiente: Elegir un material con caracteristicas poco

familiares para el alumno.

" La traduccién se debe a J.D. Godino, en “Matematicas para Maestros” Manual para el estudiante.
Proyecto Edumat-Maestros. Director Juan D: Godino. Octubre 2004. Recuperable en
http://www.ugr.es/~jgodino/edumat-maestros/.
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A continuacion, describiremos y evaluaremos la Organizacion Didactica en torno a la
medida de pesos que aparece en las sesiones de la secuencia de ensefianza presentada en
N. Brousseau (1987, p. 9-45), dedicadas a la magnitud P (peso). Para ello, hemos hecho
una clasificacion de las distintas sesiones, atendiendo al tipo de tareas que se realizan.
Dentro de cada apartado, expondremos un breve resumen de cada sesion y, a
continuacion, pasaremos a explicar y analizar con ayuda de nuestro MER, que
utilizaremos a modo de sistema de referencia relativo, los componentes matematicos y

didacticos presentes y la dindmica de la OD desarrollada.

2.1. La cuestion inicial: ;Como caracterizar los objetos por su peso?

Tercera sesion

La clase se divide en grupos de 4 nifios cada uno. Cada equipo tiene 2 emisores y 2

receptores que trabajan juntos en colaboracion pero separados fisicamente.

Material: una balanza Roberval, un saco de arena fina, 4 0 5 objetos a pesar (por
ejemplo: un pequefio diccionario, un libro de historia, un plumier y un estuche de
nifio) 4 categorias de clavos (clavos grandes, clavos medianos, clavos pequefios y
clavos minis), placas de metal (todas iguales) y hojas blancas para la escritura de los

mensajes.
Se plantea un juego de comunicacion:;
Primera fase

- Se distribuye un objeto que hay que pesar a cada grupo de emisores que va a
tener que pesar con la ayuda de las cuatro categorias de clavos, las placas y la

balanza.

- Los emisores redactan un mensaje para que los receptores construyan una cierta
cantidad de arena que tenga el mismo peso que el objeto recibido. (La balanza debe

ser la misma para emisores y receptores).

- Los mensajes son transmitidos a los receptores por el ensefiante junto con la

balanza y las categorias de clavos y las placas.

- Emisores y receptores verifican que el peso de la arena es igual al peso del

objeto pesado por los emisores.

Segunda fase

- Los receptores se convierten en emisores y reciprocamente. Los objetos a pesar

son los mismos pero no se distribuyen en los mismos grupos.
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Ejemplos de mensajes obtenidos a lo largo de la actividad

- “El estuche pesa 3 placas + 56 clavos”

- “Nuestro libro de historia pesa 12 clavos grandes, mas 2 clavos medianos, mas 9

clavos pequefios, mas 4 placas”.
- “El estuche pesa 32 placas + 56 clavos pequefios”.

- “El plumier pesa 2 puntas pequefias, 3 puntas medianas, 1 clavo grande y 6

placas”
- "“El peso del plumier hace: 8 placas, 1 clavo grande y 4 clavos pequefios”.

- “Para pesar el Larousse, son necesarios 7 clavos grandes, 7 clavos medianos, 34

pequefios y 296 minis para equilibrar la balanza”.

SP)»>M(S(P) — <uy,..,Us>N | <up>N — <up>p+t

Como ya hemos dicho antes, se ha elegido un sistema menos familiar S(P), donde P es
la magnitud peso, y se propone un sistema de generadores formado por objetos cuyo
“peso” es dificil de evaluar “a 0jo”: mini-clavos (u;), clavos pequefios (u,), clavos

medianos (ug), clavos grandes (us) Yy placas metalicas (us).

- EIl sistema S(P) se compone de arena, objetos familiares (diccionario, libro,
plumier y estuche), y los 5 tipos de objetos (clavos y placas) citados

anteriormente.
- Laoperacion de adjuncién de objetos es trivial en este sistema (ponerlos juntos).

- La de comparacion se efectia por medio de una balanza Roverbal que aparece

aqui como el instrumento de medida, I, en S(P).

- Se supone inicialmente que MS(P) esta generado por los clavos y las placas:
MS(P) = <u;, Uz Us U Us>y, es decir que todo elemento de MS(P) es

“equivalente” a una combinacion lineal de los u; con coeficientes en N.

Las tareas y técnicas que se presentan en esta sesion en la praxeologia inicial
S(P) = MS(P) son:

T;o = Comparar los pesos de los objetos utilizando la balanza Roberval

Esta tarea se resuelve mediante la técnica:
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T = Dados dos objetos O; y O;, se colocan cada uno de ellos en un plato de la balanza. Si
desciende el plato que contiene O; y, por tanto la aguja de la balanza se desplaza hacia O;,
entonces O; es mas pesado que Oj; si, por el contrario, es el plato donde esta O; el que
desciende y la aguja se desplaza hacia el lado de O;, entonces O; es mas pesado que O;.

Cuando los dos platos quedan al mismo nivel entonces O; y O; tienen el mismo peso.

T;; = Pesar un objeto O; utilizando la balanza y los objetos del sistema de referencia

{U1, Uz, Ug, Ug, Us}.
Se resuelve con la técnica:

Ty = Colocar en un plato de la balanza O; y en el otro plato elementos del sistema de

referencia hasta que los dos platos queden al mismo nivel.

Pero esta técnica tiene distintas variantes segun el modo de colocar los objetos del

sistema de referencia en el otro plato.
711 = Colocar los u; al azar.

Ti12 = Colocar primero el mayor nimero posible de u; mas grandes, luego el mayor nimero posible
de u; inmediatamente inferiores y asi sucesivamente hasta llegar a los mas pequefios que sirven
para afinar la pesada.

Ti13 = Utilizar so6lo los u; mas pequefios.
En esta sesion, las tareas y técnicas se realizan en la praxeologia intermedia
<Ug, Uy, Ug, Ug, Us >y SON:

T = Dado un objeto, expresar su peso con la ayuda de los clavos y las placas y
expresarlo por escrito para los receptores.

Para ello se utiliza la técnica:;

tm1 = Eleccion de un simbolo para cada uno de los objetos del sistema de referencia,
contar los objetos de cada clase que se han utilizado y escribir el nimero de elementos de
cada clase que se han utilizado como coeficientes.

Tz = Interpretar el mensaje enviado y tomar una cantidad de arena del mismo peso que el

objeto dado a los emisores.

Para lo que se utiliza la técnica:

Tmz = TOmar las distintas cantidades de unidades u; que indica el mensaje y colocarlas en

un plato de la balanza y en el otro plato tomar la cantidad de arena que equilibra la
balanza

Para verificar si el peso de los objetos dados a los emisores coincide con el peso de los

objetos construidos por los receptores, los alumnos utilizan la técnica ti. Vemos aqui
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que, para comprobar y validar la respuesta obtenida, se vuelve a la praxeologia inicial,

donde las técnicas utilizadas son mas sencillas para ellos.

Cuarta sesion

Estudio de los mensajes y trabajo sobre las escrituras

Se analizan los dos mensajes producidos durante la actividad anterior, para cada uno de

los objetos pesados. Por ejemplo, para el estuche:
Primer mensaje: 8 placas, 4 clavos grandes, 1 mediano, 1 pequefio, 6 minis.
Segundo mensaje: 0 placas, 5 clavos grandes, 8 medianos, 11 pequefios, 2 minis.

La comprobacion de que los dos mensajes son correctos ya se ha realizado en la sesién

anterior.

La cuestion es: ¢Qué estrategia nos permitira mostrar si dos escrituras diferentes designan

el mismo peso?

Hay que recordar que ninguna de las categorias de clavos tiene un peso que sea multiplo

de la de otra categoria.

S(P)>M(S(P) — <uy, .., Us>N = <ui>y — <U>p+

Esta sesion se desarrolla entre la praxeologia inicial S(P) y la praxeologia intermedia

<Uj, Ug Us, Ugq Us>y . La tarea planteada es:
Tms = ¢COmo demostrar si dos escrituras diferentes designan el mismo peso?

Para resolver esta tarea se intentan las técnicas siguientes (aqui se trabaja en
S(P)):

Tm31 = Utilizar la balanza, con la técnica 1y, colocando los u; de un mensaje en un plato

de la balanza y los del otro mensaje en el otro plato.

Tm32 = Equilibrar el peso de un clavo de cada categoria con miniclavos, construyendo
una tabla de equivalencias en funcién de los miniclavos uj, y reescribir cada mensaje
utilizando dnicamente los miniclavos. Para ello, se sustituye cada unidad por su
equivalencia en uj, se calculan los miniclavos totales y luego se compara el ndmero de

miniclavos de los dos mensajes.
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Aqui la comparacion de escrituras se ha convertido en una comparacion de numeros. Esta
técnica consta de dos partes bien diferenciadas: una primera desarrollada en S(P), en la
que se construye la tabla de equivalencias, y una segunda entre <uj, Uy, Uz Uz Us>N Y
<up>\ en la que se reformulan los mensajes en términos de los miniclavos y se comparan

los nUmeros obtenidos. Esta técnica sera utilizada en la siguiente sesion.

En cuanto a los momentos o dimensiones del proceso de estudio en marcha, hay que
decir que se han planteado dos cuestiones importantes para el estudio de la medida del
peso que pueden ser consideradas, en parte, como cuestiones generatrices del proceso de

estudio:
» ¢Como caracterizar un objeto mediante su peso?
» ¢ Como demostrar que dos escrituras diferentes designan el mismo peso?

Para empezar a responder dichas cuestiones, se ha llevado a cabo un primer encuentro
con la medida de peso y se ha empezado a vivir el momento de exploracién de la medida

de peso.

También se observa bastante autonomia por parte de los alumnos a la hora de decidir
qué técnica utilizar para resolver la tarea propuesta. Sin embargo, las tareas y los

materiales y recursos son siempre aportados por la maestra.

En resumen, diremos que los componentes de las OM utilizadas son:

oM S(P)
Objetos Arena, objetos familiares, los 5 tipos de u;.
Acciones Adjuntar = poner juntos

Comparar = Con la balanza |

OM MS(P)
Objetos Las escrituras algebraicas de < uj, Uy, Uz, Ug, Us >
Acciones Comparar mediante la relacion de orden ( <)

Sumar medidas de peso (+)

Multiplicar un n° por una medida
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oM S(P)—MS(P)

Tipos de | Tio = Comparar p(O;) con I (la balanza).

tareas | T, = Pesar O;con |y {Uy, Uy, Us, Us, Us}.

Técnicas | Tmi = Expresar p(O;) en funcion de {us, U, Us, U, Us}.
Tz = Interpretar p(O;) en funcidn de {uy, Uy, Us, Ug, Us}.

T,3= Demostrar la equivalencia de escrituras.

oM <uy, ..., Us>N

Tipos de | tio=Manejar I (la balanza) con los O;.

tareas | ¢, = Manejar I con los O; y {Uy, Uy, Us, Us, Us} CON las variantes T, Tz, Tis.

Técnicas | tmi= Escribir el n° de cada u; utilizado.
Tm2 = Tomar el n° de cada u; utilizado.
Tm31 = Utilizar la balanza, o sea, realizar ;.

Tm32 = Realizar una tabla de equivalencia entre los u;, transformar los dos mensajes a u; y

comparar el nimero de u; que hay en ambos.

2.2. El problema de la equivalencia de escrituras y la eleccion de un sistema de

unidades

Quinta sesion

Comparacién de escrituras

Para evitar que aparezca el desanimo, la maestra propone reemplazar cada uno de los

clavos por un peso equivalente de miniclavos.

Los nifios realizan la tarea por grupos y la maestra escribe en el encerado las
equivalencias. A continuacién, los alumnos intentan verificar la equivalencia de
escrituras, haciendo un céalculo de los miniclavos necesarios para reemplazar a las placas
y a los otros clavos de los mensajes. Como el nimero de miniclavos total para cada uno
de los dos mensajes no es el mismo, la cuestién que se plantea es: ¢Podéis explicar de

donde viene esa diferencia? Esta sera la cuestion crucial de esta sesion y las siguientes.
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S(P)-M(S(P) = <uy,...,Us>y — <u;>y |[=  <up>pt

Esta sesion se desarrolla dentro de la praxeologia intermedia <uj, Up, Uz, Us Us>N Y
aparece un nuevo modelo intermedio <u; >y, muy vinculado a <uj, Uz Uz U Us>y,
aungue en un primer momento para encontrar las equivalencias entre las distintas

unidades se trabaja en S(P), utilizando la balanza.

La tarea planteada sigue siendo Ty, Y Se intenta resolver, en este caso, a instancias de la

maestra, con la técnica 32, ya anunciada en la sesion anterior

Se plantea una nueva tarea:

Twma = ¢Por qué dos escrituras que designan el peso del mismo objeto, al traducirlas a la

unidad més pequefia, no coinciden y hasta tienen una diferencia importante?
Aqui surge un nuevo problema: los errores de medida. Aparecen los errores inherentes a
toda medida y que, en un primer momento, se presentan como inexplicables para los

alumnos.
Esta tarea se deja sin resolver para una sesion siguiente.

El trabajo en <uy, Uz U3 U Us>\ ha permitido que se plantee el problema de la unicidad
de la escritura y la necesidad de expresar cada una de las u; en funcién de un Unico tipo

de objeto, que aqui sera u; = mini-clavo.

Vemos que se produce una transicion de la praxeologia <ui, Uz Uz Ug Us>y a la
praxeologia <u; >, pero surgen dificultades, ya que se sigue presentando el problema de

que dos escrituras significativamente distintas designan el peso del mismo objeto.

Sexta sesion

Comparacién de escrituras (continuacion). Ejercicios de conversién

Material: Los mensajes de los nifios sobre el peso del diccionario, del libro y del plumier.

Los alumnos deben verificar para cada uno de los tres objetos si las dos escrituras
designan el mismo peso. Como siguen obteniendo diferencias significativas, piensan que

se deben haber equivocado al contar el nimero de miniclavos, ya que hay muchos.

La maestra plantea un problema nuevo, que consiste en transformar la escritura de un

mensaje de modo que se utilicen el menor nimero posible de miniclavos. Aqui la maestra

cambia el problema con el fin de provocar el uso y repaso de conocimientos anteriores
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relativos a las operaciones con nimeros naturales. Por ello, el problema sera retomado en
la siguiente sesién, donde los alumnos ya podran servirse de esos conocimientos

anteriores, sobre todo para realizar los calculos con mayor seguridad y rapidez.

S(PY->MS(P) — |<uy,...,Us>y — <U;>y = <U;>pt

Esta sesion se inscribe dentro de las praxeologias intermedias <uj, Up, U3 Ug Us>N, Y

<uz>n. Se continda planteando la tarea T3 Y Se utiliza la técnica tms, para resolverla.
También se presenta la tarea Tm4 para los demas objetos.

Para algunos alumnos, la diferencia importante entre los mensajes se debe a un error en el

conteo de miniclavos.

La maestra propone una tarea nueva con el objetivo de provocar el uso y repaso de
conocimientos anteriores relativos a las operaciones con nimeros naturales: algoritmo de
la multiplicacidn, revision del sentido y del céalculo de la sustraccidn, aplicaciéon a una

situacion nueva y diferente del sentido de la division.

T.s = Transformar un mensaje de modo que haya el menor ndmero posible de

miniclavos.
Las técnicas utilizadas son muy parecidas:

Tms1 = Reemplazar los miniclavos por clavos grandes y luego si sobran suficientes,

sustituirlos por medianos y, si vuelven a sobrar suficientes, reemplazarlos por pequefios.

Tmsi” = Reemplazar los miniclavos por clavos medianos y, si sobran suficientes,

reemplazarlos por pequefios.
Ademaés, se propone la tarea:
T,,s = Verificar si los calculos hechos en T,,5 son correctos.

Para ello utilizan la técnica tm3a.

Séptima sesion

Ejercicios de conversiones: Transformacion de mensajes

Los alumnos deben transformar los mensajes de modo que se utilice el menor nimero

posible de miniclavos.
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Se continda con el estudio de los mensajes relativos a los otros objetos pesados en las

sesiones anteriores.

S(PY-»>MS(P) — | <uy,...,Us>y = <U>N |—=  <up>pt

Esta sesion se enmarca dentro de las praxeologias intermedias <ui, Uy Uz Ug Us>n, Y
<up>y Y se plantea de nuevo una tarea analoga a Ty,s Y para ello los alumnos utilizan

Tms1 Pero de dos maneras diferentes:
Tmsi1 = Realizando un encuadramiento mediante productos sucesivos.

Asi por ejemplo: un clavo grande = 130 miniclavos, 10 clavos grandes = 1300

miniclavos, 30 clavos grandes = (3x1300) miniclavos = 3900 miniclavos.

Por tanto, 3975 — 3900 = 75, asi tenemos que 3975 miniclavos equivale a 30 clavos
grandes y 75 miniclavos. Si continuamos reemplazando miniclavos por clavos medianos:

75 — 52 = 23, tenemos un clavo mediano mas.
Entonces el mensaje obtenido es 30 clavos grandes, 1 mediano y 23 minis.
Tmsi2 = Planteando y realizando una division.

Algunos alumnos han llevado a cabo la division de 3975 entre 130, y han obtenido como

cociente 30 y como resto 75 miniclavos.

Otros han comenzado por reemplazar primero los miniclavos por el mayor nimero de

placas, pero han utilizado los mismos procedimientos anteriores.
Se ha continuado con la tarea:
T3 = ¢ Como demostrar que dos escrituras diferentes pueden designar el mismo peso?

para el libro de historia y el plumier, y se ha utilizado la técnica T3, pero ahora de forma

mas rapida debido a las tareas Ty,s realizadas anteriormente.

Para terminar, con respecto a las diferencias que existen entre los resultados de las
pesadas y los de los célculos hechos, los alumnos convienen que las pesadas no habian
sido siempre bien realizadas (respuesta inicial a Tp4). Piensan que habrian sido

necesarios unos clavos ain més finos. Todavia no admiten bien la idea de aproximacion.
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En cuanto al desarrollo de la OD, el trabajo realizado en las sesiones tiene como objetivo

encontrar una respuesta la cuestion:
» ¢ Como demostrar que dos escrituras diferentes designan el mismo peso?

Se sigue realizando el momento de exploracion de la medida de peso, y se empieza a
vivir el momento del trabajo de la técnica, pues se propone una tarea nueva T,s, con el
objetivo de que los alumnos, después de resolverla, dominen mejor la técnica tmsz, que
es la que permite dar una respuesta adecuada a la tarea principal a resolver, Tps.
También aparece un momento de puesta en comun y de evaluacion de las técnicas

utilizadas para resolver T,s.

Por otra parte, se observa cierta autonomia por parte de los alumnos a la hora de decidir
qué técnicas utilizar para resolver la tareas propuestas, sin embargo, la técnica T3, €S
utilizada a instancias de la maestra y las actividades y los materiales y recursos son, de

nuevo, aportados por la maestra.

En resumen, diremos que los componentes de las OM utilizadas son:

oM S(P)
Objetos Los 5 tipos de u;.
Acciones Adjuntar = Poner juntos

Comparar = Con la balanza |

OM MS(P)
Objetos Las escrituras algebraicas de { uy, Uy, Us, Ug, Us} Yy de {u; }
Acciones Comparar mediante la relacion de orden (<)

Sumar medidas de peso (+)

Multiplicar un n° por una medida
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OM S(P)-MS(P)

Tipos de | Ti = Realizar con la balanza la tabla de equivalencia entre los u;.

tareas

Técnicas | tu = Manejar la balanza con cada u; y todos los demas u;.

oM <uy, ..., Us>NY <Up >N

Tipos de | Tms= Demostrar la equivalencia de escrituras.
tareas T..s = Transformar el mensaje para que haya la menor cantidad posible de cada u;.
T,.s= Verificar si T,,s esta bien realizada.

Tns = El problema del error.

Técnicas | tmsz = Realizar una tabla de equivalencia entre los u;, transformar los dos mensajes a u; y

comparar el nimero de u; que hay en ambos.
Tms1 = Reemplazar u, por us, luego por ug, etc. Utilizando las dos variantes tmsi1 Y Tmsiz

Se empieza a considerar una posible respuesta inicial a T 4.

2.3. El problema de la aditividad de la medida

Octava sesion

La suma de pesos

Material: una balanza Roberval, las cajas de clavos y las placas, y 8 objetos para pesar
(Una caja de clips, una regla, un doble decimetro, 2 cuadernos juntos, una caja de tizas,
un libro de la biblioteca, un par de tijeras, un paquete de pinturas) y hojas blancas para

los mensajes).

La clase se reparte en los equipos A, B, C, D, E, F de 4 6 5 nifios (2 grupos de 2 6 3
nifios, Aly A2, B1y B2,...)

Los grupos Aly A2, Bl y B2, etc. estan separados pero trabajan juntos en colaboracion y

van a comunicarse los resultados.

La maestra distribuye 2 ¢ 3 objetos a los grupos Al, B1, C1, D1, E1, F1, que van a
pesarlos con la ayuda de las cuatro categorias de clavos, las placas y la balanza. Después

van a indicar su peso en una hoja en blanco.
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Luego, la maestra daré estos mismos objetos a los grupos A2, B2, C2, D2, E2, F2, asi
como las balanzas. Estos grupos pesaran juntos esos objetos poniéndolos en el mismo

plato de la balanza e indicaran el peso obtenido en otra hoja en blanco.

Durante este tiempo los grupos Al, B1, C1, D1, E1, F1 calcularan en su hoja la suma de

los pesos que han escrito.

Se termina haciendo una verificacion colectiva y reflexion del modo de mostrar si esas

escrituras designan el peso de los mismos objetos.

S(P)ﬁM(S(P) — <Ug, ..,Us>n = <U>N | <Up>pt

Esta sesion se enmarca dentro de las praxeologias intermedias < Ui, Uy, U3 U Us >N Y

<up>n, aunque al principio, al utilizar la balanza para pesar los distintos objetos,

también trabajan en S(P).

Primero se plantea la tarea T, ya realizada en la tercera sesion, que consiste pesar uno o

varios objetos utilizando la balanza y las unidades {ui, U, U3 U4 Us} para después

trabajar, ya, dentro de las praxeologias intermedias realizando las tareas:
Tne = Hallar 2p;, siendo p; el peso de O;.

Ademas, se propone una tarea analoga a la tarea
T3 = Comprobar que 2p; = P(D 0),

propuesta en la 42 sesion.

Para hallar 2 p; se utiliza la técnica:

Tme = S€ suman los nimeros de cada uno de los tipos de clavos por separado, y asi se

obtiene el nimero de cada tipo de clavos que pesan todos los objetos adjuntados.
Pero aqui, para resolver las tareas del tipo Ty,3, aparece una técnica nueva:

Tm3z = Compensar en cada mensaje el menor nimero de clavos de un tipo por el mayor de
otro tipo, de manera que ambos mensaje puedan reformularse con el mismo nimero de

cada tipo de clavos salvo, si acaso, el nimero de miniclavos.

En esta sesion, se pretende poner en evidencia la equivalencia entre la adjuncién en la

praxeologia S(P) y la suma formal en la praxeologia intermedia <uj, Uy, U3 Ug, Us>N, O

mejor dicho la cuasi-equivalencia, ya que los pequefios errores de medicion, la precisién

de la balanza, etc. hacen que los dos mensajes no sean exactamente equivalentes.
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Novena sesion

Comparar la suma de los pesos de objetos con el peso global de tres objetos

Material: Las hojas de los resultados de los nifios de la sesién anterior.

Se escriben en el encerado los resultados de los grupos A1y A2 y se trata de mostrar que

ambas escrituras designan el mismo peso.

SPY->M(S(P) —| <uy,....,U>n = <U>N | = <u>pt

Esta sesién se enmarca dentro de las praxeologias intermedias <uj, Uy Us, Ug Us>N Y
<Ui>N.

Aqui se continua planteando la tarea T,z para el caso en que los mensajes correspondan a
la suma de los pesos, 2pi y al peso de los objetos juntos, P(® O;). Los alumnos, en
primer lugar, utilizan la técnica que aparecio en la sesion anterior tny33, pero hay un
momento que encuentran dicha técnica muy tediosa y se pierden, asi que recurren de
nuevo a la técnica t,32 que consiste en pasar todo a miniclavos y luego comparar el

ndmero de miniclavos.

Al final de esta sesion la maestra propone una reflexién sobre las ventajas y los

inconvenientes de las distintas estrategias utilizadas para resolver T ;.

Los alumnos han valorado las técnicas utilizadas para resolver la tarea T3 Yy hacen una
propuesta de mejora de dicha técnica: Utilizar un sistema de generadores donde cada
generador contiene al inmediatamente inferior un nimero exacto de veces. Los alumnos

piensan que esto haria mas comoda la solucion a la tarea Tyy3.

En cuanto al desarrollo de la OD, el trabajo realizado en las sesiones tiene como objetivo

encontrar la respuesta a una nueva cuestion crucial:
» ¢COmo caracterizar la adjuncién de pesos mediante la medida?
Ademas se sigue planteando la misma cuestion que en las sesiones anteriores:

» ¢Como demostrar si dos escrituras diferentes designan el mismo peso?
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Se lleva a cabo un primer encuentro con la tarea de sumar pesos y se sigue el momento
de exploracion de la medida de peso. Se continta con el trabajo de la técnica para
resolver T,; y aparece el momento de evaluacion de las técnicas utilizadas, donde
ademas los propios alumnos proponen que, para mejorar la técnica, habria que disponer
de un sistema de unidades donde cada unidad contenga a la anterior un nimero entero de

VECES.

Los alumnos son autbnomos a la hora de buscar la manera de resolver las tareas y en la
verificacion y valoracion de las posibles respuestas, hasta el punto, en este caso, de hacer
una propuesta de como modificar el sistema de unidades para que la técnica utilizada sea

méas comoda y permita dar una respuesta mas eficaz.

En resumen, diremos que los componentes de las OM utilizadas son:

OM S(P)
Objetos Los 5 tipos de u; y los 8 O; para pesar.
Acciones Adjuntar = Poner juntos

Comparar = Con la balanza |

oM MS(P)
Objetos Las escrituras algebraicas de {uy, Uy, Us, Ug, Us} Y de {u; }
Acciones Comparar mediante la relacion de orden (<)

Sumar medidas de peso (+)

Multiplicar un n° por una medida
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oM

S(P)—»>MS(P)

Tipos de
tareas

Ty = Pesar O;y (© O;) con la balanza y {us, U, Us, Ug, Us}

Técnicas

T;; = Manejar la balanza con los O; y (@ O;) y {uy, U, Us, Uy, Us}

oM

<uig, ..., Us>n Y <U1>N

Tipos de
tareas

T..;= Demostrar la equivalencia de escrituras entre Xp; y P(D O)).
Tme = Hallar 2p;.

Tns = El problema del error.

Técnicas

Tm32 = Realizar una tabla de equivalencia entre los u;, transformar los dos mensajes a u; y

comparar el nimero de u; que hay en ambos.

Tm3z = Compensar en cada mensaje el menor nimero de clavos de un tipo por el mayor de otro

tipo.
Tme = SUMar los nimeros de cada u; por separado.

La idea de aproximaciéon comienza a madurar y a ser aceptada.

Diremos, para resumir, que, en un primer momento, las técnicas se desarrollan

principalmente en S(P) y que la necesidad de MS(P) no aparece mas que como medio

para comunicar las acciones realizadas. Esta funcion de MS(P) evolucionara hasta la

construccion de una tabla de equivalencias entre los objetos de la base (equivalencias

establecidas en S(P)), lo que conducird a una ampliacion de los tipos de problemas

abordados y a un cambio radical de las técnicas, que abandonaran el sistema S(P) para

vivir en una autonomia relativa en MS(P).
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2.4. Sistemas regulares de medida con un generador: del peso al tiempo

10* Sesion

Ejercicios de transformacién en base 60

La maestra recuerda el deseo que manifestaron los alumnos en la sesién anterior, de que
cada clavo grande se pudiera reemplazar por un nimero exacto de clavos de una

categoria inferior.
La maestra propone la siguiente consigna:
“En la ferreteria, hay varias clases de clavos. Imaginemos que existen clavos que:

- El peso de un clavo grande = el peso de 60 placas

El peso de una placa = el peso de 60 clavos medianos
- El peso de un clavo mediano = el peso de 60 clavos pequefios
- El peso de un clavo pequefio = el peso de 60 miniclavos

¢Sabrias, utilizando este repertorio, comparar las escrituras que designan los pesos de dos

objetos diferentes?

Por ejemplo, comparar el peso de dos objetos A y B:

A — 3 clavos grandes, 25 medianos, 2 pequefios

B — 2 clavos grandes, 14 medianos, 3 pequefios, 5 miniclavos
¢ Cudl es el objeto mas pesado?”

Como la comparacion de las escrituras de los pesos anteriores es muy sencilla, la maestra

propone otro caso, para motivar a los alumnos a hacer calculos:
A — 2 clavos grandes, 25 medianos, 4 pequefios

B — 3 clavos grandes, 14 medianos, 3 pequefios, 5 miniclavos

S(P) - M(S(P) = <Ug,..,Us>n — <U>N |2 <Up>pt

Esta sesion se enmarca dentro de las praxeologias intermedias <ui, Uy Uz Us Us>N Y
<u; >y. Ademas, ahora cada u; contiene un numero exacto de veces a u; -1 (Por ello, en

este caso, U= 60 uj.q, parai=2,3,4y5)

La tarea que se propone sigue siendo Ty,3. Los alumnos utilizan la siguiente técnica:
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Tmas = Comparar el nimero de clavos de cada clase empezando por las de mayor
categoria, si se cumple que para las unidades de mayor categoria el nimero de clavos es
mayor en uno de los mensajes, se pasa a la siguiente y si se continua produciendo lo
mismo, se pasa a la siguiente. Si nos encontramos con un caso que no sucede de esta
manera, transformamos una unidad en 60 unidades de la categoria inferior, y asi hasta
conseguir que todas las categorias de clavos sean mayores en uno de los mensajes.

Pero esta técnica que sirve para el primer caso propuesto en esta sesion, sin embargo no

sirve para el segundo caso.

La maestra propone utilizar la técnica tms2, que consiste en pasarlo todo a miniclavos
paso a paso, para realizar una correccion con toda la clase en el encerado. De este modo,

todo se reduce a comparar el nimero de miniclavos de cada escritura.

Para terminar la sesion, la maestra propone evaluar cada una de las técnicas utilizadas y
se acuerda que, dependiendo de las escrituras que haya que comparar, serd mejor utilizar
una técnica u otra. Asi, en el primer ejemplo propuesto en esta sesion, era mas interesante

utilizar la técnica tm34, pero en el segundo caso resulta mejor utilizar tpy3,.

Segun la maestra, la eleccion del sistema de generadores no ha simplificado mucho las
estrategias, sin embargo los nifios se han dado cuenta de que los céalculos son mas
sencillos y rapidos. So6lo se necesita saber que cada unidad es 60 veces mayor que la que
le sigue. Dicha eleccién ha sido arbitraria, pero se ha utilizado para que posteriormente
los alumnos puedan ver su aplicacién en el sistema sexagesimal. Por ello, las dos sesiones

siguientes se han dedicado a trabajar sobre las unidades de tiempo.

11% y 12% Sesiones

Calculo con nimeros sexagesimales

Estas dos sesiones se dedican a actividades que son consideradas por los nifios mas como

un juego que como una actividad de ensefianza.
Ejercicios para:
- Aprender a leer la hora en un reloj de pared.

- Saber a qué hora terminara la actividad, sabiendo qué hora es y la duracion en minutos

de la actividad.

- Saber a qué hora ha empezado la actividad, si sabemos qué hora es y cuanto ha durado

la actividad.

- Evaluar la duracidn de una actividad dada sin mirar el reloj.
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Una vez que los alumnos conocen que 1 hora equivale a 60 minutos y que 1 minuto a 60
segundos, se plantean ejercicios de calculo con los nimeros sexagesimales como los

siguientes:
- Dadas dos duraciones en horas, minutos y segundos, se pide compararlas.

- Dadas dos duraciones, compararlas.

Pasar una duracion en segundos a minutos y horas.

- Sumar o restar dos duraciones dadas, multiplicacion de una duracién por un ndmero

natural e incluso una divisién de una duracién por un natural.

S(TM)->M(S(T) — <seg, min, hora>y

Esta sesion se enmarca en la praxeologia <seg, min, hora>y.

Aqui, los objetos S(T) = {las duraciones en realizar una actividad determinada}. Existe

un instrumento para medir el tiempo que es | = {el reloj de pared}.

Las tareas que se proponen consisten en:

Leer la hora en el reloj de pared.
Comparar dos duraciones y calcular su diferencia.

Cambiar las unidades de tiempo con las que se expresa una duracion

determinada.
Evaluar la duracion de algunas actividades.

Realizar calculos con los nimeros escritos en el sistema sexagesimal: sumar y

restar tiempos, multiplicacién por un natural y division por un natural.

La autora sefiala que estas actividades son una buena ocasién para abordar el problema de

las llevadas y dar sentido a un mecanismo que se presenta desprovisto de significado, y

para hacer notar que este sistema es diferente al sistema de base 10.

En cuanto al desarrollo de la OD, el trabajo realizado en la sesidn 10 tiene como objetivo

seguir planteando la cuestion:

» ¢Como demostrar que dos escrituras diferentes designan el mismo peso?

Pero se propone hacerlo con un sistema de unidades donde cada unidad contiene a la

anterior un nimero entero de veces, es decir, con un sistema regular.
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Se continta con el momento del trabajo de la técnica para resolver T,; y en la
correccion colectiva se presenta un momento de evaluacion de las técnicas utilizadas.
Aqui los alumnos se dan cuenta de que los calculos con el nuevo sistema de unidades

son mucho mas sencillos y rapidos.

Los alumnos son autonomos a la hora de buscar la manera de resolver la tarea con el
nuevo sistema. Pero es la maestra la que sigue proporcionando a los alumnos tanto la

actividad a resolver como los recursos a utilizar.

En resumen, diremos que los componentes de las OM en torno a la medida de peso que se

utilizan son:
oM MS(P)
Objetos Las escrituras algebraicas de {ug, U,, Uz, Uy, Us}y de {u;}
Acciones Comparar mediante la relacion de orden <
Sumar medidas de peso +
Multiplicar un n® por una medida
oM <Ug, ..., Us>N Y <U1>N

Tipos de | Twms =Demostrar la equivalencia de escrituras.

tareas

Técnicas | tms2 = Utilizar la tabla de equivalencia entre los u;, transformar los dos mensajes a u; y

comparar el nimero de u; que hay en ambos.

Tm34 = Comparar el n° de clavos de cada clase empezando por los de mayor categoria, y asi

hasta conseguir que en todas las categorias los nimeros sean mayores en uno de los mensajes.

En cuanto a la OD de la medida del tiempo, es considerada por la maestra mas como un
juego que como una actividad de ensefianza. Es la maestra la que va proponiendo
distintas cuestiones relativas a la medida del tiempo, a la vez que se van realizando

diferentes actividades como lectura, estar en silencio o en calma, etc. Los alumnos
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realizan ejercicios de célculo de nimeros-medida del tiempo propuestos por la maestra.

Podemos suponer gque en estas sesiones se realiza el momento exploratorio y un breve

trabajo de la técnica aungue no se especifica qué técnicas son utilizadas.

OM S(P)
Objetos Tiempo que se tarda en la lectura de un texto,
tiempo que se tarda en realizar una accién.
Acciones Leer la hora en el reloj.
Adjuntar = Realizar a continuacion
Comparar = Con el reloj
OM MS(P)
Objetos Las escrituras algebraicas de {seg, min, hora}
Acciones Comparar periodos de tiempo mediante la relacién de orden (<)
Sumar medidas de tiempo (+)
Multiplicar una medida de tiempo por un nimero
oM Tipos de tareas Técnicas
S(P)— | Leer la hora en el reloj La técnica utilizada es casi “natural” y
espontanea.
MS(P) P
<seg, Estimar la duracién de algunas actividades
min, Comparacion de dos duraciones y calculo de
hora>y

su diferencia

Conversion de medidas dadas en unas

unidades a otras unidades

Realizar célculos con los nlmeros

sexagesimales: sumar y restar tiempos,

multiplicacién por un n° natural y divisién por

un n° natural

Durante estas dos sesiones no se especifican las
técnicas utilizadas por los alumnos para resolver

las tareas propuestas por la maestra
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2.5. Sistemas legales de medida

13" Sesion

Las unidades legales de peso

Material:

2 cajas de pesos de laton que cada una contiene:

1 peso de 500 gramos 2 pesos de 10 gramos
1 peso de 200 gramos 1 peso de 5 gramos

2 pesos de 100 gramos 2 pesos de 2 gramos
1 peso de 50 gramos 1 peso de 1 gramo

1 peso de 20 gramos
y un peso de hierro fundido de 1 kg

La maestra recuerda a los alumnos las actividades realizadas con los clavos en las
sesiones anteriores y les pregunta si los comerciantes del mercado también utilizan clavos

para pesar en la balanza.
A continuacion les presenta el material de las cajas y les da la consigna siguiente:

“He puesto un objeto A en uno de los platos de la balanza. En el otro, he puesto un peso
de 500 g, un peso de 200 g, un peso de 100 g, un peso de 20 g y un peso de 10 g. La

balanza esta en equilibrio.

Luego, he pesado un objeto B que ha sido equilibrado con un peso de 500 g, 2 pesos de
200 g y un peso de 5 g. ¢Cual es el peso de A? ;Cudl es el peso de B? ;Cual es el peso

total de los dos objetos A y B, juntos?”

Al final la maestra realiza una institucionalizacién de las unidades legales de peso.

S(P)— MS(P) — | <kg, 500 g, 200 g, 100 g, 50 g, 209,109,509, 29, g>n = <g>n

Esta sesién se encuadra dentro de las praxeologias intermedias <kg, 500 g, 200 g, 100 g,
500,209,109,50,29,9>nY <g>nY el tipo de tareas y técnicas que se aparecen

son:

La tarea Ty, para los objetos A y B, por separado, y luego para los dos objetos juntos.
Para ello se utiliza la técnica analoga tm1 que consiste en traducir todo a la unidad mas

pequefia que es el g y sumar los nimeros obtenidos.

342



Codeterminacion entre lo Matematico y lo Didactico en la Medida de Magnitudes Continuas

Otra tarea que se propone es T3 para tres escrituras que designan la suma de los pesos de
Ay de B. Para realizar esta tarea se utiliza una técnica analoga a tm32, transformando
todo en gramos y haciendo los calculos numéricos necesarios para obtener el niamero
total de gramos vy, al final, comparar el nimero de gramos obtenido en cada caso. La
autora resalta que los alumnos han realizado esta tarea con mucha facilidad, sobre todo si
comparamos con las dificultades que tenian en la 5% y 62 sesiones. Los alumnos se han
percibido de esta facilidad y la atribuyen a que todos los pesos son expresados en la

misma unidad y que son multiplos los unos de los otros.

Para terminar la sesion, la maestra realiza una institucionalizacion de la unidades legales
de peso, indicando su nombre, la manera habitual de expresarlas brevemente y la relacion
entre las diferentes unidades. Aqui los alumnos se dan cuenta del parecido con el Sistema
de Numeracion habitual de base 10. La familiarizacion con estas unidades se realizara en

las siguientes sesiones.

14? sesion

Ejercicios de conversion con las unidades legales de peso

Se proponen a los alumnos ejercicios de calculo rapido con el fin de que se familiaricen
con el vocabulario y las relaciones entre las diferentes unidades de peso introducidas en
la sesion anterior. Los ejercicios son corregidos de forma colectiva en el encerado.

También la maestra propone un problema analogo al presentado en la sesi6n anterior.

La maestra da la ocasion a los alumnos de poder volver a reutilizar las nociones de doble

y de mitad (1/2), en un dominio diferente al que habian sido introducidas.

Al final de la sesidn, la autora expone una muestra de ejercicios de conversiones de las
medidas de tiempo y de peso, que han sido propuestos a los alumnos de forma regular al
principio de las sesiones durante 10 minutos. Los ejercicios eran escritos en el encerado

(2 6 3 por dia) y los alumnos debian realizarlo en su cuaderno. Luego eran corregidos.

S(P)=>M(S(P) —| <Kkg, hg, dag, a>nri1 = <O>n 2 <g>p+

Esta sesion se encuadra entre las praxeologias <kg, hg, dag, g>npi2; = <g>n. Los tipos

de tareas y las técnicas que aparecen son:
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Tareas de conversion de una escritura dada en diferentes unidades a una escritura
expresada solo en gramos, es decir, de paso de la praxeologia <kg, hg, dag, g>npi2; @ la
praxeologia <g >\. También se proponen tareas de comparacion de pesos analogas a T3
y de calculos de sumas analogas a Tme €n <kg, hg, dag, g>nyi2y luego su transformacion

dentro de <g >.

Las técnicas utilizadas por los alumnos se realizan en <kg, hg, dag, g>npi2; como cuando
utilizan tm34 para comparar las escrituras de los pesos de dos objetos, y van comparando
los pesos categoria por categoria. También resuelven las tareas en <g >y como cuando
para comparar dichas escrituras, utilizan una técnica analoga tms:, donde primero
transforman todas las unidades a gramos y luego suman el total de gramos de cada

escritura y terminan comparando los nimeros totales de gramos.

En cuanto a los ejercicios de entrenamiento propuestos por la maestra, diremos que son

tareas de transicion de una praxeologia intermedia a otra.

La OD que se desarrolla en estas dos sesiones sigue teniendo como objetivo dar una

respuesta eficaz a la cuestion:
» ¢Como demostrar si dos escrituras diferentes designan el mismo peso?

Las tareas son propuestas por la maestra y pretenden que los alumnos descubran las
facilidades de calculo que aporta un sistema de unidades donde cada unidad contiene a la
anterior un namero entero de veces. Se sigue realizando el trabajo de la técnica y se

produce el momento de la evaluacion y de la institucionalizacion de las unidades legales.

OM MS(P)

Objetos Las escrituras algebraicas de {kg, 500 g, 200 g, 1009,509,209,109,59,29,9 },

de {kg, hg, dag, g} y de {g}

Acciones Comparar pesos mediante la relacion de orden (<)
Sumar medidas de peso (+)

Multiplicar un n® por una medida
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oM

<kg, 500 g, 200 g, 100 g, 50 9, 20 9,10 9, 5 9, 2 9, g>n — <Kkg, hg, dag, g>npiz; = <9 >n

Tipos de tareas

T = Expresar p(O;) en funcion de {kg, 500 g, 200 g, 100 g, 50¢g, 209,109, 54, 29, 9}.
T,3= Demostrar la equivalencia de escrituras.

Tne = Hallar 2p;.

Técnicas

Tm1= Escribir el n° de cada unidad, traducirlo todo a g, y calcular el n° total de g.
Tmaz = Transformar los dos mensajes a g y comparar el nimero de g que hay en ambos.

Tm3s = Comparar el n° de clavos de cada clase empezando por los de mayor categoria, y

asi hasta conseguir que todas las categorias sean mayores en uno de los mensajes.

Tme = SUmar los numeros de cada unidad por separado y aplicar ty;.

2.6. El problema del peso del recipiente vacio

15" y 16 Sesiones

Encontrar el peso de un recipiente vacio

Material: una balanza Roberval, un cubo lleno de agua, un recipiente vacio ligero de
plastico (de alrededor de 60 g) (un recipiente de helado comprado en el comercio), una

caja de pesos de laton, un vaso.

Preparacion de la clase: Antes de la leccion, la maestra ha preparado una tabla como la

siguiente:
Célculos sobre los pesos N° de vasos Peso Explicacion | Previsiones
de agua: total esquema
100 ¢ 109 1lg Total
hg dag g
1 1
2 2
3 3

El material queda a disposicion de los alumnos. En una mesa, delante de los alumnos, la
maestra ha colocado: la balanza y los pesos, el recipiente plastico y el vaso; y en el suelo,

un cubo lleno de agua.
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Desarrollo:
Primera etapa

Consigna: “Tenéis que adivinar el peso de un recipiente con agua”. La maestra toma el

recipiente vacio y el vaso, que llena de agua. Vacia el agua del vaso en el recipiente.

“Vamos a pesar el recipiente. ¢(Qué peso pensdis que vamos a encontrar? Escribid

vuestra prevision en el cuaderno”

Cada nifio hace una prevision y luego se hace una verificaciéon con la balanza ante toda la

clase y se indican las cantidades de cada peso en la tabla siguiente:

Caélculo sobre las pesas
100 ¢ 10g 1lg Total
hg dag g
2 2 8 228 ¢

La maestra escribe 228 g y pregunta: “;Quién ha encontrado el valor exacto?”. “;Quién
ha encontrado mas? ¢Quién ha encontrado menos?”, y escribe ella misma los valores
dados por los nifios en la parte derecha de la pizarra: “previsiones”, linea 1, en un orden

creciente, asi como el nimero de nifios que han previsto estos valores.

““¢ Quién habia previsto entre 80 g y 125 g?”* (5 nifios).

“¢Quién habia previsto entre 125 g y 450 g?” (2 nifios) ..

Los nifios se han sorprendido ya que ellos han dado un nimero al azar en su estimacion.
Segunda etapa

Esta segunda etapa se desarrolla como la primera: la maestra llena de nuevo el vaso (es
necesario que esté bien lleno) y lo vacia en el recipiente que contiene adn el primer vaso

de agua.

Consigna: “¢Qué peso prevéis ahora para el recipiente? Anotad este peso en vuestro

cuaderno”.

Se recogen las estimaciones y luego se hace una verificacion ante toda la clase.

Calculo sobre las pesas
100 g 109 1lg Total
hg dag g
2 2 8 228 ¢
3 8 3 383¢

Tercera etapa
El desarrollo es el mismo que el de la segunda etapa:
a) La maestra vierte un tercer vaso de agua en el recipiente.

b)Los nifios hacen previsiones que se recogen en la parte derecha de la pizarra (linea 3).
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c)Se hace una verificacion de la pesada
Cuarta etapa
a) La maestra vierte un cuarto vaso de agua en el recipiente.

b) Los nifios hacen previsiones escritas que se recogen en la tabla, se hace un debate y se
permite que aquellos que lo deseen puedan rectificar sus previsiones. Después se hace la

verificacién ante todos con la balanza.
Quinta etapa: Prevision del peso del recipiente vacio

a)La maestra propone en primer lugar vaciar un quinto vaso para los nifios que deseen

utilizar el método enunciado anteriormente por sus compafieros... (mismo proceso)
b) “Ahora, voy a vaciar el agua y a pesar el recipiente. ;Qué es lo que voy a encontrar?”
Los nifios hacen su prevision sobre su cuaderno.

Pero el recipiente no se pesa: no hay verificacién en esta sesién.

16? sesion (2% parte)

Primero la maestra recoge las previsiones (peso del recipiente vacio) que los nifios habian
hecho al final de la sesion anterior.

Estas previsiones se escriben a la derecha de la pizarra. La profesora coloca una barra en

la region propuesta e indica el nimero de nifios que han previsto el mismo valor:
";Quién ha encontrado menos?"

"¢ Quién ha encontrado mas? etc."

Listado de las estrategias utilizadas por los alumnos

Los alumnos que han utilizado métodos de prevision mediante calculo los explican a los

compafieros. La maestra los enumera. Hay dos:
1. Célculo con los dos primeros nimeros obtenidos en la pesada
R: recipiente

V: vaso

383 - 228 =155 228 - 155 = 73
\ Voo \ Voo
R+2V  R+1V 1V R+lV- 1V R

La maestra escribe estas operaciones y formulas en la pizarra, sin comentarios. Los

alumnos comprenden perfectamente su sentido por las necesidades de la leccion.

2. Célculo con el primero, el segundo y el tercer nimero obtenidos por la pesada
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553 - 383 = 170 228 - 170 = 58
\ \ \ \ \ \
R+3V  R+2V 1V R+1V 1V R

Capitulo V

Los pesos son diferentes j73 g en un caso, 58 g en el otro! Los nifios quedan muy
sorprendidos y frustrados y no comprenden, sino muy progresivamente, que el calculo no
da forzosamente el valor indicado por la balanza. La maestra les pide entonces que traten
de encontrar otros métodos de célculo que permitan encontrar el peso del recipiente
vacio. Y, animandoles de este modo, proponiéndoles desafios, los lleva poco a poco a

buscar otros métodos que son elaborados en comun y anotados en la pizarra.

553 — 228 = 325
+ ¢ ¢
R+3V R+1V 2V

3. Célculo con el primer y el tercer nimero obtenido por la pesada.

Los nifios comprenden que es necesario encontrar la mitad de 325 para obtener el peso de

un vaso.

Proceden por descomposicién, pues se trata de una division por 2. No sienten la
necesidad de plantear la operacidn. Seguramente hubiera sido de otro modo si hubiera

sido necesario dividir por 3, 4, 5,...
La mitad de 300 — 150

La mitad de 20 — 10

La mitad de 5 — 2 1/2

La mitad de 325 — 162 1/2

228 - 162 1/2 = 651/2
{ { \
R+1V 1V R
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4. Otros calculos con el tercer niimero:

553 - 383 = 170 (ref. al calculo 2)
\ 2 \
R+3V R+2V 1V

3x170 = 510
\ \
v 3V

553 - 510 = 43

\ \
R+3V 3V
2x170 = 340
{ \
v 2v

5. Otros calculos con los nimeros tercero y segundo

383 1 340 1 43 L 383 — 228 = 155 (ref. al calculo 1)

N N d
R+2v. 2V R R+2V R+1V 1V

155x3 = 465
\
3V

553 - 465 = 889
\ \ \
R+3V. 3V R

Se termina la sesién con un inventario de las explicaciones sobre las desviaciones y con

un debate sobre las respuestas dadas al azar.
Los nifios comparan todos los resultados obtenidos para el peso del recipiente.
R:739,58¢9,439,651/29,43¢,88¢.

La maestra les pide explicar y dar razones de estas diferencias. Los alumnos dicen lo
siguiente:

"jla balanza no est& bien ajustada!"
"ila aguja no estaba siempre exactamente en la mitad!"
"jel vaso no estaba siempre lleno de la misma manera!"

"ilas pesadas no eran bastante precisas!"
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En el debate sobre las respuestas al azar, la maestra les propone:

“Vamos a hacer un gran nimero de pesadas (una quincena) con otro recipiente y cada

vez, haréis una prevision que puede ser:
(a) Siempre mediante el calculo, o bien
(b) Siempre al azar.

Anotaré para cada uno de vosotros las previsiones que hayais hecho. Después pesaremos
el recipiente vacio. Contaremos a continuacion el nimero de previsiones que sean las
mas precisas del peso. jAquellos cuyo nimero total de previsiones se aproximen lo méas

posible al peso habran ganado!”
““¢ Quién prevé mediante el calculo?”

“¢Quién preveé al azar?”

Los alumnos se quedan estupefactos en la clase y nadie quiere prever al azar.

SP)»R+<V>\c<R,V> — <hg,dag,g>n — <g>n |—= <g>pt

El conjunto S(P) esta formado por el recipiente y el agua contenida en vasos (completos).
Se trata de objetos reales susceptibles de ser medidos respecto de su peso. Se pueden
adjuntar varios vasos de agua y el recipiente, vertiéndolos en éste (accion de adjuntar) vy,
gracias a la balanza de Roverbal, se pueden comparar dos objetos respecto de su peso®

asi como evaluar algunos aspectos de la medicion respecto de la magnitud peso.

La modelizacion del sistema S(P) la denotaremos por R + <V>y c <R, V >y donde R es
la cantidad de magnitud peso del recipiente y V la cantidad de magnitud peso del agua
contenida en un vaso completo. En este sistema tenemos definida una suma formal asi
como el producto, por un numero entero, de la cantidad de magnitud del agua contenida
en un vaso completo. Toda cantidad de la magnitud peso usada en la praxeologia descrita
se podréa expresar, bien en la forma R + n-V (con n > 0), bien en la forma k-V (con k > 0).
Por consiguiente, la praxeologia que vamos a describir estaria estrictamente contenida en

el sistema <R,V >y.

8 En la actividad 3 de N. Brousseau (1987) aparece, en otro sistema S(P), la tarea de comparar dos objetos
respecto de su peso por medio de la balanza de Roverbal, por lo que se supone que el alumno ha
construido ya una técnica para abordar esta comparacion.
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Ademas, tenemos las praxeologias ya utilizadas en las sesiones anteriores <hg, dag, g>n
y <g>n.
En lo que sigue, usaremos la siguiente notacion:

= R:recipiente; V: vaso de agua.

= R+ n-V:recipiente con n vasos de agua.

= pg: peso del recipiente;  py: peso del agua contenida en el vaso.

= pn: peso del recipiente con n vasos de agua = pr + N- py

En estas sesiones se presentan las tareas y técnicas siguientes:

Try: Hacer una prevision de la medida concreta del peso p; del recipiente con un vaso
de agua.
Puesto que en este instante no se conoce ningun dato, lo méas que se puede hacer es

adivinar este peso:
Tri1. Dar una medida concreta al azar.

Tri2: EStimar la medida concreta por comparacion perceptiva con el peso, conocido,

de algun objeto familiar.

En este primer instante, se toma un objeto de S(P) y se pide su medida concreta en <g>y,
por lo que el sistema < R, V >y no aparece de momento. La segunda tarea es similar,
pero con dos vasos de agua:

Tri’: Hacer una prevision de la medida concreta del peso p, del recipiente con dos

vasos de agua, conocido el peso p; del recipiente con un vaso de agua.
En este instante ya conocemos un dato, que es la pesada anterior. Las técnicas de
estimacion try1 Y Tri12 VUelven a presentarse para abordar este problema. Pero aparece una
nueva técnica consistente en duplicar el peso conocido y que, como volvera a aparecer

mas adelante, la podemos formular de manera general como sigue:
Tr13: Conocido el peso p; de R +V, el peso p, = pr + N-py Sera: p,=n-p;

Como se observa, esta técnica fracasa, ya que nos daria el peso de n recipientes y del
agua contenida en n vasos. Sin embargo, a medida que crece n (se afiaden mas vasos),
este error es cada vez menos significativo, de manera que el valor obtenido por esta

técnica puede ser admitido como un posible peso del R + n:V dentro de un margen de
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error aceptable (si n “mucho mayor que” 1) y dificilmente disociable de otros errores. Sin
embargo, aun cuando las demas causas de error son formuladas méas adelante, ésta se deja

de lado incluso cuando se propone determinar el pesode R + 15 V.

Hasta este instante, hemos formulado dos tareas similares; en la primera, la ausencia total
de datos obligaba a la estimacion del resultado y, en la segunda, la insuficiencia de datos
también nos llevaba, bien a conjeturar el resultado, bien a movilizar una técnica que
fracasa. Las tareas que aparecen a continuacion son, en esencia, similares, pero con la
particularidad de que ya conocemos datos suficientes para poner en préctica técnicas
efectivas de resolucion. De manera general, las podemos formular como sigue:

Try”: Hacer una previsién del peso p, de R + n-V (n > 2), conocido el peso p; de R + i-V

conl<i<n-1
En la 152 sesion se sigue un riguroso orden, planteandose para R + 3V, luego para R + 4V,
para acabar en R + 5V, aunque, como ya hemos comentado, luego también se plantea el
caso de R + 15V. Ademas de las técnicas anteriores, la presencia de los datos relativos a
los dos casos inmediatamente anteriores nos permite poner en funcionamiento una nueva
técnica:

Trugt Puesto que p,_; corresponde al pesode R+ (n—-1)Vyp,,alde R+ (n-2)V, la

diferencia entre ambos nos dara como resultado el peso de:

[R+(n-1)V]-[R+ (n-2)V]=V,estoes, py.

Por lo tanto: p,=prat pv (yaqueR+(n-1)V+V=R+nV).

Hemos denotado las sucesivas tareas con los mismos subindices, ya que cada una supone
una evolucion de la anterior, en el sentido en que posibilita la creacion de nuevas
técnicas, hasta llegar a Tg;” que da lugar a la “técnica candnica” para esta Organizacion
Matematica puntual.

Es importante sefialar que, hasta la técnica try3, €l trabajo se ha realizado basicamente en
<g>n, puesto que se han manejado datos relativos a medidas en gramos de distintos
objetos. Sin embargo, para poner en marcha la técnica try3 €S necesario un trabajo dentro

de la praxeologia <R, V >\ en un doble sentido:

(a) Por un lado, este trabajo en < R, V >y crea la técnica, ya que el trabajo sobre las
escrituras R + (n — 1))V y R + (n — 2):V nos permite prever las operaciones a

realizar, en <g>y, con los datos numéricos que tenemos.
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(b) Ademas, dicho trabajo permite justificar la técnica, en el sentido de que los
datos que tenemos de las anteriores medidas no distinguen entre recipiente y vasos
y, por consiguiente, la diferencia p, — pn-1 N0S da un ndmero que, a priori, no tiene
ningun sentido para nosotros. Debemos subrayar que, como era de esperar, no son
los nifios los que movilizan por si mismos estas escrituras en < R, V >y, sino que

es la profesora la que las escribe debajo de las operaciones que realizan®.

Para cada una de estas situaciones problematicas, se plantea una validacion de la
conjetura hecha por los alumnos. Esta validacion la podemos interpretar dentro de la
praxeologia como un nuevo tipo de tareas y la técnica asociada:

Tr,: Pesar con la balanza de Roberval el recipiente con cierto nimero de vasos de

agua.

Tgy. Utilizar, por sucesivos ensayos, las pesas de g, dg y hg, hasta conseguir el

equilibrio de la balanza.
Para la validacion, cambian completamente los dos primeros sistemas. Asi, el sistema de
objetos concretos estara formado por pesas de un hectogramo, de un decagramo y de un
gramo, ademas del recipiente con los vasos de agua. Aqui aparece la praxeologia
< hg, dag, g>n. Observamos que las tablas, como la que aparece a continuacién®,
permiten la articulacion entre las tres praxeologias intermedias, evitando en este

momento™, un trabajo efectivo en S(P):

Calculo sobre las pesas

100 ¢ 10g 1lg Total
hg dag g
2 2 8 228 ¢

Una vez realizado el trabajo con el peso de hasta 5 vasos (R + 5V), el tipo de tarea

cambia:

Trs: Hacer una prevision del peso pr del recipiente, conocidos los pesos p, de R + n-V

conl<n<5b.

 “La maestra escribe estas operaciones y férmulas en la pizarra, sin comentarios. Los alumnos
comprenden perfectamente su sentido por las necesidades de la leccion.” (Brousseau, 1987, p. 67).

10 pagina 63 del texto de N. Brousseau (1987).

11 Este trabajo se ha llevado a cabo en las lecciones anteriores.
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En las sesiones se presentan hasta tres técnicas distintas, aparte de la estimacion, para
resolver esta tarea. En comin tienen el trabajo de tipo pre-algebraico realizado sobre

<R, V >\, aunque cada uno con su particularidad:

Trar: A partir de cualquier p,.1 y p, como antes, podemos obtener el peso del agua de

un vaso:
Pn = Pr-1 = Py [puesR+n-V-(R+(n-1)V)=V]
Como p, corresponde al peso de R + V, obtenemos que pr = p1 — pPv.

Trs2. COmo antes: p, — pn1 = pv Entonces, como py corresponde al peso de R + kV,

P« = Pr + kpy , de donde obtenemos que: pg = px — kpy
Tr3a: A partir de un p, y un pyy, podemos obtener que: P, — Po = Py

De donde: py = pxv /K. Por consiguiente: pr = p1 — pv.

De nuevo se observa cémo el trabajo sobre < R, V >\ es fundamental para el desarrollo y
la justificacion de estas técnicas, podriamos decir que es en este modelo donde surgen las

tecnologias algebraicas que avalan las técnicas empleadas.
Si bien el trabajo realizado en las sesiones se queda aqui, pensamos que seria interesante
proponer la siguiente tarea:

¢Como determinar el peso de la “materia” contenida en un recipiente cuando es

imposible manejarla sin recipiente (caso del agua)?

No obstante, debemos observar que, aunque el problema no se plantea en general, si que
se utilizan las técnicas descritas para determinar el peso py del agua contenida en un

vaso.

Los calculos indicados arriba llevan a diferentes valores para pg, algo que se usa para
poner en evidencia los errores que se pueden cometer en todo proceso de medicion. En

este sentido, se plantean algunas tareas:

Tr4: Dados los resultados del peso del recipiente (73g, 58g, 43g,...) ¢qué explicaciones

puedes dar a estos resultados?

Trs: ¢ Qué consecuencias tiene el error en las sumas y en los productos?

Para la primera, no vemos una técnica clara de resolucion mientras que la segunda queda,

simplemente, planteada y su resolucion seria bastante compleja (dadas dos cotas del
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error, una para cada medida, obtener a partir de ellas una cota del error para la suma y

otra para el producto).

En resumen, podemos considerar que en estas dos sesiones se lleva a cabo un proceso de
estudio de una praxeologia matematica puntual en torno al peso. Esta organizacion

puntual viene generada por una técnica que podemos describir, en general, como sigue:

1. Conocidos los pesos de ciertos objetos (del recipiente con los correspondientes
vasos de agua), manipular “algebraicamente™, en < R, V >, las simbolizaciones de
dichos objetos para determinar las operaciones a realizar en <g>y con los pesos

dados.

Esta técnica permite realizar las tareas Tgy” Yy Tgr3. Ya comentamos que se podria
formular un dltimo problema, determinar el peso del agua contenida en un vaso
(conocidos los pesos anteriores), que también se podria resolver con esta técnica. Como
se observa, esta técnica se desarrolla entre < R, V >\ y <g>n. Sin embargo, no permite
abordar las tareas Tr1 Y Tr1’ Y, de hecho, estas tareas sélo se pueden resolver mediante la
pesada efectiva en la balanza de Roverbal con pesas de gramo, decagramo y hectogramo,
lo que supone volver a la manipulacion de objetos, para pasar a la medida concreta en
<g>ny mediante una tabla que simplifica el trabajo formal en <hg, dag, g>n. La
justificacidn tecnoldgica de estas técnicas se sigue llevando a cabo, sin embargo, en las

praxeologias intermedias.

Observamos, por fin, que esta técnica se podria desarrollar para proponer una ampliacién
del campo de problemas y dar origen a nuevas técnicas. Destacamos, en particular, el
caso en que una de las praxeologias intermedias estaba generada por cinco objetos y se
trabajaba con cualquier tipo de combinacién lineal de estos generadores. Esto permitia
tanto la existencia de un campo de problemas mas amplio como el desarrollo de un

conjunto de técnicas mas potentes, flexibles e interrelacionadas.

Por todo lo anterior, parece l6gico pensar que la razon de ser de la praxeologia R + <V >y,
asi como su introduccion en este proceso de estudio, estd mas ligada a la problematica de
la funcién lineal y afin que a la Medida de Magnitudes propiamente dicha (Brousseau,
N., 1987, p.71).

La OD que se desarrolla en estas dos sesiones sigue teniendo como objetivo dar una

respuesta a la cuestion:

» ¢Cual es el peso de un recipiente vacio?
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Las tareas son propuestas por la maestra y pretenden poner en evidencia que en todo

proceso de medicion aparecen errores. La maestra se propone que sean los propios

alumnos los que planteen el problema de la aproximacion y el error en la medida, aunque

no se presente de forma clara una respuesta a este problema. En la sesién 15 se produce

un primer encuentro con la tarea de calcular el peso de un recipiente vacio y, a

continuacion, se realiza el momento exploratorio de dicha tarea, para poder vivir

posteriormente el momento del trabajo de la técnica y el de la evaluacion en la sesion 16.

Los componentes de las OM utilizadas, los podemos resumir en la siguiente tabla:

OM S(P)
Objetos El recipiente vacio, el agua contenida en vasos completos, una caja de pesos de laton.
Acciones Adjuntar = poner juntos
Comparar = Con la balanza
Evaluar las mediciones de peso realizadas
OM MS(P)
Objetos Las escrituras algebraicas de {R, V}, {hg, dag, g} y de {g}
Acciones Comparar pesos mediante la relacién de orden (<)
Sumar medidas de peso (+)
Multiplicar un n° por una medida
OM S(P)
TipOS de | Trz: Pesar con la balanza de Roberval el recipiente con cierto nimero de vasos de agua.
tareas
Técnicas | txry: Utilizar, por sucesivos ensayos, las pesas de g, dg y hg, hasta conseguir el equilibrio de la
balanza.
<R,V>y, <hg,dag,g>n y <g>n
Tareas Tr; : Hacer una prevision de la medida concreta del peso p, del recipiente con un vaso de agua
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Tri’: Hacer una prevision de la medida concreta del peso p, del recipiente con dos vasos de

agua, conocido el peso p; del recipiente con un vaso de agua

Try”: Hacer una prevision del peso p, del R + n-V (n > 2), conocido el peso p; de R + i-V con

1<i<n-1

Trs: Hacer una prevision del peso pr del recipiente, conocidos los pesos p, de R +n-V con

1<n<5.

Tra: ¢Qué explicaciones pueden darse al hecho de que se obtengan pesos significativamente

distintos (73 g, 58 g, 43 g,...) para el peso del recipiente?

Trs: ¢ Qué consecuencias tiene el error en las sumas y en los productos?

Técnicas

Tri1: Proponer una medida concreta, al azar.

Tri2: EStimar la medida concreta por comparacion perceptiva con el peso, conocido, de algin

objeto familiar.
Try3. Conocido el peso p; de R +V, el peso p, de R+ n'V serd: p,=n-p;

Trus ¢ Puesto que p,; corresponde al peso de R + (n — 1)V y p,p al de R+(n - 2)V, la

diferencia entre ambos nos dara como resultado el peso de:

[R+(n=-1)V]-[R+(n-2)V]=V,esto es, py.

Por lo tanto: p, = pn1 + pv

Tra1: A partir de cualquier p,.; y p, como antes, podemos obtener el peso del agua de un vaso:
Pn = Pn-1 = Pv

Como p; corresponde al peso de R + V, obtenemos que pr = p; — Pv-

Trsz2: Como py corresponde al peso de R + kV,

px = pr + kpv , de donde obtenemos que: pr = px — kpv

Tr3s: A partir de un p, y un p,«, podemos obtener que: p, — Pnk = Pkv

De donde: py = pv /k.

Técnica general que caracteriza la OM generada por <R, V>y : Conocidos los pesos de ciertos
objetos (del recipiente con los correspondientes vasos de agua), manipular “algebraicamente™,
en < R,V >y, las simbolizaciones de dichos objetos, para determinar las operaciones a

realizar en <g>y con los pesos dados.

No existe una técnica clara de resolucién de cada una de estas tareas sobre el error.
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2.7. Ampliacion del sistema de escalares: medir longitudes con numeros decimales

17% sesién

Las medidas de longitud: la suma
Material:
Bandas (1cm de ancho) de cartulina de 4 colores diferentes:
- 3bandas amarillas (2 juegos) de longitudes: 12 cm 7 mm, 9 cm 3 mmy 3 cm 6mm
- 3bandas verdes (2 juegos) de longitudes: 11 cm 5 mm, 8cm 7 mmy 4 cm
- 3bandas azules (2 juegos) de longitudes: 15cm 2 mm, 6 cm5 mmy 9 mm
Un doble decimetro por cada grupo de 2 nifios.
Hojas de papel blanco para anotar los resultados (una hoja por cada 2 nifios)
4 botes de pegamento.
La organizacién de la clase es la misma que la de la 82 sesion sobre la suma de pesos.

En una primera fase se pretende que los alumnos midan las bandas y realicen una

anticipacién de la escritura de la suma.

La maestra dice a los alumnos: “Voy a distribuiros 3 bandas a cada uno de los grupo
Al, B1, C1, D1, E1, F1. Debéis medir cada banda y luego indicaréis la medida en esta

hoja.”

A continuacion dice a todos: “Cuando los grupos Al, B1, C1, D1, E1, F1 hayan
terminado, daré las tres bandas a los grupos A2, B2, C2, D2, E2, F2, que deberan
pegarlas extremo con extremo en una hoja en blanco, medir la longitud total obtenida y
escribir dicha medida debajo de las bandas pegadas.” “Mientras tanto, los grupos Al,

B1, C1, D1, E1, F1 deben intentar encontrar la suma de las medidas de las 3 bandas”.

Los alumnos han entendido que lo que deberan hacer a continuacion sera comparar las

sumas encontradas y las medidas de las tres bandas pegadas extremo con extremo.

Se hace un inventario de los resultados y una comparacion de las escrituras de la suma.

Es decir, para cada grupo se escribe en el encerado:
La medida de las bandas.
El célculo de la suma.

La medida de la banda suma obtenida como resultado de pegar las bandas.

S(L) » <dm,cm,mm>y — <mm>y [ <U>p+
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En esta sesion, S(L) esta formado por las bandas de distintos colores y un instrumento
para medir longitudes: el doble-decimetro. Las bandas B; se van a adjuntar colocandolas
una a continuacion de la otra, juntando el extremo de una con el extremo de la otra. La
comparacion de bandas no se va a realizar en S(L), sino que se hara dentro de su modelo
que aqui sera, segun los casos, cualquiera de la dos praxeologias intermedias <mm>y
0 <dm, cm, mm>y. La evaluacién de las medidas de longitud también se puede hacer en

S(L), utilizando el doble-decimetro.

El modelo de S(L) sera la praxeologia <dm, cm, mm>y 0 la praxeologia <mm>y

dependiendo de los casos.
La primera tarea se propone entre S(L) y <dm, cm, mm>y y consiste en:

T;; = Medir cada banda utilizando el doble decimetro y expresar por escrito la medida.
Para resolverla se utiliza la técnica:

Ty = Se coloca cada banda encima del doble-decimetro superponiendo dos de los
extremos, y la medida nos vendra indicada por la escritura que coincide con el otro

extremo.
La siguiente tarea se realiza en <dm, cm, mm>y Yy consiste en:
Twme = Hallar 2|;
Siendo I; la longitud de cada banda B;. Para resolverla se utiliza la técnica:

Tme = S€ Suman los nimeros de cada categoria y se obtienen 10 0 mas de una categoria

determinada, se afiade una unidad a la categoria superior.

Otra tarea que se propone dentro de <dm, cm, mm>y 0 de <mm>y consiste en:
Tz = Comprobar que Xl =1 (@ B)

Para ello se utilizan las técnicas

Tm3s = Ir comparando los nimeros de cada categoria, empezando por los de mayor
categoria, si son iguales se pasa a los de categoria inferior inmediata, y asi hasta

llegar a los de la categoria inferior.

Tm3s = Pasar todo a la categoria més pequefia y comparar los nimeros

Si los alumnos hubiesen querido verificar los resultados tendrian que volver a realizar la

tarea Ty, utilizando de nuevo el doble-decimetro.
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18" Sesion
Las medidas de longitud: introduccién de la coma

Se retoma la actividad de la suma de longitudes y se analizan los resultados de los
grupos que todavia no se habian evaluado. Después de haber comparado diferentes
escrituras, la maestra propone la longitud de una banda nueva pero utilizando sélo una
unidad. Después de analizar las posibles respuestas de los alumnos, la maestra muestra
a los alumnos cémo escribir una medida de longitud, con una sola unidad, utilizando la

coma.

S(L) —» |<m,dm,cm,mm>y — <mm>y — <u>p+

Donde u puede ser cm, dm, mm 6 m.

Las tareas y técnicas se desarrollan entre las tres praxeologias intermedias indicadas en

el esquema.

Se sigue planteando la tarea de comparar la suma de las medidas de las longitudes de tres
bandas con la medida de la longitud de la banda que se obtiene al adjuntar las tres
bandas, o sea, Tms. A partir del trabajo de comparacion de estas escrituras surge una
nueva tarea, propuesta por la maestra:
Tz = Escribir una medida de longitud utilizando s6lo una categoria cualquiera de los
generadores.
Esta tarea es la que va a provocar la necesidad de ampliar el conjunto de escalares, es
decir, al reducir el conjunto de generadores vamos a necesitar ampliar el conjunto de

escalares, de NaD".

Para resolver dicha tarea, que en el primer caso consiste en escribir la longitud de una
banda de 2dm 5mm, utilizando s6lo como unidad el decimetro, los alumnos expresan el

resultado mediante tres notaciones diferentes:

e 2dm5
e 2dmO05
e 2dm50
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Para comprobar cual de ellas es la correcta, los alumnos convierten la escritura a
milimetros, y convienen que como 2dm 5mm = 205mm = 2dm Ocm 5mm, la escritura

correcta es 2dm 05.

Pero para poder realizar esta tarea sin problemas de ambigledad, la maestra propone
utilizar la coma, es decir, en este caso, propone escribir 2dm 5mm como 2,05dm, o
también dm: 2,05. La unidad se escribe al principio o al final y la coma indica la

categoria de la unidad.
La maestra muestra una manera eficaz de realizar dicha tarea:

Tm7 = Se escriben todos los nimeros correspondientes a cada unidad o generador en el
orden de mayor a menor, de izquierda a derecha, si algin generador o unidad no
aparece, se coloca un cero en dicho lugar, luego se indica, al principio o al final de la
escritura, la unidad en que viene expresada dicha medida, y por Gltimo, se pone una

coma detrés de la cifra que corresponde a dicha unidad.

197,207 21% y 22* Sesiones
Escritura de las medidas decimales de longitudes y de pesos

La maestra recuerda lo que han aprendido hasta el momento, y los alumnos recuerdan
cdémo habian empezado a utilizar la coma para expresar una medida en una sola unidad.
La maestra vuelve a proponer ejercicios de escritura de medidas utilizando sélo una
unidad cualquiera, primero lo hace para medidas de longitud y luego para medidas de
peso. En la sesion 19 introduce los multiplos del metro. La 202 sesion transcurre con
gjercicios de transformacién de escrituras de medidas de longitud y de peso en
diferentes unidades, a escrituras de dichas medidas en una sola unidad. En la 212 sesién
se continta con ejercicios del mismo tipo, y la maestra termina dando informacion
sobre las diferentes unidades de longitud y de peso, por ejemplo, para el peso introduce
el quintal y la tonelada. Luego propone algunos ejercicios para que se familiaricen con
el vocabulario, con las relaciones entre las unidades y el paso de una unidad a otra. En

la 222 sesion, la maestra sigue con la correccion de ejercicios del mismo tipo

S(L)-»MS(L)— | <km, hm, dam, m, dm, cm, mm>y = <u>p+

Donde u puede ser km, hm, dam, m, dm, cm, 6 mm.
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S(P)—»MS(P) - <t q, kg, hg, dag, g, dg, cg, mg>y — <u>p+

Donde u puede ser t, g, kg, hg, dag, g, dg, cg, 6 mg.

En estas sesiones, se realiza el trabajo con las magnitudes longitud y peso y las tareas y
las técnicas se desarrollan dentro de las dos praxeologias intermedias sefialadas en

ambos esquemas, Yy en el paso de una a otra.

Las tareas propuestas son siempre del tipo Ty7 Yy son resueltas utilizando una técnica
anéloga a tn7. Para poder realizar estas tareas es necesario conocer las distintas unidades

de cada magnitud, las relaciones entre dichas unidades y saber pasar de una unidad a otra.

En cuanto al desarrollo de la OD, el trabajo realizado en las sesiones tiene como objetivo

encontrar una respuesta a la cuestion:
» ¢Como caracterizar la adjuncion de longitudes mediante la medida?
Ademas se sigue planteando la misma cuestion que en las sesiones anteriores:
» ¢Como demostrar si dos escrituras diferentes designan la misma longitud?

Se lleva a cabo un primer encuentro con la tarea de sumar longitudes y se sigue con el
momento de exploracion de la medida de longitud. Se continGa con el trabajo de la

técnica para resolver Ty,3 Y aparece el momento de evaluacion de las técnicas utilizadas.

La maestra propone una tarea, Ty,7 que pretende provocar en los alumnos la necesidad de
ampliar el campo de escalares de N a Q", aunque la propuesta de utilizar los nimeros
con coma es realizada de forma explicita por la maestra. En las sesiones 19, 20, 21y 22
se realiza el momento del trabajo de la técnica que resuelve Ty,; tanto para la longitud
como para el peso. En la sesiones 19 y 21 se lleva a cabo una institucionalizacion de las

unidades legales y su relacion entre ellas, tanto para la longitud como para el peso.

Los alumnos disponen de cierta autonomia a la hora de buscar la manera de resolver las

tareas.

En resumen, diremos que los componentes de las OM utilizadas son:
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OM S(L)
Objetos Las bandas de distintos colores.
Acciones Adjuntar = poner a continuacion juntando un extremo con otro
Comparar = Con el doble decimetro
OM MS(L)
Objetos Las escrituras algebraicas de {dm, cm, mm} y de {mm}
Acciones Comparar longitudes mediante la relacion de orden (<)
Sumar medidas de longitud (+)
Multiplicar un n° por una medida
oM S(P) - MS(P)
Tareas |Ti = Medir cada banda utilizando el doble decimetro y expresar por escrito la medida.
Técnicas | ti = Se coloca cada banda encima del doble-decimetro superponiendo dos de los extremos, y
la medida nos vendra indicada por la escritura que coincide con el otro extremo
oM <Uy, ..., Us>n Y <Ui>N
Tareas | Tws=Hallar Xl siendo I; la longitud de cada banda B;.
T3 = Comprobar siYi; = L(® B)).
T,y = Escribir una medida de longitud utilizando sélo una categoria cualquiera de los
generadores.
Técnicas | tme = Se suman los nimeros de cada categoria y si se obtienen 10 o mas de una categoria

determinada se afiade una unidad a la categoria superior.

Tmss4 = Ir comparando los nimeros de cada categoria, empezando por los de mayor
categoria, si son iguales se pasa a los de categoria inferior, y asi hasta llegar a los méas

pequefios.

Tmaz = Pasar todas las medidas a la categoria méas pequefia y comparar los nimeros.
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Tm7 = Se escribe todos los nimeros correspondientes a cada unidad o generador en el orden
de mayor a menor, de izquierda a derecha, si algin generador o unidad no aparece, se
coloca un cero en dicho lugar. Luego se indica, al principio o al final de la escritura, la
unidad en que viene expresada dicha medida y, por ultimo, se pone una coma detras de la

cifra que corresponde a dicha unidad.

2.8. El problema de la comparacion de medidas decimales

23% 24" y 25" sesiones

Comparacién de las medidas decimales

En la sesién 23, la maestra propone realizar la comparacion de dos escrituras de
medidas decimales. Después verifican si la respuesta es correcta. En la sesion 24,
propone ordenar de la més pequefia a la mayor un conjunto de medidas decimales. Se
trata de que los alumnos construyan una técnica que les permita una ordenacion rapida
de varias medidas decimales. En la sesién 25, la maestra propone una carrera para
comparar varias medidas decimales utilizando la técnica que ellos prefieran. Para
terminar propone ordenar diferentes medidas decimales que estan expresadas en
diferentes unidades, con el fin de que los nifios entiendan bien que una medida esta
compuesta de un nimero y de una unidad.

S(L) » MS(L) -  <km, hm, dam, m, dm, cm, mm>\ —» <u>p+

Aqui u puede ser km, hm, dam, m, dm, cm 6 mm.

S(P) - MS(P) - <t, q, kg, hg, dag, g, dg, cg, mg>y — <u>p+

Aqui u puede ser t, q, kg, hg, dag, g, dg, cg 6 mg.

En estas sesiones se sigue trabajando con las magnitudes longitud y peso. Se realiza el
estudio dentro de las dos praxeologias intermedias indicadas, y cuando se quiere realizar
una verificacion de los resultados obtenidos, se acude en alguna ocasion a la praxeologia
inicial S(L) para verificar si la comparacion ha sido bien realizada. Las tareas y técnicas

se desarrollan en la transicion de la praxeologia intermedia de varios generadores que
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tiene como conjunto de escalares N, a la praxeologia intermedia de un solo generador,
ampliando el conjunto de escalares de N a D",
La principal tarea que se propone en esta sesion consiste en:

T, = Dadas dos 0 mas escrituras de medidas decimales, compararlas y ordenarlas.

En un primer momento esta tarea se propone cuando las medidas decimales vienen
expresadas en la misma unidad y, posteriormente (en la 252 sesion), las medidas

decimales vendran expresadas en diferentes unidades.
Para resolver esta tarea se utilizan varias técnicas:

Tms1 = Descomponer una medida, expresada en una sola unidad, en cada una de las
unidades que contiene, y luego ir comparando el nimero de cada categoria empezando

por la de mayor valor.
Tmsz = Transformar la medida en la unidad més pequefa.

Debido a que algunos nifios tienen dificultades para transformar las escrituras, la maestra

les propone utilizar la tabla de medidas siguiente:

kg | hg |dag | g dg | cg | mg

Los alumnos encuentran que dicha tabla es til, porque les ayuda a no equivocarse. Asi

tendremos otra técnica posible:
Tmss = Transformar la medida en la unidad mas pequefia, utilizando la tabla anterior.

Otra de las tareas propuesta es verificar si la comparacion y ordenacion realizada es

correcta, para ello algunos alumnos proponen la tarea:

T;, = Dadas las escrituras a comparar, dibujar los segmentos de longitud

correspondientes y luego compararlas y ordenarlas.
y para ello utilizan la técnica:

T = Utilizar el doble-decimetro o superponiéndolos, haciendo coincidir dos de los
extremos y observando, si los otros dos coinciden o no, si no coinciden, el segmento

que sobresale es mayor.

Pero esta técnica que se desarrolla dentro de S(L), enseguida se muestra poco eficaz,

sobre todo si las medidas dadas son grandes. También para la verificacion, la mayor parte
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de los alumnos proponen utilizar Tms: 0 Tmss Y algunos utilizan tnyg;, aunque no sin

dificultades.

En la sesion 25, la maestra quiere que los alumnos utilicen una técnica mas rapida como
técnica de comparacion de medidas decimales, o sea, que utilicen tp,s;, la comparacion de
las cifras categoria por categoria. Para ello, propone una carrera de velocidad para

ordenar diversas medidas decimales.

En concreto la maestra propone realizar la siguiente tarea:

Twms’ = Realizar T, pero en el menor tiempo posible.

El objetivo es conseguir que los alumnos descubran que la técnica t.,g1 €S la mas rapida,

ya que aquellos que la utilicen ganaran.

Por ultimo, la maestra propone la tarea Trs para medidas decimales dadas en diferentes
unidades, con el objetivo de conseguir que los alumnos caigan en la cuenta de que una

medida esta compuesta de un nimero y una unidad.

En cuanto al desarrollo de la OD, el trabajo realizado en las sesiones tiene como objetivo

encontrar una respuesta a la cuestion:

» ¢Como comparar dos 0 mas escrituras diferentes y decidir cual de ellas es
mayor, es decir, como realizar la ordenacion de dos o més escrituras de

medidas decimales?

Se lleva a cabo el momento de trabajo de la técnica para resolver T y aparece el
momento de evaluacion, para decidir cual de las técnicas utilizadas es la méas eficaz. Con
el objetivo de que sean los propios alumnos los que encuentren cual es la técnica méas
eficaz de comparacion de medidas decimales, la maestra les propone la tarea T,,s’, ya que
la técnica que consiste en comparar unidad por unidad (t,s1) €s la que permite resolver
dicha tarea de modo satisfactorio. A lo largo de las tres sesiones se trabaja con medidas

decimales de longitud y de peso.

Los alumnos disponen de bastante autonomia a la hora de buscar y encontrar las distintas
técnicas para resolver las tareas propuestas. Sin embargo, las tareas son siempre

propuestas por la maestra.

En resumen, diremos que los componentes de las OM utilizadas son:
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OM S(L)
Objetos Los dibujos de segmentos de longitud dada.
Acciones Comparar = Con el doble decimetro
Decidir el sentido de la comparacién cuando no son equivalentes
OM <km, hm, dam, m, dm, cm, mm>y y <u>p"
Objetos Las escrituras algebraicas de {km, hm, dam, m, dm, cm, mm}
y de {u} donde u puede ser km, hm, dam, m, dm, cm, 6 mm.
Acciones Comparar longitudes mediante la relacion de orden (<)
Sumar medidas de longitud (+)
Multiplicar un n° por una medida de longitud
oM <t, q, kg, hg, dag, g, dg, cg, mg>y y <u>p’
Objetos Las escrituras algebraicas de {t, g, kg, hg, dag, g, dg, cg, mg}
y de {u} donde u puede ser t, g, kg, hg, dag, g, dg, cg, mg.
Acciones Comparar peso mediante la relacion de orden (<)
Sumar medidas de peso (+)
Multiplicar un n° por una medida de peso
OM S(L) - MS(L)
Tiposde | T = Dadas varias escrituras dibujar los segmentos de longitud correspondientes para
tareas compararlas y ordenarlas.
Técnicas | 7 = Utilizar el doble-decimetro o superponiéndolos, haciendo coincidir dos de los extremos
y observando, si los otros dos coinciden o no, si no coinciden, el segmento que sobresale es
oM <km, hm, dam, m, dm, cm, mm>y y <u>p"
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Tipos de | Tms = Dadas dos o mas escrituras de medidas decimales, se trata de compararlas y
tareas ordenarlas.
T.s” = Realizar T,sen el menor tiempo posible.
Técnicas | Tmsi = Descomponer la medida, que esta expresada en una sola unidad, en cada una de las

unidades que contiene, y luego ir comparando el nimero de cada categoria empezando por

la de mayor valor.
Tms2 = Transformar la medida en la unidad més pequefia.

Tmss = Transformar la medida en la unidad mas pequefia, utilizando una tabla donde

aparecen las distintas unidades.

Los tipos de tareas y las técnicas para las medidas de peso son analogas.

La autora nos indica que, en sesiones posteriores, se prosigue el estudio de la Medida de

Magnitudes Continuas, trabajando las operaciones con las medidas decimales (la adicién,

la multiplicacién por un entero, la sustraccion). Estas actividades estan publicadas en (N

y G. Brousseau 1987) en Rationels et décimaux dans la scolarité obligatoire: activités 1,

2, 3 du module 6 y ocuparian las sesiones 26, 27, 28, 29 y 30.

3. CONCLUSION: FUNCIONES DEL MODELO EPISTEMOLOGICO DE
REFERENCIA EN TORNO A LA MEDIDA DE MAGNITUDES

En este capitulo, hemos presentado un Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER)

dinamico, constituido por la sucesion de tres tipos de organizaciones praxeoldgicas que

pueden ser interpretadas como las tres etapas en la evolucién de la actividad matematica

de construccion de la Medida de Magnitudes:

(1) Las praxeologias en torno a los objetos concretos y su manipulacion efectiva,

consideradas escolarmente como “no matematicas”: comparar el peso de dos

objetos en una balanza de Roberval, adosar o superponer dos objetos para

comparar su longitud, etc.

(2) Las praxeologias en torno a las magnitudes y a la medicion de una cantidad de

magnitud, en las que ya aparece un primer grado de formalizacion escrita al

representar la medida de unos objetos en funcion de otros. Estas praxeologias se

consideran generalmente como sé6lo “parcialmente mateméticas” puesto que no
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constituyen todavia la escritura matematica estandar de la medida. Ademas, y
dada la ausencia absoluta, dentro de la matematica escolar actual, de una teoria
matematica de las magnitudes (Bosch, 1994) es muy dificil que las tareas
involucradas en la medida efectiva de magnitudes sean consideradas

institucionalmente como tareas propiamente “matematicas”.

(3) Las praxeologias en torno a las estructuras numéricas que se utilizan en la
Medida de Magnitudes, que ya se consideran generalmente como “puramente
matematicas”, en la que las unidades elegidas son las del sistema decimal y se
tiende a un sistema con una Unica unidad como paso previo al trabajo con
numeros “abstractos” desprovistos de toda mencion escrita de la magnitud

correspondiente.

La primera funcion de este MER ha consistido en integrar estos tres tipos de
praxeologias en una actividad global coherente que se puede describir mediante una
Organizacion Matematica mas amplia y completa. Esta unificacion de todos los
aspectos, dimensiones o universos que forman parte de la actividad de Medida de
Magnitudes nos ha proporcionado un punto de vista adecuado (o sistema de referencia
relativo) desde el cual describir, analizar, evaluar e interpretar un proceso didactico tan
rico como el desarrollado por N. Brousseau (1987). En base a nuestra hipotesis de la
codeterminacion entre lo matematico y lo didactico (hipétesis que se materializa y
concreta en el citado MER), hemos podido describir e interpretar las tareas didacticas
que jalonan dicho proceso, las técnicas didacticas que se utilizan e incluso algunos
componentes del discurso tecnoldgico, relativamente implicito, que justifica la préactica
didactica desarrollada. Esta seria, por tanto, la segunda funcién que ha desempefiado

nuestro MER en este capitulo.

Quedan todavia otras funciones potenciales de todo MER y, en particular, del que hemos
construido en torno a la Medida de Magnitudes. Una de dichas funciones consiste en la
posibilidad de sustentar el disefio y experimentacion de diversos itinerarios didacticos,
diferentes entre si y también diferentes a los que existen efectivamente en las
instituciones docentes. En nuestro caso se podrian disefiar y experimentar itinerarios
“extremos” como, por ejemplo, los que se mantienen dentro de un Gnico tipo de
organizaciones praxeoldgicas del modelo (ya sea sin salirse del ambito de los objetos

medibles y su manipulacién o sin salirse del &mbito numérico) o itinerarios que llevan a
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cabo toda la actividad sin salirse de las praxeologias que operan con numeros naturales o

de las praxeologias que s6lo operan con un nimero fijo de unidades de medida.

S(G) »MS(G) ={ Iiﬂ,u. | Zi e K} :=<u>k

i
i=1

(O (O \ (O (O
(O (O \ (O (O

<U1, U2>NC<U19 U, >K1 C<u1, u2>K2C C<u17 U2>Q+C...C <u1, U2>R+
|\ |\ |\ |\ |\

Ademas, al igual que en el caso de los Sistemas de Numeracion, el MER presentado en
este capitulo puede utilizarse para analizar los cambios necesarios en el itinerario
didactico cuando se trata de construir la Medida de Magnitudes en diferentes
instituciones docentes. Asi, por ejemplo, permitiria imaginar nuevos itinerarios posibles
para ensefiar la Medida de Magnitudes en las instituciones de la Ensefianza Secundaria
(donde actualmente estd completamente trivializada) y en Formacién de Maestros. En
este ultimo caso, tendria sentido plantear, como cuestion generatriz, un cuestionamiento
tecnoldgico motivado por el propio modelo epistemolégico con preguntas como las
siguientes: ¢Qué papel juega la extension de escalares en la precision de la medida?
¢QuEé ventajas e inconvenientes presenta un sistema de unidades muy bien estructuradas?
¢Hasta qué punto es necesario utilizar un modelo algebraico de las magnitudes? ¢En qué
sentido todas las magnitudes son “equivalentes” entre si? ¢Es necesario desde el punto
de vista didactico-matematico mantener las magnitudes en el discurso matematico o es

preferible eliminarlas rapidamente para simplificar dicho discurso?
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Citaremos, para acabar, otra importante funcion potencial de nuestro MER. Este, como
todos, puede utilizarse para describir, analizar y evaluar no sélo organizaciones
didacticas “experimentales” (como la descrita de N. Brousseau) sino también la forma
como se organiza ‘“habitualmente” la ensefianza de la Medida de Magnitudes en la
Ensefianza Primaria y, en especial, los fendmenos didacticos emergentes. Se trata, en
definitiva, de un andlisis de los efectos de la Transposicion Didactica sobre la
Organizacién Matematica “a ensefiar” y la OM “efectivamente ensefiada” en torno a la
Medida de Magnitudes.

De una manera muy sintética podemos decir que la Transposicion Didactica de las OM
relacionadas con la actividad de la Medida de Magnitudes es generalmente reductora y
desequilibrada, tal como ponen de manifiesto las investigaciones de Chamorro (1995,
1996, 1997 y 2003) al analizar las OM a ensefiar y, mas claramente, las OM
efectivamente ensefiada en la Ensefianza Primaria espafiola. En los dos primeros cursos
de la Ensefianza Secundaria Obligatoria los efectos son muy similares a los de Primaria,
y en el resto de la Ensefianza Secundaria el estudio de la Medida de Magnitudes esta
practicamente ausente. Este caracter reductor y desequilibrado de la Transposicion
Didéactica se pone de manifiesto especialmente en dos fenémenos didacticos (Chamorro,
2003):

- La aritmetizacion de la medida que comporta una desaparicion casi absoluta no
solo de los objetos medibles concretos y de su manipulacién efectiva, sino
también de las distintas magnitudes presentes en la mayoria de problemas
matematicos estudiados en la escuela. Se produce, ademas, una identificacion
entre las cantidades de magnitud y los numeros que se utilizan para medirlas. En
términos del MER considerado, podemos interpretar este fendmeno como una

reduccion muy rapida del primer nivel del MER: < uy, Uy, U3, Ug, ... >N @ l0S

ultimos niveles: <u>y © <u>q © < u>g. Esta reduccion precoz provoca la
desaparicion de las magnitudes del trabajo matematico elemental y tiene
consecuencias en distintos ambitos y niveles escolares, como muestra Comin
(2000 y 2002) en su analisis del fenbmeno de la “numerizacion de la

proporcionalidad” cuyas consecuencias van mas alla de la Ensefianza Primaria.

- La desaparicion de la dialéctica entre la medida exacta y la medida aproximada
en la ensefianza escolar de la Medida de Magnitudes. En efecto, la distincion

entre los diferentes tipos de errores (de célculo, de redondeo, de medida por
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imperfecciones del instrumento o por defectos en el procedimiento de medida),
asi como la funcion de cada uno de ellos también son completamente ignorados

tanto en la Enseflanza Primaria como en Secundaria.

Sin querer entrar en el detalle de estos fendmenos, acabaremos este capitulo comentando
los diferentes tipos de restricciones transpositivas genéricas que ya mencionamos en el
capitulo 111, que hacen referencia tanto a la topogénesis como a la cronogénesis del saber

a ensefiar y que permite explicar, en parte, dichos fendmenos:

(1) Restricciones que provienen de la representacion institucional del saber matemético
que se ensefia, de la manera como el alumno aprende, y de lo que comporta enseriar

Matematicas.

Dado que en el modelo epistemoldgico dominante en las instituciones escolares las
praxeologias en torno a los objetos medibles concretos, asi como la actividad de
medicién efectiva, son consideradas como “no matematicas”, la transposicion ha
eliminado el estudio de la praxeologia S(G) tanto en la matematica “a ensefiar” como,
sobre todo, en la matematica “efectivamente ensefiada”. Una vez eliminada S(G) pierden
todo el sentido y, en consecuencia, también desaparecen, las Organizaciones

Matematicas intermedias < Uy, Uy, ..., Up> K-

(2) Restricciones provocadas por la necesidad de evaluar la eficacia de los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas en las instituciones didacticas. Esta
necesidad tiende a provocar una diferenciacion y autonomizacion interna del corpus

ensefiado, asi como una mayor algoritmizacion del mismo.

Dada la enorme complejidad que comportaria evaluar procesos de manipulacion efectiva
de los objetos medibles, la transposicién elimina completamente la praxeologia inicial de
la Medida de Magnitudes y, en consecuencia, desaparece totalmente el proceso de
modelizacion S(G) —» MS(G) que es el que da sentido a toda la actividad matematica

posterior.

(3) Restricciones impuestas por el tiempo didactico en diversos aspectos como, por
ejemplo: la exigencia de un aprendizaje rapido o en un tiempo muy limitado, que

puede llegar a la exigencia cultural del aprendizaje instantaneo.

Disefiar un proceso de construccion de la Medida de Magnitudes sustentado en nuestro
Modelo Epistemolégico de Referencia, en el que se unifican los diferentes aspectos o

universos que constituyen dicha actividad, requiere forzosamente (como hemos visto
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sobradamente en el proceso descrito en este capitulo) proponer objetivos a muy largo

plazo incompatibles con este tipo de restricciones transpositivas.

(4) Restricciones que provienen de la necesidad de que todo saber ensefiado aparezca

como definitivo e incuestionable.

En el caso de la Medida de Magnitudes Continuas, estas restricciones empujan a
concentrar el estudio en las praxeologias en torno a las estructuras numéricas que se
utilizan en la Medida de Magnitudes, consideradas como el saber matematico definitivo

0 modelo universal de la medida.

En el analisis de la Organizacion Didactica propuesta por Nadine Brousseau sobre la
construccion de la Medida de Magnitudes Continuas, hemos visto una posible forma de
superar estas restricciones mediante un proceso didactico exigente y en unas condiciones
que, sin duda, son muy dificiles de reproducir en la ensefianza habitual de la Medida de
Magnitudes en los actuales Sistemas de Ensefianza. Es necesario avanzar en el analisis
de estas restricciones mediante la experimentacion de nuevos procesos didacticos que,
variando las condiciones institucionales de realizacion, permitan poner en evidencia las

potencialidades y las limitaciones de la propuesta y del MER que la sustenta.
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Sintesis de resultados y conclusiones

1. PRINCIPALES APORTACIONES DE ESTA MEMORIA

Llegados a este punto de la investigacién, y considerando retrospectivamente, todo el

trabajo realizado hasta aqui, resumiremos brevemente las aportaciones mas importantes

del mismo.

1.1. Propuesta de un Modelo Epistemoldgico de Referencia en torno a los Sistemas

de Numeracion para la investigacion en didactica

El Capitulo II presenta un Modelo Epistemologico de Referencia en torno a los

Sistemas de Numeracion, que permite integrar las principales aportaciones sobre este

tema que provienen de investigaciones realizadas en el marco de la Teoria de

Situaciones Didécticas. En particular:

El modelo propuesto se presenta como una sucesion de praxeologias de
complejidad creciente, cada una de las cuales halla su razon de ser en las
limitaciones de la praxeologia anterior. Se obtiene, asi, una “reconstruccion
racional” hipotética de la evolucion de los principales Sistemas de Numeracién
(aditivo, hibrido y posicional) que conducen al sistema posicional decimal y sus

derivados, con los que trabajamos actualmente.

En el MER propuesto, el Sistema de Numeracion posicional incluye como razén
de ser primordial el progreso espectacular que supone para la economia,
fiabilidad y eficacia del célculo aritmético elemental. En otros términos, lo que
explica la evolucion de los Sistemas de Numeracion no es Unicamente su
eficacia en la representacion o designacion de los numeros, sino su economia y
fiabilidad en el céalculo con ellos. Asimismo, el problema del estudio de la

“economia” y “fiabilidad”, tanto en lo que respecta a la designacién de los
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numeros como a los algoritmos de calculo, surge como la cuestion generatriz de

la sucesidn de praxeologias que constituyen el MER considerado.

1.2. Utilizacion del Modelo Epistemolégico de Referencia para el analisis de las
restricciones transpositivas sobre los Sistemas de Numeracion en la Formacion de

Maestros en Espaia

El MER elaborado permite poner en evidencia las limitaciones de algunas propuestas
(tradicionales y actuales) sobre la ensefianza de los Sistemas de Numeracién para la
Formacion de Maestros. En particular, se sefialan las restricciones transpositivas que
explican gque dichas propuestas se centren en el estudio de las caracteristicas de los SN
para la designacion de los numeros (linealidad del saber a ensefiar), otorguen gran
importancia a los SN posicionales en distintas bases en detrimento de los SN aditivos e
hibridos (exigencia de evaluacion, presion del saber sabio, modelo epistemolégico de la
reforma de las “matematicas modernas”) y no integren plenamente el problema de la
razén de ser de los SN, que no puede desligarse de su eficacia operatoria en los
algoritmos aritméticos elementales escritos (dificultades para cuestionar el saber
previamente ensefiado) (Capitulo III. § 1).

1.3. Funcionalidad y limitaciones del Modelo Epistemoldgico de Referencia para el

diseiio y evaluacion de procesos didacticos

Una vez explicitado el MER, lo hemos utilizado como nucleo central para el disefio, el
analisis a priori, la experimentacion y la evaluacion de distintos procesos de estudio en
torno a los Sistemas de Numeracion (Capitulos III y IV). La especificacion del MER
como una sucesion de praxeologias, con sus tipos de tareas, técnicas, tecnologias y
teorias matematicas, nos ha proporcionado el material analitico necesario para explicitar
las tareas y las técnicas didacticas que estructuran el proceso didactico experimentado.
En particular, la evaluacién de dicho proceso ha puesto en evidencia la atomizacion de
dichas tareas didéacticas, al quedar demasiado determinadas por los tipos de tareas y de
técnicas matematicas que se proponian a los alumnos. EI MER aparece, asi, como una
herramienta fundamental para el anélisis de los procesos didacticos y del contrato que
los rige. Surge, al mismo tiempo, la necesidad de completar el Modelo Epistemoldgico

de Referencia con un Modelo Didactico de Referencia que proporcione un punto de
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vista externo respecto a los contratos institucionales imperantes. Los Recorridos de

Estudio e Investigacion nos parecen la via de progreso en esta direccion.

1.4. Contraste empirico de la relatividad institucional del MER en torno a los

Sistemas de Numeracion

El Capitulo IV de esta memoria aborda el problema de la relatividad institucional del
saber matematico a ensefiar. Se examinan las restricciones transpositivas institucionales
que se imponen en el desarrollo de un proceso didactico sobre los Sistemas de
Numeracién en dos instituciones didacticas (la Formacién de Maestros y la Educacion
Secundaria Obligatoria), cuyas relaciones institucionales respectivas a los Sistemas de
Numeracion estdn muy préximas entre si. Se muestran las variaciones necesarias para
adaptar el MER inicial a la ensefianza de los Sistemas de Numeracion en el primer ciclo
de la Educacion Primaria, institucion ésta que mantiene una relacion institucional muy
diferente a los Sistemas de Numeracion. Hemos estudiado, en definitiva, como cambian
los efectos provocados por las restricciones institucionales sobre el MER al variar la
institucion.

En particular, hemos empezado a estudiar como se transforman las cuestiones a las que
debe responder una OM cuando se cambia la institucion docente en la que ésta debe
reconstruirse. Por ultimo, hemos descrito algunos fenomenos didacticos que emergen en
aquellas instituciones en las que se propone estudiar una OM cuya razon de ser ha sido
olvidada.

1.5. Propuesta de un Modelo Epistemoldgico de Referencia para la Medida de
Magnitudes

Hemos elaborado un Modelo Epistemolégico de Referencia en torno a la Medida de
Magnitudes que integra las principales aportaciones sobre este tema que provienen de
investigaciones realizadas en el marco de la Teoria de Situaciones Didacticas. (Capitulo

V). En particular, el modelo que proponemos:

» Viene constituido por la sucesion de tres tipos de praxeologias que pueden ser
interpretadas como las tres etapas en la evolucién de la actividad matematica de

construccion de la Medida de Magnitudes: las praxeologias en torno a los

379



Capitulo VI

objetos medibles concretos y su manipulacion efectiva; las praxeologias en torno
a las magnitudes y a la medicion de una cantidad de magnitud; y las
praxeologias en torno a las estructuras numéricas que se utilizan en la Medida de

Magnitudes.

= De este modo, el MER permite integrar estos tres tipos de praxeologias en una
actividad global coherente que puede ser descrita mediante una Organizacion

Matematica mas amplia y completa.

1.6. Funcionalidad del Modelo Epistemologico de Referencia sobre la Medida de
Magnitudes para el analisis de un proceso didactico elaborado en el marco de la

Teoria de Situaciones Didacticas

Esta unificacion de todos los aspectos, dimensiones o universos que forman parte de la
actividad de Medida de Magnitudes proporciona un punto de vista adecuado desde el
cual describir, analizar, evaluar e interpretar un proceso didactico empirico desarrollado
por N. Brousseau (1987). En base a nuestra hipdtesis de la codeterminacion entre lo
matematico y lo didactico (hipotesis que se materializa y concreta en el citado MER),
hemos podido describir e interpretar las tareas didacticas que jalonan dicho proceso, las
técnicas didacticas que se utilizan e incluso algunos componentes del discurso
tecnoldgico, relativamente implicito, que justifica la practica didactica desarrollada
(Capitulo V).

1.7. Potencialidad del MER para la reformulacion de fendmenos transpositivos que

inciden sobre la ensenanza de la medida

A pesar de no haber presentado ningln proceso de estudio original asociado al MER
considerado, hemos mostrado la posibilidad de sustentar el disefio y experimentacion de
diversos itinerarios didacticos diferentes entre si y también diferentes a los que existen
efectivamente en las instituciones docentes. Cabe destacar, finalmente, la manifestacion
de algunas restricciones transpositivas importantes que pesan sobre la ensefianza de la
medida en las instituciones docentes actuales y que pueden formularse en términos del
MER elaborado: el fendbmeno ya citado de la “aritmetizacion de la medida”, la ausencia
del estudio de la dialéctica entre la medida exacta y la medida aproximada en la

ensefianza escolar de la Medida de Magnitudes , y la dificultad para integrar el trabajo
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con objetos considerados como no matematicos pero que resultan imprescindibles para

la construccion escolar de la medida (Capitulo V).

1.8. Tematizacion de nociones paradidacticas y formulacion de un nuevo tipo de

problemas didacticos

Una aportacion de esta memoria, quizd menos tangible, pero no por ello menos
importante, es la de tematizar (esto es, tomar como objeto de estudio en si mismas)
algunas nociones como, por ejemplo, las de “Modelo Epistemoldgico de Referencia”,
“Razon de ser de una praxeologia” y “Relatividad institucional de las praxeologias
matematico-didacticas”, que se habian mantenido hasta la fecha en el discurso didactico
como nociones “paradidacticas” (esto es, como nociones Utiles Unicamente para analizar
y describir otras nociones y determinados hechos didacticos). Esta tematizacion ha
permitido plantear y empezar a abordar un nuevo tipo de problemas didacticos que, en
cierto sentido, se situan en un segundo nivel de reflexion didactica, puesto que hacen
referencia a cuestiones sobre la propia metodologia de la investigacion. Entre dichas

cuestiones podemos citar las siguientes:

e ;Cudles son los criterios y mecanismos que utiliza el investigador para elaborar
el Modelo Epistemoldgico de Referencia? ;Qué datos empiricos utiliza? ¢En

qué posicidn institucional se sitta?

e Cbmo incide la relatividad institucional de los saberes matematicos sobre las
posibles formas de organizar el proceso de estudio en cada una de las
instituciones docentes? ;Como se materializa la codeterminacion entre lo
matematico y lo didactico en el analisis de las restricciones transpositivas? ;Y
en el dmbito de la unidad minima de analisis (de los procesos didacticos)

definida por cada teoria didactica?

La construccién de esta nueva problematica conecta perfectamente con la “razén de ser”

de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico tal como mostraremos a continuacion.
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2. REFORMULACION DE LA PROBLEMATICA QUE SE ABORDA EN ESTA
MEMORIA

Es habitual que a lo largo de una investigacion los problemas tratados evolucionen a
medida que avanza la propia investigacion. Esta evolucion es obvia en lo que se refiere
al desarrollo historico de una disciplina cientifica cualquiera, puesto que a lo largo de
dicho desarrollo se producen cambios importantes e inesperados de los campos de
problemas, de las técnicas pertinentes para estudiarlos, de las teorias y de las propias
reglas del juego cientifico. Estos cambios también se producen, aunque en menor
escala, en el ambito de la investigacion que lleva a cabo un grupo y hasta en cada
trabajo de investigacion particular. En muchas ocasiones, y de una forma mas o menos
consciente para los propios autores del trabajo, el cambio consiste en tratar un problema
mas general y aparentemente mas alejado de la problemaética inicial. Como dice Lakatos
(1978, p. 76) citando a Polya:

Puede resultar mas facil resolver varias cuestiones que resolver una sola. Un nuevo

problema méas ambicioso puede resultar mas facil de manejar que el problema original.

(P6lya 1954, p. 110)
En nuestro caso, podemos constatar a posteriori que, efectivamente, hemos planteado y
abordado algunos problemas mas ambiciosos que los que inicialmente nos

proponiamos, sin pretender con ello haber obtenido una solucién completa de aquellos.

Para clarificar la naturaleza de esta problematica mas general, utilizaremos la
formulacion que propone Yves Chevallard en uno de sus Gltimos trabajos®. En lo que
sigue, mostraremos en qué sentido los problemas abordados en esta memoria y los

resultados obtenidos en la misma se integran en dicha problematica mas general.

En la citada conferencia, Chevallard enuncié claramente dos grandes problemas que, en
su opiniodn, han constituido las razones de ser fundamentales de la Teoria Antropoldgica
de lo Didactico (en adelante, TAD) a lo largo de sus aproximadamente 25 afios de

existencia.

(1) El problema de la emancipacion epistemoldgica e institucional de la posicién

del didacta y de la ciencia didactica en relacion con las instituciones que sirven

! Nos referimos a la conferencia pronunciada como clausura del “Primer Congreso Internacional sobre la
Teoria Antropologica de lo Didactico. Sociedad, Escuela y Matematicas”, celebrado en Baeza (Jaén) a
finales de 2005 (Chevallard 2006).
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de habitat a sus objetos de estudio, especialmente la institucion escolar y la

institucion “sabia” productora del saber.

(2) EIl problema de la difusion (y de la no difusion) de las praxeologias didacticas
en el espacio institucional de una Sociedad y, particularmente, en el seno de su

Escuela.

Veremos que, en realidad, se trata de dos problemas muy relacionados entre si. El
primero de ellos aparece como tal problema en la comunidad didactica con los primeros
trabajos de Chevallard sobre los fendmenos de transposicion didactica y esta asociado al
esfuerzo de liberar el estudio de la Ensefianza de las Matematicas de la sujecion a los
codigos de la Escuela y, en particular, a los que rigen y naturalizan su relacion a las
Matematicas como disciplina escolar. Se trata, en otros términos, de la busqueda de una
posicion institucional para el didacta desde la cual éste pueda tomar distancia de su
objeto de estudio. Como dicen Bosch y Gascon (2006b, p. 7):

La investigacion en didactica necesita elaborar sus propios modelos de referencia para ser

capaz de evitar la excesiva sujecion a las diferentes instituciones observadas,

especialmente a aquellas que, por su prestigio o legitimidad social, aparecen como

instituciones dominantes y que conforman la institucién del “saber sabio”. La teoria de la

transposicion didactica nos ensefia que no hay ningln sistema de referencia privilegiado

para el analisis de las diferentes etapas del proceso de transposicion didactica. Pero la

ausencia de un sistema de referencia absoluto no hace menos imprescindible la

utilizacion de sistemas de referencia relativos adecuados a cada problema y situacién,

modelos cuyo caracter hipotético les atribuye una provisionalidad permanente —o, mejor

dicho, una evolucion permanente— siempre sometidos a la prueba del contraste empirico

y reformulados en funcion de los nuevos problemas por abordar. Este es el sentido que

debe atribuirse al “analisis epistemoldgico” en didactica, que ya estaba presente en los

origenes de la didéactica como “epistemologia experimental”.
En esta formulacion del primer problema, se subraya la importancia crucial, para el
didacta, de elaborar y utilizar modelos epistemol6gicos de referencia (siempre relativos
y provisionales) como instrumentos de la imprescindible emancipacién epistemolégica
e institucional. En esta memoria hemos llevado a cabo este trabajo en dos casos

concretos: los Sistemas de Numeracién y la Medida de Magnitudes Continuas.

El segundo de los problemas citados por Chevallard es el problema de la difusion (y de
las restricciones y dificultades en la difusién) de las Praxeologias Didacticas en el

espacio institucional. Su formulacion tiene como principal virtud situar el problema
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didactico en el ambito de una problematica ecologica, expresada en términos de

condiciones y restricciones que surgen en muy diversas instituciones.

De hecho, en este punto, Chevallard hace referencia explicita a las dificultades de
difusion, especialmente en la Ensefianza Secundaria francesa, de las Organizaciones
Didacticas engendradas por la Teoria de las Situaciones Didéacticas (en adelante, TSD).
Refiriéndose a dichas praxeologias se pregunta:

¢Qué restricciones impiden su libre circulacion y su plena penetracion institucional?

¢Bajo qué condiciones estas praxeologias eran durablemente viables, bajo un coste

soportable, en tal o cual parte de la institucidn escolar?
Mostraremos que algunos de los resultados obtenidos a lo largo de esta memoria,
utilizando precisamente material empirico extraido de trabajos desarrollados en el
ambito de la TSD sobre la ensefianza de los Sistemas de Numeracion y de la Medida de

Magnitudes, empiezan a responder parcialmente a estas cuestiones.

Como ya hemos sefialado en el primer capitulo, el Programa Epistemoldgico en
Didactica de las Matematicas se opone frontalmente a la ideologia pedagogica
dominante segun la cual los factores que inciden sobre la ensefianza y el aprendizaje (de

todas las materias):

(@) Pueden reducirse a unos pocos y, en el limite de la simplificacién, se reducen a

un Unico factor.

(b) Son detectables y analizables desde el “sentido comdn” y, en general, no
dependen de la estructura del contenido a estudiar.

(c) Tienen su origen en la propia institucion docente y, esencialmente, son
manipulables y modificables desde el ambito de actuacion del profesor
(esencialmente desde su trabajo en el aula) que, de esta forma, pasa a ser el
protagonista principal del proceso educativo sobre el que recae el peso principal

de los éxitos y fracasos del mismo.

En contraposicion a esta ideologia, la TAD considera que todo problema didactico-
matematico es un problema ecoldgico cuyo estudio no puede reducirse a los factores
identificables inmediatamente en el aula. La TAD tiene la ambicion de tomar en
consideracién de forma conjunta las restricciones que surgen y las condiciones que se
imponen en todas las instituciones que intervienen en el proceso de Transposicion

Didactica. Se subraya asi, junto al caracter ecoldgico de todo problema didactico, la
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importancia del analisis de la relatividad institucional de las Praxeologias Matematico-
Didécticas para abordar el problema de las restricciones y dificultades en la difusion de
las Praxeologias Matematico-Didacticas en el espacio institucional. Es obvio que se
trata de dos problemas profundamente relacionados, como se indica en el trabajo ya
citado de Bosch y Gascon (2006b, p. 10):
¢Por qué una nueva ampliacion del objeto de estudio con la correspondiente
complejidad del marco tedrico? La respuesta es siempre la misma: para liberarse de las
concepciones espontaneas del conocimiento matematico que, al analizar su objeto de
estudio, los investigadores podrian asumir sin cuestionarlas previamente. [...] Quiza
debido a su familiaridad con el “problema del profesor” (“dado un contenido
matematico para ser ensefiado, ¢cual es la mejor forma de hacerlo?”), a menudo los
didactas asumen como incuestionable la delimitacion de contenidos que ofrecen las
instancias educativas o académicas.
En lo que sigue, mostraremos en que sentido la totalidad de los problemas tratados y los
resultados obtenidos en esta memoria, asi como los nuevos problemas que surgen de
dichos resultados, se incluyen en la direccion marcada por el primero de los dos grandes
problemas enunciados anteriormente (el de la emancipacién del didacta) y, en menor

medida, se relacionan con el segundo.

3. EL PROBLEMA DE LA EMANCIPACION EPISTEMOLOGICA E
INSTITUCIONAL DE LA DIDACTICA

Como ya hemos indicado anteriormente, la emancipacion del didacta y de la ciencia
didéactica se refiere, en general, a una liberacion de la sujecion a la ideologia dominante
en las instituciones que forman parte de su objeto de estudio. Desde el punto de vista de
la TAD, dicha emancipacion debe iniciarse tomando distancia y analizando criticamente
la forma de interpretar el conocimiento matematico y los presupuestos que sobre su

ensefianza y aprendizaje se dan por sentado en las citadas instituciones.

Pero so6lo es posible tomar distancia y analizar criticamente los modelos
epistemoldgicos y docentes dominantes en dichas instituciones si se construye un
“sistema de referencia” que proporcione una “posicion” desde la cual mirar, analizar,
evaluar y criticar las Organizaciones Matematicas y su ecologia institucional, esto es,
las condiciones bajo las cuales dichas OM se generan, viven, se desarrollan, se

transforman, se debilitan, se difunden, desaparecen, etc., en el seno de las instituciones
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humanas. En particular, el citado sistema de referencia es imprescindible para analizar
el proceso de reconstruccion escolar de las OM que hemos denominado “proceso

(escolar) de estudio de las matematicas”.

Esta posicidn “exterior” que proporciona un cierto caracter “objetivo” al punto de vista
del didacta requiere, en definitiva, la construccion de un Modelo Epistemologico de
Referencia a modo de sistema de referencia epistemologico (que siempre seréa relativo y,
como toda hipotesis cientifica, provisional). Dado que uno de los objetivos centrales de
esta memoria consiste en analizar el proceso de construccion del MER y estudiar las
funciones que éste desempefia en el analisis, disefio y evaluacion de Organizaciones
Matematicas, es claro que la mayor parte de los resultados obtenidos en la misma deben
interpretarse  como aportaciones al estudio del problema de la emancipacion

epistemoldgica e institucional de la Didactica de las Matematicas.

En el Capitulo IT hemos descrito una posible reconstruccion racional de la OM en
torno a los Sistemas de Numeracion que constituye la base sobre la que hemos
elaborado el Modelo Epistemoldgico de Referencia para el disefio, experimentacion y

analisis de los procesos de estudio en diferentes instituciones.

Ante todo hay que decir que la mera elaboracion del MER constituye, para el didacta,
una herramienta de distanciamiento y de emancipacion de las diversas instituciones que
constituyen el &mbito de su objeto de estudio, porque es el medio mediante el cual la
investigacion didactica puede explicitar su propio punto de vista sobre el contenido
matematico en juego en los procesos didacticos. Es cierto que para elaborar el MER el
didacta debe tomar muy en consideracion las Organizaciones Matematicas “sabias” que
legitiman epistemoldgicamente el proceso de ensefianza de dicha OM. Pero no es menos

cierto que también deben tomarse en consideracion:
(@) La evolucion histérica de las OM sabias, aunque sin copiarlas miméticamente.

(b) Las restricciones que provienen de las instituciones escolares en las que la OM

en cuestion es designada como OM “a ensefar”.

Dicho en otras palabras, la elaboracion del MER debe tomar en consideracion todas las
restricciones transpositivas y, en particular, la relatividad institucional de los

conocimientos matematicos.
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Asi pues, aunque el MER se elabora en base a una reconstruccién racional®, debemos
considerarlo, con mas precision, como una reconstruccién didactica que corrige no sélo
la “historia real” sino también las reconstrucciones racionales que utilizan como Unica

base empirica los “datos historicos”.

Para explicar de qué modo la historia de la ciencia deberia aprender de la filosofia de la
ciencia y viceversa, Lakatos parte de la siguiente parafrasis de una famosa frase de
Kant:

La Filosofia de la ciencia sin la historia de la ciencia es vacia; la Historia de la ciencia

sin la filosofia de la ciencia es ciega (Lakatos 1982, p. 11)

La intencion de Lakatos en esta obra era multiple:

(a) Subrayar el caracter empirico de la Filosofia de la ciencia (caracter éste negado, por
ejemplo, por Popper que no creia que la historia de la ciencia pudiera servir para

contrastar las teorias de la filosofia de la ciencia).

(b) Mostrar la necesidad ineludible para la Historia de la ciencia de utilizar, de forma

mas o menos explicita, un modelo epistemolégico del saber cientifico.

(c) Contribuir a emancipar al filésofo de la ciencia y a la Filosofia de la ciencia de la
sujecion a la ideologia dominante en la comunidad cientifica de su época, en lo que hace

referencia a la naturaleza de la ciencia.

En el caso de la Didactica de las Matematicas, una vez aceptado sin reservas su caracter
de disciplina empirica asi como, al menos en el &mbito del Programa Epistemoldgico, la
necesidad ineludible de utilizar un modelo epistemoldgico de las matematicas, hemos
visto que se requiere ampliar la base empirica mas alld de los datos histéricos para
incluir los datos empiricos que provienen del conjunto de instituciones que participan en
todas las etapas de la Transposicion Didactica. De esta manera, la elaboracion del MER
requiere y posibilita una emancipacion no tan solo de la sujecion a la ideologia
dominante en la comunidad matematica, sino que dicha emancipacion debe abarcar
asimismo las ideologias dominantes en la noosfera y en el Sistema de Ensefianza de las
Matemaéticas y no sélo en referencia a la naturaleza de las matematicas. La Didactica
debe emanciparse, también, de las ideologias relativas a la forma de organizar el estudio

de las Matematicas y, en particular, su ensefianza y aprendizaje escolar. Este es, en

2 En el sentido de Lakatos (1982).
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definitiva, el alcance de la emancipacion necesaria para llevar a cabo el trabajo del

didacta y que las funciones del MER posibilitan.

Es importante subrayar que el MER en torno a los Sistemas de Numeracion elaborado
en el Capitulo II participa de la estructura comin que hemos denominado en el
Capitulo T “modelo unitario de las Organizaciones Matematico-Didacticas” y que
constituyen el modelo epistemoldgico general propuesto por la TAD. En otros términos,
los modelos epistemoldgicos locales que permite construir la TAD, son coherentes con
un modelo epistemoldgico general del saber matemético y al mismo tiempo participan
de su constitucion. Esta coherencia entre los modelos epistemoldgicos locales y el
modelo epistemologico general, contribuye a la emancipacion epistemologica del
didacta y de la Didactica de las Mateméticas como disciplina, porque impide aceptar
acriticamente y, a veces implicitamente, modelos epistemoldgicos localistas elaborados
a partir de propiedades accidentales y secundarias de los objetos matematicos que

intervienen en una OM determinada.

Otro aspecto importante del citado MER local es su amplitud suficiente para cubrir la
“unidad de andlisis de los procesos didacticos” (Capitulo I). Esta condicion es
importante, también, en relacion a la funcion del MER como instrumento de
emancipacion institucional de la didactica, puesto que el encierro en una institucion
concreta (especialmente en el aula) es una de las principales causas de la sujecion a la

ideologia dominante en dicha institucion.

En el Capitulo III, hemos utilizado el MER dindmico en torno a los SN para describir y
analizar criticamente la OM que se propone para ser ensefiada (la OM “a ensefiar”) en la
institucion de Formacion de Maestros. Se trata de una funcion del MER especialmente
“emancipadora” dado que permite cuestionar sistematicamente el modelo
epistemoldgico dominante en la noosfera que, como sabemos, (Chevallard 1985) es
especialmente influyente y hasta determinante en la constitucion de los modelos
epistemoldgicos escolares. El nuevo punto de vista que aporta el MER nos ha permitido
poner en evidencia las principales restricciones transpositivas que pesan —o han pesado,
en un pasado reciente— en la ensefianza de los Sistemas de Numeracion en la Formacion

de Maestros.
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En este mismo capitulo, una vez situados en la posicion “exterior” que proporciona el
MER considerado como sistema de referencia relativo, hemos llevado a cabo el disefio,
experimentacion y evaluacion de un proceso de estudio en torno a los SN en la
institucion de Formacion de Maestros. A lo largo de este proceso (disefio-
experimentacion-evaluacién) se ha puesto claramente de manifiesto la determinacién
reciproca entre lo matematico y lo didactico y, en particular, la dependencia entre las
formas posibles de organizar el proceso de estudio y el modelo epistemolégico
subyacente. Pensamos que el sacar a la luz esta dependencia habitualmente oculta,

contribuye asimismo a la emancipacion del analisis didactico.

En el Capitulo I'V hemos empezado a analizar la relatividad institucional simultanea de
lo matematico y lo didactico. Hemos visto que dicha relatividad, que constituye una de
las principales consecuencias de la Teoria de la Transposicion Didéctica, se refleja en la
relacion institucional a las OM, esto es, en el sistema de practicas matematicas que es
posible llevar a cabo en cada institucion con los componentes de las OM consideradas.
Pero se refleja sobre todo, o tal vez simultaneamente, en la forma de organizar el
proceso de estudio de dichas OM. En particular, la relatividad institucional incide sobre
la “razén de ser” que permite generar efectivamente una OM en cada una de las
instituciones. Asi, un conjunto determinado de cuestiones problematicas puede
constituir una poderosa “cuestion generatriz” de una OM en una institucion docente y
ser perfectamente inerte e ineficaz para generar o reconstruir dicha OM en otra
institucion. Al explicitar y especificar algunos de los aspectos concretos de la
relatividad institucional, nuestro trabajo contribuye, aunque sea modestamente, en la

direccién de la emancipacién institucional de la Didactica de las Matematicas.

Finalmente, en el Capitulo V, hemos propuesto un MER en torno a la Medida de
Magnitudes Continuas que permite poner nuevamente en evidencia la codeterminacion
entre lo matematico y lo didactico. La aportacion mas importante de este capitulo en lo
que hace referencia al problema de la emancipacién epistemologica, consiste en el
andlisis minucioso del proceso de construccion del MER. Dicha construccion se ha
basado en un analisis didactico previo, que subrayaba la necesidad de integrar los tres
universos de la medida que sefiala Brousseau (el universo de los objetos medibles, el de
la definicion de la medida y el numérico) que aparecen escindidos en la Escuela. La
decision de reintegrar el primero de dichos universos como un componente esencial del

MER, constituye un gesto de emancipacion de la didactica que contrasta con la sujecion
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de la Escuela a la institucion del saber sabio. Esta sujecion se pone de manifiesto, en
este caso, mediante la eliminacion del universo de los objetos medibles del &mbito de la

ensefianza escolar de la Medida de Magnitudes.

4. EL PROBLEMA DE LA DIFUSION INSTITUCIONAL DE LAS
PRAXEOLOGIAS DIDACTICAS

Las dos Modelos Epistemoldgicos de Referencia que presentamos en esta memoria
tienen su origen en sendos trabajos elaborados previamente en el marco de la Teoria de
las Situaciones Didéacticas y, como puede suponerse, no se trata de una coincidencia
casual. Ya hemos comentado, en el Capitulo I, la estrecha vinculacion -y hasta
filiacién— entre la Teoria Antropoldgica de lo Didactico, en la que se enmarca esta

investigacion, y la Teoria de las Situaciones Didacticas.

Nuestro analisis de dos Organizaciones Didacticas generadas en el &ambito de la Teoria
de las Situaciones Didacticas ha pretendido, entre otras cosas, subrayar la importancia
de explicitar el MER subyacente en cada caso asi como la relatividad institucional de las
Praxeologias Matematico-Didacticas, empezando por su “razén de ser”. Al mismo
tiempo, ha permitido poner de manifiesto un mecanismo de elaboracion del espacio de
las Organizaciones Didacticas posibles sustentadas por una OM determinada. Sin
pretender estudiar las condiciones y restricciones que dificultan la libre difusion y plena
penetracion institucional de dichas Praxeologias (problema éste que sobrepasa con
mucho las posibilidades y los limites de esta memoria), hemos hecho algunas
aportaciones al estudio de esa inmensa problematica ecoldgica. Concluiremos esta
memoria citando brevemente algunas de estas aportaciones que constituyen, en realidad,

problemas didacticos abiertos:

e LaTSDy la TAD comparten la misma base empirica —que se materializa en la
unidad de andlisis—tal como se ha puesto de manifiesto en los MER que hemos
explicitado a partir de sendos trabajos de la TSD. Dado que esta unidad minima
de analisis depende fuertemente de la OM a estudiar, esta condicionada por
todas las restricciones transpositivas y, en definitiva, rebasa ampliamente la
propia institucion docente y el ambito de actuacion del profesor. No es de
extrafiar, por tanto, que resulte “incomprensible” y hasta “inaceptable” desde

una cultura escolar delimitada por la ideologia pedagdgica dominante.
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Postulamos que este es uno de los factores que dificultan la difusion escolar de
las Praxeologias Didacticas generadas tanto por la TSD como por la TAD. El
cuestionamiento de este postulado y, en su caso, el contraste empirico del mismo

constituye el primero de los problemas abiertos que aqui proponemos.

e En base a los procesos didacticos experimentados y, también, al analisis que
hemos llevado a cabo de otros procesos didacticos previamente vividos,
postulamos que, en el ambito de la metodologia de investigacion didactica, el
MER subyacente al disefio de un proceso de estudio constituye un instrumento
esencial para interpretar la actividad didactica que se lleva a cabo efectivamente
en dicho proceso (esto es, las tareas didacticas que se plantean y las técnicas
didacticas —de ayuda al estudio— que se utilizan para llevar a cabo dichas tareas)
y, lo que es méas importante, para descifrar los discursos tecnoldgicos (de
tecnologia didactica) que pueden utilizarse en la institucion en cuestion para
interpretar y justificar la practica docente. Parece logico preguntarse, ¢en qué
sentido y en qué medida, la explicitacion del MER y de las relaciones de sus
componentes con los de las Praxeologias Didacticas puede clarificar la dindmica

de éstas y favorecer (o dificultar) la difusién escolar de las mismas?

e Enla TSD el MER estd implicitamente contenido en una situacion fundamental
que, por tanto, integra lo matematico y lo didactico como aspectos inseparables.
Se pone asi de manifiesto que no tiene sentido hablar de modelos
epistemoldgicos “puros”, porque lo matematico no existe en ninguna institucion
sin lo didactico, es decir, sin las condiciones de su emergencia, desarrollo,
utilizacion y difusiéon. En la TAD, al explicitar la estructura y la dinamica del
MER (sus componentes y las relaciones entre ellos), hacemos una abstraccion
que podria poner en peligro la unidad indisoluble de lo matematico y lo
didactico y que se salvaguarda en la unidad minima de analisis de los procesos
didacticos (Capitulo I). Uno de los problemas que aparece aqui, relacionado con
la difusion de las Praxeologias Didacticas, es el siguiente: el asignar a la
actividad didactica, de ayuda al estudio de las matematicas, una estructura
praxeoldgica y descomponerla en tipos de tareas didacticas, técnicas didacticas y
tecnologias y teorias didacticas, ¢puede ayudar a formular un Programa de
Formacion del Profesorado de Matematicas y, en consecuencia, favorecer (o
dificultar), a largo plazo, la difusion escolar de las Praxeologias Didacticas?
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Estos problemas abiertos, y muchos otros, sefialan claramente la importancia y hasta la
necesidad de avanzar en el estudio de la articulacion entre la Teoria de las Situaciones
Didéacticas y la Teoria Antropolédgica de lo Didactico a partir de trabajos de andlisis
empirico como el propuesto aqui.
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ANEXO |







Anexo |

Material entregado a los alumnos de 2° de Magisterio\

Cuestion inicial

“Tenemos un emisor y un receptor. EI emisor dispone de la siguiente coleccion de
platos que no puede ver el receptor y debe mandar un mensaje escrito al receptor para
que le traiga exactamente las cucharas necesarias para poner una en cada plato.”

Hay multiples soluciones a este problema. Nuestro objetivo general es estudiar las
diferentes soluciones, analizar sus caracteristicas y sus limitaciones.

Para ello empezaremos buscando por grupos al menos cuatro maneras distintas de emitir
dicho mensaje.
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Anexo |

Entregado al final de la Sesion 1
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Entregado en la 2° Sesion

|La Numeracién egipcia|

En el antiguo Egipto, algunos faraones hacian construir templos en honor de
sus dioses. Hacian decorar los muros con esculturas y pinturas que
ilustraban los episodios mds gloriosos de su vida o con escenas de la vida
cotidiana.

Los tres documentos siguientes han sido descubiertos en dos de estos
templos:

El primero indica el nimero de enemigos R"%} “@

masacrados en una batalla ganada por el

faraén de HIERAKONPOLIS: i
42 209 hombres. 9 9 >>>>
AVRERRRAN
El segundo indica el nimero de hombres, ' f ﬁf
de cabras y de bueyes capturados en esa | m | I
i ! i

batalla: |

|
120 000 hombres r S
1422 000 cabras s~ | S o =
400 000 bueyes. | J S T I >>
| NIl |
El tercero indica ia cantidad de animales
de un faraén de Memphis: ‘; 5
121 200 palomas | Palomas i <
121 022 patos ,I 2 = 2%
11 110
peee ; Patos nA i N o
j Ocas N i )

<Qué reglas utilizaban los egipcios para escribir los nimeros?

e ;Qué numero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen

en el sistema egipcio?

e ;Existe algun simbolo en el sistema egipcio para representar al nUmero

cero? ¢CoOmo se representa el cero?

e (Que operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o

adjuncion de los simbolos en el sistema egipcio?

e ;Qué papel juega la posicién de los simbolos dentro del grupo de

simbolos que representa a un numero en el sistema egipcio?
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Entregado en la 2* Sesion
Tarea exploratoria a;

Designa mediante el SN egipcio el cardinal de cada una de las siguientes colecciones:

PRI XRIXXRXXIR®
FARXIXIRXXIRXXRIXIRXXIRXIRXXIRXXIXOX
PARXIXXRXRXXIRXXRR

0000000000000 00000000000000000000000000000009
0000000000000 00000000000000090

R R R R R R R R R R R S R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R AR R R R R R R
KAEAAAAKAKAKAKAAAAAAAAAAAA A AR A AAAAAAA A AR A A AAAAAAAAkArrrhhdhhxhkkk
kkhkhkkhkkhhhkhkhkhkkkhkhkhkhihrhkhkhkhkhkhkhiirrhhhhhhhiiiiiiixx
KEAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAhhhhhiiiiidxkx

kkhkhkkhhhhkhkhkkkkhhkirrhhkhkhkkhkhhiiiikhhhhhiiikx

Tarea exploratoria a,

Suponiendo que los simbolos, mas faciles de utilizar, que hemos elegido para
representar los numeros en el sistema egipcio son:

151 10'5>A 10°>B 10°5C 10*->D 10°-> E y 10°5 F

Construye una coleccion que tenga: a) AAAIIIILIII elementos,

b) AAAAAAAAAILLIITI elementos.
Tarea exploratoria a;
Escribe en el sistema egipcio los numeros: 8, 51, 99, 103, 320, 895, 999, 2874, 10001,
8000100 y 25384295.

Tarea exploratoria a4
Ordena las siguientes series de numeros (sin traducirlos a su expresion habitual) y
explica la técnica que has utilizado:

- E, CAAIIlIl, FFDCCAII, AAAAILTI, DCAL,
DDDDDCCCCCCBBBAAAAIIII, BBBBBBBBBAAAAAAAAAIILIIIII,

- ECC, DCAAII, FBI, AAAAAAAA, AAAAAAAILILTTT, BBBBBBBAAAAAAL,
DBBBBBBBBBIIIIIIII, ECBBBBBBBBAAAAAAAIILIIIIII, DDI,

Tarea exploratoria as
Realizar las siguientes operaciones dentro del SN aditivo, explicar, en cada caso, la
técnica utilizada, comprobar posteriormente el resultado con el SN habitual:

Calcular CCCBBBBBBBBBAAAAAAIIIIIIII + CCCCCCCAAAAAAAII
Calcular BBBBAAAIIIIII — BAAAAAAAAAII

Calcular AL x 111

Dividir AAAAILII entre I

A 0 b oF
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Entregado en la 4 sesion

Realizar las siguientes operaciones dentro del SN aditivo, explicar, en cada caso, la
técnica utilizada, comprobar posteriormente el resultado con el SN habitual:

© N o g &~ w0 Db P

Calcular DDBBBBBBBBBAAAI — CCCCCCCCBBBBBBBBBAAAAAIII
Calcular CAIllIII - BBBBAAAILIIIIIIII

Calcular AAAAIILTTT x AATT

Calcular CCCCBBAAAAAILILIIII x BBBIHIIIII

Dividir BBBBBAAAIIIIIII entre AAIIII

Dividir CCBBBIIII entre AAAAAAAILLTTHTII

Hallar los divisores comunes de AAIIIl y AAA

Hallar los multiplos comunes de AAIIIT y AAA

d)

f)

9)

Preguntas sobre el Sistema de Numeracion aditivo

¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el SN aditivo?

¢Se pueden realizar siempre las distintas operaciones aritméticas? ¢A
partir de qué tamafio de los numeros el calculo es casi impracticable?

(alcance o dominio de validez)

¢En el SN aditivo se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ;Por qué?

¢ COmo son estas tablas?

¢/A partir de qué tamafio de los nimeros las operaciones son muy dificiles

de realizar sin acumular errores? (fiabilidad)

¢A partir de qué tamafo de los nimeros las operaciones son demasiado

tediosas y lentas? (economia)

¢Como cambia la representacion escrita de un numero cuando éste se

multiplica por una potencia de la base?

¢Como deberia modificarse la técnica de representacion aditiva para
mejorar la economia y fiabilidad de los algoritmos de multiplicacion y

divisiéon?
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@ Entregado en la 5* Sesion

Buscamos el simbolo de
mayor valor en ambos
ndmeros

;Son iguales?

Hallamos la cantidad
de esos simbolos que
hay en cada nimero.

¢Hay la
misma
cantidad?

¢Hay mas simbolos
en alguno de los
dos nlmeros?

¢Hay mas
simbolos en los
dos niimeros?

NO

Comparacion de dos numeros
escritos en un sistema
“ADITIVO”

Es mayor el nimero
que tiene el simbolo de
mayor valor.

Es mayor el que tenga
mas simbolos

Los dos nimeros son
iguales

NO Es mayor el nimero en

Buscamos el siguiente

A

ambos niimeros

simbolo de mayor valor en

A 4

el que haya mas
simbolos
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Entregado en la 5* Sesion

Multiplicar 37 x 245 en un sistema “aditivo”

Se procede mediante sucesivas duplicaciones de uno de los dos términos (aqui

de 245) del siguiente modo:

N i BB AAAA I BB AAAA Il <«
| BB AAAA Av— Nl BB AAAA A
| BB AAAA | BB AAAA
5 T BB AAAA BBBB B AAAA <«
I BB By BBBB AAAA
BB
CC XXXX
BBBB AAA BBBB B AAA
1 C B \ C BBBB AAA
1 ™ )
BBBB  AAA
BBB B Y. CCC BBBBB AA
Ax N 1 cC «B A BBBB
NI B AR
C  BBBB AA
5 CCC BBBB AA |CCC BBBB AA <«
AA | CCCC BBBB AA
A/% | ccc c‘/
BBBB AA

Ayudandonos de nuestro sistema de numeracion posicional decimal, podemos

representar de forma mucho mas sencilla los calculos anteriores:

- 1 245 <«
2 490

— 4 980 <
8 1960
16 3920

— 32 7840 <«

Para calcular 37 veces 245, se hacen sucesivas duplicaciones de 245 y se detiene
el proceso en 32 veces 245, ya que la siguiente duplicacion proporcionaria 64 veces 245
que supera las 37 veces 245 que se pretende calcular. Para completar desde las 32 veces
245 hasta las 37 veces 245, se buscan en la columna de la izquierda los nimeros que

sumados a 32 den 37 (son el 4 y el 1) y se sefialan éstos y el 32 y sus correspondientes
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en la columna de la derecha (o sea 980, 245 y 7480). Por ultimo se suman los numeros
sefialados en la columna de la derecha y se obtiene el producto:

7840 CCC BBBB AA
CCCC BBBB AA

BBBBB  AAAA
980 { BBBB AAAA
245 { BB AAAA M1
9065 J CCCCC AAA I
CCCC AAA I

Dividir 1475 entre 43 en un sistema “aditivo”

Se hacen duplicaciones de 43 hasta acercarnos o mas posible a 1475:

| AAAA I ARAA I
N | AAAA I AAAA I —
| AAAA II AAAA II

| AAA UM 1
AAA | | B AAAA II
I AAA
I B A
Bskm AA I
i B AA I BBB AAAA IIII
i
AN BBB AAAA IlII BBB AAAA Il
BBB AAAA IlII BBB AAAA IlII
- «—
B AAA | CBBBAAAA III
AAA I /B B/ AMAl AAA MW 111 AAA I
C B A —

Ayudandonos, de nuevo, de nuestro sistema de numeracion, podemos representar de

forma mucho mas sencilla los calculos anteriores:

1 43
- 2 86 <«
4 172
8 344
16 688
— 32 1376 «

Nos detenemos en 1376, en la columna de la derecha, porque la duplicacion siguiente

daria un namero superior al dividendo 1475. A continuacion se buscan en la columna de
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la derecha los nimeros que sumados a 1376 se acerquen lo méas posible a 1475.
Obtenemos que es el 86: 1376 + 86 =1462
C BBB AAAA Il
1376

AAA I
{ AAAA 1II
86 AAAA II
C BBBB AAA I
1462 AAA

Como a 1462 le faltan 13 para alcanzar 1475, el resto de la division es 13. Y
como los nimeros que acomparian a 1376 y a 86 son, respectivamente, 32 y 2, resulta

que el cociente de la division es 34.
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Documento entregado al final de la 5% sesion

En el siguiente documento aparecen unos cuantos nimeros escritos en el sistema de
numeracion chino y, también, en el sistema de numeracién decimal.

18
- A La fecha

o5 ' Ny
[a}—|% " e

/A | El nimero del periddico ,f"r [\%‘? ,;‘q ;

;_ % / T;[/ﬂ “g); _i{’_:‘ .

324 = L_ A fg? gﬁ </

“+ A e

(12 —~ LY ‘(

He aqui los simbolos utilizados para escribir los nimeros:

W E|K| <N A|F|E|F|F

1

4 |26 6 A i 9 10 100 | 1000 {10000

|

— ;— |

|

2.l

Con estas informaciones encuentra cémo funciona la numeracidn chino-
Japonesa

w l“

,._._._.__
-

Primeras preguntas sobre el SN hibrido

a) ¢Que numero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen

en el sistema hibrido?

b) Explica la funcion que desempefia de cada uno de los simbolos que

aparecen en el sistema hibrido.

c) ¢Queé operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o

adjuncidn de los simbolos en el sistema hibrido?

d) ¢Qué papel juega la posicion de los simbolos dentro del grupo de

simbolos que representa a un nimero en el sistema hibrido?

e) ¢Existe algun simbolo en el sistema hibrido para representar al nimero

cero?

f) ¢Qué cambios aparecen el SN hibrido en relacion con el SN egipcio?
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Documento entregado en la 6* sesion
Tarea exploratoria h;:

Designa mediante el SN hibrido el cardinal de cada una de las siguientes colecciones:

PARXIXXRXXIXXIXXRXIXIRXIIXR XXRXXXXXDRIXXRXXIXXRIXXRXRXO

PARXIXORXIXIRXXIXRXX PARXIXORXIXIRXXRIR

ARV ARXIXXIRXXROXD PARXAXXOXORXRXOXR

A XXX R4 0000006000000 000 0060000600000

G000 0000000000000 0000000000000000000000
006060000000 060600000000 I A XX XX XX XJ

46006000000 006060000000 00060000000

R R R T R R P R R P R R R R R R R R R R R R R R R P R R S R R R R R R R R R R R P S R R S R R P R R S R R e

KEAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAhkhhhhkhhhkhhhkhhhkhhhihhiiikiiixk

*hhkkkhkhkhkkhkhkhkkikhkkkikkhkkkikkhkkhkkhkkhkihkhkikikik

TEAAARAAAAAAAAAAAAAAAAAhAAhkhkhhhkhhhkihhkhhhihhiihiiiiiik

Tarea exploratoria h,:

Suponiendo que los simbolos, mas faciles de utilizar, que hemos elegido para
representar los nimeros en el sistema hibrido son:

| »10% A—10% B—10% C—10% D—10% E— 10> F—10%..
y como nuevos simbolos que haran la funcion de multiplicadores de dichas potencias 2,
3,4,5,6,7,8y9%

Construye una coleccién con 3B 7 elementos, 9A 6 elementos, etc.

Tarea exploratoria hs:

Escribe en el sistema hibrido los nimeros: 8, 51, 99, 103, 320, 895, 999, 2874, 10001,
8000100 y 25384295.
Tarea exploratoria hy:

Ordenar las siguientes series de numeros (sin traducirlos a su expresion habitual) y
explica la técnica que has utilizado:

E,C2A4,2FD2CA2 4A6,DCAI 5D 6C3B4A5, 9B 9AS8.

E2C,DC2A2,FBI,8A,7A6,7B6AI,D9B8, EC8B7A9, 2D I.

L El nimero 1 no se utiliza como multiplicador ya que es innecesario.
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Tarea exploratoria hs:

Realizar las siguientes operaciones dentro del SN hibrido, explicar la técnica utilizada
en cada caso y comprobar posteriormente el resultado con el SN habitual:

— Calcular 3C9B6A8 + 7CT7A2

— Calcular 2D9B3A | — 8C9B5A 3

— Calcular 4A7 x 9A2

— Calcular 4C2B5A8 x 3B9

— Dividir 2C3B 4 entre 7A9

— Dividir DO9C B 2 entre 3B8A 7

— Hallar los divisores comunes de 2A 4y 3A

— Hallar los divisores comunes de 3B 7A 2 y 2B 2A 2
— Hallar los multiplos comunes de 2A 4 y 3A

— Hallar los multiplos comunes de 3B 7A 2 y 2B 2A 2
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Entregado en la 7* Sesion

Algoritmo de comparacion de numeros en el SN hibrido

Buscamos el simbolo de mayor

valor entre los simbolos de las

potencias de la base de ambos
nlmeros

J

$son

NO

A 4

iguales?

lS|

Buscamos el coeficiente de dicho
simbolo en ambos niimeros

Es mayor el que tenga el
simbolo de las potencias de
la base de mayor valor

¢Son iguales?

Es mayor aquel tenga el
coeficiente de mayor valor

¢Hay mas simbolos de
potencias de la base en

alguno de los dos
niimerns?

NO

¢Hay mas simbolos de
las potencias de la base
en los dos nimeros?

Buscamos el simbolo de la
potencia de la base de mayor
valor entre los que quedan.
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NO

Los dos nimeros son
iguales.

Es mayor el nimero que
tiene mas simbolos de las
potencias de la base.
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Entregado en la 7* Sesion

Multiplicar 2745 x 389 en un sistema “hibrido” ‘

Para multiplicar 2C 7B 4A 5 por 3B 8A 9, se deberan utilizar dos tablas de
multiplicar: la de los coeficientes y la de las potencias de la base.

Para efectuar el producto, se debe multiplicar cada componente del primer
namero, 3B 8A 9, por cada componente del segundo, 2C 7B 4A 5. Se empieza
multiplicando 9 por 2C, por 7B, por 4A y por 5y se suman los cuatro resultados
obtenidos. A continuacion se multiplica 8A por 2C, por 7B, por 4A y por 5y asi
sucesivamente. Para obtener el resultado final se suman las cantidades obtenidas en las

tres multiplicaciones parciales.

2C 7B 4A 5 2C 7B 4A 5
X 3B 8A 9 > X 9 —
4A 5
3B 6A
6C 3B
D 8C
2D 4C 7B 5
2C 7B 4A 5 2C 7B 4A 5
X 8A X 3B
4B C 5B
3C 2B D 2C
5D 6C 2E D
E 6D 6E
2E D 9C 6B 8E 2D 3C 5B

A continuacion se suman los tres resultados parciales:

2D 4C 7B 5
2E D 9C ©B
8E 2D 3C_ 5B
F 6b 7C 8B 5
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Tabla de multiplicar de los coeficientes:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 2 4 6 8 A A2 | A4 | A6 | A8
3 I 3 6 9 A2 | A5 | A8 [2A 1| 2A4 | 2A7
4 4 8 A2 | A6 2A |2A 41 2A 8| 3A2 |[3A 6
5 5 A A5 2A |[2A5] 3A |3A 5| 4A |4A 5
6 6 A2 | A8 |2A4| 3A |3A6|4A2 | 4A8|5A 4
7 7 A4 |2A1|2A8|3A5[4A 2| 4A 9 |5A 6| 6A 3
8 8 A6 |2A 4| 3A2 | 4A |4A B8 |5A 6|6A 4 |T7A 2
9 9 A8 |[2A7T|3A6|4A 5|5A4|6A3|7A 2|8A1

Tabla de multiplicar de las potencias de la base:

X A B | C D.
A B C|D|E
B C D | E F
C D E F

D E F
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Entregado en la 7* Sesion

Dividir 3589 entre 74 en un sistema “hibrido”

3C 5B 8A 9 | 7A 4

2C 9B 6A 4A 8
6B 2A O
5B 9A 2
3A 7

Se busca en la tabla de multiplicar de las potencias de la base cual es
la potencia de la base que multiplicada por A da C y resultaser B, B x A =
C, pero como el coeficiente de Aes 7, B x 7A = 7C, que es mayor que 3C.
Debe tomarse A que es la potencia de la base inmediatamente inferior. A
continuacion, se utiliza la tabla de los coeficientes para ver qué coeficiente
le corresponde a A, y vemos que debe tomarse 4A.

De este modo, 4A x (TA 4) = 2C 9B 6A, que restado de 3C 5B
8A 9, proporciona el dividendo parcial 6B 2A 9. Analogamente debemos
buscar que potencia de la base con su correspondiente coeficiente
multiplicada por 7A 4 se acerca lo mas posible a 6B 2A 9. Segun las
tablas de multiplicar el namero buscado es el “8”, por lo que: 8 x (7TA 4)
= 5B 9A 2 yrestadode 6B 2A 9 dacomo resto 3A 7.

Resulta, en resumen, que el cociente es 4A 8 yel resto 3A 7,yaque
3C 5B 8A 9 = (TA4)x (4A 8 +3A 7
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Entregado en la 7* Sesion

‘Trabajo en el Sistema de Numeracion Hibrido‘

a) Realizar F8A 9 -9C 9B 8A

b) Ordenar5SE7C9B 7 y6E 7C 7B 9.

c) Ordenar 5F 9D 7C 8A 9y 5F 9D 7C 9A 8.

d) Disefar un algoritmo que permita comparar dos nimeros cualesquiera escritos
en el SN hibrido.

e) Calcular FAl — 3ECB.

f) CalcularE — 5B 7.

g) Calcular C3A1-6B3A2

h) Calcular 3C 7B x D 3A.

i) Dividir 2E 3D 3C5B | entre 2C5A 7

\Preguntas sobre el Sistema de Numeracion Hl’brido\

a) ¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el sistema hibrido?

b) ¢Se pueden realizar todas las operaciones? ;Con qué numeros el calculo es casi
impracticable? (alcance o dominio de validez)

c) ¢En el SN hibrido se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ;Por qué? ;Cémo
son estas tablas?

d) ¢A partir de qué nimeros o de qué magnitud de numeros las operaciones son
demasiado tediosas y lentas? (fiabilidad)

e) ¢A partir de qué nimeros o de qué magnitud de nimeros las operaciones son
demasiado tediosas? (economia)

f) ¢Cdmo cambia la representacion escrita de un niamero cuando éste se multiplica
por una potencia de la base?

g) Cuando nosotros utilizamos la escritura “novecientos cuarenta y cinco mil
doscientos ochenta y tres” para designar el nUmero 945283 ¢ que tipo de sistema
de numeracion estamos empleando? Analiza las caracteristicas de dicho sistema.

h) ¢Como deberia modificarse la técnica de representacidon hibrida para que los

algoritmos de la multiplicacién y la division fuesen mas fiables y econémicos?
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Material entregado en la 8" Sesion

Tareas a realizar en el SN posicional completo\

1.- Ordenar los nameros siguientes:

123000004500321009876, 123000004500321009879,
1239987899672348213, 'y 1239987899672345678.

Explicar la técnica utilizada. Proponer una técnica en general que nos
permita comparar dos numeros a partir de sus escrituras en el SN
posicional completo.

2.- Calcular mediante tres tecnicas distintas que se explicaran y
justificaran:

a) 27+38+16+9+24+ 12+ 33,

b) 35073 + 38 + 2300045007 + 895000 + 5,

3.- Calcular mediante cuatro técnicas algoritmicas distintas que se
explicaran y justificaran:

a) 87675 — 34564,

b) 3000121 — 1200123.

4.- Calcular mediante tres técnicas algoritmicas distintas que se explicaran
y justificaran:

a) 2345 x 789,

b) 2900150007 x 93500680.

5.- Utilizar y justificar cuatro técnicas distintas para hallar el cociente y el
resto en los siguientes casos:

a) Dividir 81207 entre 75

b) Dividir 7300 897 entre 365

6.- a) Hacer una recopilacion de los distintos criterios de divisibilidad e
intentar traducir dichos criterios a las condiciones del SN aditivo y del SN
hibrido.

b) Calcular los divisores comunes y los multiplos comunes de 24 y 30,
y de 372y 222.

c¢) Calcular el maximo comun divisor y el minimo comdn multiplo de
24y 30,y de 372y 222.
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Entregado en la 8* Sesion

Algunas técnicas algoritmicas de sustraccion en el Sistema posicional completo

Se pueden utilizar las siguientes técnicas de sustraccion:
1. Técnica de “pedir prestado”.

Se colocan los dos nimeros uno encima del otro alinedndoles a la derecha y se empieza
restar de derecha a izquierda, a las unidades de primer orden las unidades de primer
orden, a las unidades de 2° orden las de 2° orden, y asi sucesivamente. Con esta técnica
el apartado a) se convierte en cinco restas independientes, una por cada posicion. Esto
sucede cuando las cifras del minuendo son siempre mayores que las correspondientes
del sustraendo.
Cuando esto no es asi, como es en el caso b) entonces una técnica consiste en
transformar la escritura del minuendo hasta conseguir que cada uno de los valores que
aparecen en cada posicion sea mayor que cada una de las cifras correspondientes que
aparecen en el sustraendo:
Por ejemplo: Si queremos reducir 2475 — 1879 lo que haremos sera transformar la
escritura de 2475 de modo que todos los valores que aparezcan en cada una de las
posiciones sean mayores que las correspondientes a 1879. Entonces pasaremos a
escribir 2475 como 1 (13) (16) (15), de este modo tendremos 15 unidades de primer
orden, 16 de 2° orden, 13 de 3° orden y 1 de 4° orden. Lo que hemos hecho es pasar una
unidad de 2° orden a unidades de primer orden, de este modo tenemos 10+5 unidades
de primer oren y nos quedan 6 unidades de 2° orden, analogamente pasamos una unidad
de 3° orden a unidades de 2° orden y asi tenemos 10+6 unidades de 2° orden, e
igualmente pasamos una unidad de 4° orden a unidades de 3° orden, con lo que tenemos
10+3 unidades de 3° orden, y nos queda 1 unidad de 4° orden. Ahora ya podemos
realizar la sustraccion posicion a posicion.

1 13 16 15

1 8 7 9

0 5 9 6

2. Técnica clasica o de Fibonacci.

Esta técnica consiste en colocar igualmente minuendo y sustraendo uno encima del
otro, alineandolos a la derecha y cuando existe alguna cifra en el minuendo menor que
la correspondiente del sustraendo se suma 10 unidades de ese orden al minuendo y a
continuacion se hace la resta y despues se suma una unidad del orden siguiente al
sustraendo, de este modo si sumamos el mismo ndmero al minuendo y al sustraendo la
diferencia no varia (pues 10 unidades de un orden equivalen a 1 unidad del orden
siguiente). Por ejemplo:

2 4 4 45
la 84 Ta 9

0 5 9 6
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3. Técnica por compensacion.

Esta técnica consiste en colocar igualmente minuendo y sustraendo uno encima del
otro, alineandolos a la derecha y cuando existe alguna cifra en el minuendo menor que
la correspondiente del sustraendo, se transforma el minuendo en otro nimero donde la
primera cifra de la izquierda queda igual y todas las demas cifras pasar a ser nueve, de
este modo lo que se hace es sumar un numero al minuendo y para que la diferencia no
varie debemos también sumar ese mismo numero al sustraendo. Por ejemplo:

2 9 9 9

2 4 7 5 —=+524
8 7 9 _+524 2 4 0 3

1

0 5 9 6
4. Técnica de “adicion con huecos”.
Esta técnica consiste en colocar igualmente minuendo y sustraendo uno encima del

otro, alineédndolos a la derecha y ahora se trata de buscar qué nimero tengo que sumar al
sustraendo para obtener el minuendo. Por ejemplo:

Se procede de derecha a izquierda posicion a posicién del siguiente modo: Se calcula
qué numero hay que afadir a 9 para obtener 15, (9 para llegar a 15, 6 y me llevo 1),
luego lo que hay que afiadir a 7+1 para obtener 17, (de 8 paraira 17,9y me llevo 1), a
continuacion lo que hay que afiadir a 8+1 para obtener 14, (de 9 para llegar a 14, 5y me
Ilevo 1) y por fin lo que hay que afiadir a 1+1 para obtener 2.
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Entregado en la 8" Sesion

Algunas técnicas algoritmicas de la multiplicacion en el Sistema posicional

1. La técnica de doble entrada.

Colocamos los numeros que intervienen en el calculo como si fueran las dimensiones de

un rectangulo, y para ello hacemos la descomposicién canonica de cada numero y

realizamos la reduccion de las escrituras por trozos, luego sumamos lo obtenido en cada

una de las columnas y por Gltimo, sumamos los totales de cada columna. Por ejemplo:
2000 300 40 5

20000040 300000; 40000 5000 1000

1400000 210000; 28000 3500 700

160000 24000 3200 400 80

18000 2700 360 45 9

3578000+536700+ 71560 + 8945 = 4195205

2. La técnica “per Gelosia”

2 3 4 5
0 0 0 0 1
2 3 4 o)
1 2 2 3
4 1 8 S| 7
1 2 3 4 8
6 4 2 0
178|277 3 6| 4 51 9

3. La técnica clasica

2 3 4 5
x 1 7 8 9
21 1 0 5
18 7 6 O
164 1 5
2 34 5
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Entregado en la 8* Sesion
Algunas técnicas de la division en el sistema posicional

1. La técnica anglosajona. (Dos ejemplos)
2.
Dividir 3589 entre 74 utilizando

— 48]
74 8
L 40
74 x 40 = 2960 3589
-2960
74x8 = 592 0629
- 592
037
El cociente es 48 y el resto 37, ya que
3584 =74 x 48 +37 y 37< 74.
Dividir 960084 entre 562
562
562 x 1 1708
562 x 7 =3934
562 x 8 = 4496 960084
- 562000
398084
- 393400
004684
- 4496
0188
O también
1708
562 12
562 x 1 16 6
562 x 6 = 3372
562 x 2=1124 960084
- 562000
398084
- 337200
060884
56200
004684
3372
1312
1124
0188
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2.- Técnica de los multiplos tiles.

Dividir 4837 entre 17

Primero se escriben los multiplos de 17 siguientes:

17 34 51 68 85 102 119 136 153
170 340 510 680 850 1020 1190 1360 1530
1700 3400

A continuacion se procede del siguiente modo:

4837
- 3400 200
1437
- 1360 80
77
-68 _4
9 284

Luego el cociente es 284 y el resto 9

Explicar dicho algoritmo e indicar qué razones hay para tener en cuenta sélo los
multiplos de 17 que se han escrito antes y no otros. Aplicarlo a la division de 43257
entre 58.
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Entregado en la 10? Sesion

Preguntas sobre el SN posicional completo

. Calcular 3001005 - 2890719

o Calcular 630098 x 700400

o Dividir 74800358 entre 379

o Hallar el m.c.d. y el m.c.m. de (735y 2970)

a) ¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el sistema
posicional?

b) ¢Qué simbolos se utilizan en el SN posicional y de qué tipo son? ; Como
se representan las distintas potencias de la base del sistema? ;Que
significa el que sea posicional?

c) ¢Se pueden realizar siempre las distintas operaciones? ¢Con qué
nameros el calculo es casi impracticable? (alcance o dominio de
validez)

d) ¢En el SN posicional completo se necesitan tablas de sumar y
multiplicar? ¢Por qué? ;Como son estas tablas?

e) ¢Con qué técnicas las operaciones son muy dificiles de realizar sin
acumular errores? (fiabilidad)

f) ¢Con qué técnicas las operaciones se pueden realizar rapidamente?
(economia)

g) ¢Como cambia la representacion escrita de un numero cuando éste se
multiplica por una potencia de la base?

h) ¢Qué cambios aparecen en el SN posicional completo con respecto a los

SN aditivos (el egipcio y el romano), a los SN hibridos ( el chino, el

oral) y a los SN posicionales no completos o primitivos?
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Resumen del estudio de la Numeracion en 2° de Magisterio

Una representacion escrita de los nimeros naturales para que sea eficaz debe permitir,
como minimo:

(A) Que la escritura sea univoca y comoda. Pocos simbolos, facil memorizarlos y que
la longitud de las escrituras haga facil su lectura.

(B) Que la comparacion de los nimeros a partir de sus escrituras sea lo mas facil
posible.

(C) Que se puedan realizar calculos de forma rapida, sencilla y fiable.

Tres tipos de Sistemas de Numeracion.

(1) Sistemas de numeracion de tipo I (“aditivos”).

Primero cifras para 1, n, n%, n®, n%, n°, ... donde n es la base del sistema de
numeracién. Ej: el sistema egipcio : 1, 10, 10% 10°, 104, 10°, ...
- En un segundo momento cifras para 1, a, n, an, n?, an?, n%,an®, n*...y a<n es
un divisor privilegiado de n que recibe el nombre de base auxiliar del sistema.
Ej: el sistema romano: 1, 5, 10, 5 x10, 10%, 5 x10?, 10°,...
(2) Sistemas de numeracion de tipo II (“hibridos™)
Dos tipos de simbolos:

- Los que representan las distintas potencias de la base n, es decir, n°, n, n n® n*

- Los que representan a los multiplicadores de dichas potencias, o sea, para 2, 3,
..., (n=1), (son los coeficientes).
Siempre se colocan encima o delante de la potencia a la que multiplican (aqui la
posicion es importante).

Ej: el sistema chino y nuestro sistema decimal oral.
(3) Sistemas de numeracion de tipo III (“de posicion™).

- Solo cifras para representar los n —1 primeros numeros naturales: 1, 2, 3,..., (n -
1) (funcionan como coeficientes de las potencias de la base n).
- Cada una de las potencias n' esta representada por la posicion i-ésima que ocupa
un coeficiente dentro del grupo de simbolos que representa al nimero.
Ej: Sistemas maya y babilénico (primitivos con simbolos para 1 y a, a divisor
privilegiado de ny para el cero.)
El sistema de numeracion decimal escrito.

433



Anexo |

Un SN debe permitir expresar los numeros naturales mediante un conjunto S de
simbolos, de tal manera que sean compatibles las condiciones siguientes:

(1) No haya ninguna ambigtiedad.
(2) EIl cardinal del conjunto S de simbolos utilizados en SN no sea excesivamente
grande.
(3) Cada numero natural venga representado por una cadena de simbolos (repetidos o
no) que no sea excesivamente larga.
(4) Que sean potentes, econdmicas y fiables las técnicas que permiten:
(4.1) comparar dos 0 mas numeros
(4.2) sumar dos 0 mas nimeros
(4.3) restar un numero de otro mayor
(4.4) multiplicar dos nimeros
(4.5) dividir un nUmero por otro
(4.6) hallar multiplos y divisores de uno 0 mas nimeros.

Técnicas extremas:

- Utilizar un unico simbolo Yy repetirlo tantas veces como indica el nimero que
queramos representar,
- Utilizar un simbolo diferente para cada numero natural.
La primera permite resolver (1) y (2) pero no (3) y
la segunda permite resolver (1) y (3) pero no (2).
Una primera técnica intermedia:
Consiste en mejorar la técnica de un unico simbolo realizando un unico tipo de
agrupamiento.

I I Ormr  Imr - IIn 23

v

\4 \4 \4 vV > 23

Aparece nuevo simbolo para el agrupamiento.

El Sistema de Numeracion “aditivo”

Consiste en realizar agrupamientos de forma regular, utiliza agrupamientos de
primer orden, de segundo orden, etc.

- Semejante al sistema egipcio.

- Simbolos: I, C,D, Ey F

LU

10°, 10%, 102, 10°% 10% 10°y 10°
Designan unidades sucesivas, cada una de las cuales es diez veces la anterior.
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Sistema egipcio
- Los simbolos representan a las potencias de la base.
- Labase es 10. Se agrupa de 10 en 10.
- No existe ambigiedad de escrituras.
- Se utiliza la adicion.
- No es posicional. No tiene cero como cifra.
- No es posible escribir cualquier nimero

Caracteristicas de SNa

- No presenta ambigtiedades.

- Sigue habiendo dificultades para resolver la tarea de disminuir el nGmero de
simbolos necesarios para representar cada nUmero. pues para representar
9.999.999 necesitamos 63 simbolos.

- No permite comparar dos numeros de forma satisfactoria.

- Permite realizar las tareas de sumar, restar, multiplicar y dividir para nimeros
pequerfios de “forma razonablemente econdmica”. Pero si los numeros aumentan
la técnica es muy poco econdmica.

- Presenta la ventaja de no tener que recurrir a utilizar las tablas de sumar y de
multiplicar.

lUna direccién de evolucion de la técnica de representacién aditival

Objetivo: Dar una respuesta mas eficaz y economica a la tarea de disminuir el nimero
de simbolos necesarios para representar cada numero.

Variacion aportada por el sistema romano.
Simbolos: 1, 'V, X, L, C, Dy M

A

10°, 5x10° 10%, 5x10%, 10% 5x10%y 10°
Designan unidades sucesivas que son alternativamente el quintuplo o el doble de la
anterior.

|Otra variacion dentro del sistema romano‘

Todo simbolo colocado a la izquierda de un simbolo de valor inmediatamente superior,
indica que el menor debe restarse del mayor:
9 »>IX; 4 > 1V; 40 - XL; 90 —» XC;
400 —» CD; 900 — CM.
Estas mejoras, para dar respuesta a la tarea de disminuir el nimero de simbolos
necesarios para representar cada numero, hacen que la técnica sea menos economica y
menos eficaz para realizar operaciones aritméticas, incluso con nimeros pequefios.

ICONCLUSION

EL OBJETIVO PRINCIPAL O “RAZON DE SER” de los sistemas de numeracion
aditivos es la representacion de los nimeros naturales sin ambigliedades y con una
pequefia cantidad de simbolos y no la simplificacion de los algoritmos de las
operaciones aritméticas.
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El Sistema Hibrido

Constituye un sistema aditivo-multiplicativo, semejante al sistema chino o a
nuestro sistema oral.
Utiliza los simbolos para las potencias de la base:

| > 10% A —10% B —10% C— 10%

D - 10* E—10° F— 105 ..
Utiliza un nuevo tipo de simbolos que hacen la funcién de multiplicadores de
dichas potencias :(2, 3,4, 5,6, 7,8y 9).
Mejora la solucion a la tarea de disminuir el nimero de simbolos necesarios para
representar cada nimero pues evita la repeticion de simbolos de las potencias de
la base.
La representacion de los nimeros se simplifica, aunque todavia no podemos
escribir todos los nimeros naturales con un nimero finito de simbolos, fijados
de antemano.
El algoritmo de comparaciéon es mas economico que el del SN aditivo, pues
no €S necesario contar cuantas veces se repite cada simbolo.
Las operaciones aritméticas pueden realizarse de forma mas sencilla'y
econdmica que con el SN aditivo, sobre todo, con nimeros “grandes”.
Sin embargo, hay que utilizar la tabla de sumar de los coeficientes y las dos
tablas de multiplicar (la de las potencias de la base y la de los coeficientes).

Sistema chino

Tiene simbolos que representan a las potencias de la base y a sus
multiplicadores.

La base es 10. Agrupa de 10 en 10.

No hay ambigliedad de escrituras.

La posicién es importante. No tiene cero como cifra.

Utiliza las operaciones de adicion y multiplicacion.

No se puede escribir cualquier namero.

Caracteristicas de los SN posicionales

Dan una respuesta definitiva a (2), y permite resolver las tareas de comparar y
calcular.

Prescinden de los simbolos de las potencias de la base ya que éstas vienen
indicadas por las distintas posiciones que ocupan los respectivos coeficientes.
Permiten escribir todos los nimeros naturales con un namero finito de simbolos
(fijados de antemano).

Los unicos simbolos que utilizan son los coeficientes o multiplicadores de las
potencias de la base.
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Caracteristicas de los SN posicionales primitivos

Utilizan simbolos para los coeficientes que intentan evocar visualmente lo que
representan.
Ejemplos: 9 — T eeee | 87 — eoeo Jeo
57 > ({{vvvvvvyv, 247> VVVV VVVVVVV
No permiten resolver la tarea “;Como expresar los nimeros naturales que
necesitamos mediante simbolos de manera que no haya ninguna ambigtedad?
III puede ser “15” 6 “110” 6 “205”.
Vv Vv puede ser “2” ¢ “61”.

\El sistema “posicional completo”.\

Da una respuesta definitiva a la tarea de disminuir el nimero de simbolos
necesarios para representar cada namero.

Prescinde de los simbolos de las potencias de la base ya que éstas vienen
indicadas por las distintas posiciones que ocupan los respectivos coeficientes.
Permite escribir todos los nimeros con un namero finito de simbolos (fijados de
antemano).

Los Unicos simbolos son los coeficientes o multiplicadores de las potencias de la
base. Las potencias de la base vienen indicadas por las distintas posiciones.
Utiliza simbolos convencionales diferentes para cada uno de los coeficientes (los
nimeros menores que la base).

Afiade un nuevo simbolo: el cero, para indicar que en una determinada posicion
hay ausencia de elementos.

La base es diez y dispone de los simbolos 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 para los
coeficientes y del simbolo 0 para indicar ausencia de elementos en una
determinada posicion.

No presenta ambiguedades.

Permite comparar dos nimeros de una forma muy eficaz.

Proporciona una respuesta mas econémica y eficaz a las tareas de célculo.

Cuestion inicial q: ¢Como expresar los nimeros
naturales mediante una representacion escrita que sea
un instrumento Gtil para el desarrollo de la aritmética

elemental?
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\Materiales entregados a los alumnos de 3° de la ESO|

Cuestion inicial:

“Tenemos un emisor y un receptor. EI emisor dispone de la siguiente coleccion de
platos que no puede ver el receptor y debe mandar un mensaje escrito al receptor para
que le traiga exactamente las cucharas necesarias para poner una en cada plato.”

Hay multiples soluciones a este problema. Nuestro objetivo general es estudiar las
diferentes soluciones, analizar sus caracteristicas y sus limitaciones.

Para ello empezaremos buscando por grupos al menos cuatro maneras distintas de emitir
dicho mensaje.

R “‘tv : !
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O - = et
‘ O
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Entregado en la 1* Sesion como tarea para casa
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EL SISTEMA ROMANO

1. Escribir los nUmeros 143, 1001, 1998 y 2004 en el sistema romano.
2. Sumar los cuatro nimeros anteriores en el Sistema Romano.
3. Destacar tres diferencias entre nuestro SN y el Sistema Romano.
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Entregado en la 2* Sesién|

ILa Numeracién egipcia|

En el antiguo Egipto, algunos faracnes hacian construir templos en honor de
sus dioses. Hacian decorar los muros con esculturas y pinturas que

ilustraban los episodios mds gloriosos de su vida o con escenas de la vida

cotidiana.

Los tres documentos siguientes han sido descubiertos en dos de estos

templos:

El primero indica el nimero de enemigos

masacrados en una batafla ganada por el |

faraén de HIERAKONPOLIS:

42 209 hombres. |
!

de cabras y de bueyes capturados en esa |
batalla: ‘

120 000 hombres
1422 000 cabras

El segundo indica el nimero de hombres, !
|
|

400 000 bueyes. |

El tercero indica ia cantidad de animales

de un faraén de Memphis: r
121 200 palomas

121 022 patos
11 110 ocas

IS T > o
e | S )
AN
Palomas g i >> <
Patos 11 (q i >> %
Ocas (O W% i )

<Qué reglas utilizaban los egipcios para escribir los nimeros?

Anexo Il

En este documento aparecen varios numeros escritos en el SN egipcio y, también, en el

SN decimal posicional completo.

¢Cual es la manera egipcia de escribir los nUmeros?
(@) ¢Qué conjunto de simbolos se utilizan? ¢ Tienen todos el mismo papel?

(b) ¢Qué nimero natural representa cada simbolo?
(c) ¢Como se puede saber si un grupo de simbolos representa 0 no un namero (es
decir, como saber si un namero estd bien o mal escrito)? ;/Qué reglas de
escritura hay? ¢Como se obtiene el valor de un nimero?
(d) ¢Un mismo grupo de simbolos puede representar dos nimeros diferentes?

(e) Si queremos escribir numeros muy grandes,

simbolos?

inecesitaremos muchos

() Siun namero es mayor que otro, ¢se necesitardn mas simbolos para escribirlo?
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Entregado al final de 1a 3" sesion
Tarea exploratoria a;

Designa mediante el SN egipcio el cardinal de cada una de las siguientes colecciones:
12 Coleccidon

FARXIXXRIXIRXXIXXRIXIRXXIRXRD
PAXXIXXRXIXXRIXIRXXIXIRXXIRXXIXRXX
PARXIXORXXIRXXRXIR

22 Coleccion

0000000000000 0000000000000000000000000000009090
0000000000000 00000000000000000

32 Coleccion

FEAAEAAIAEAARIAEAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAIAAAAAAAAAkAErAhkhhhkhhhkhihkhihhihhihiiikx

khkhkhkhhhkhkhkhkhkkhkhhhrrrhkhkhkhhkhhirrrhkhkhhhhiiirrhhdhhhiiiirhiidhii

FhhkArkhkAAhkArAhkAkhhkhihhkhkhhkhihhkhhhkhkihkhkihhkihhkihikiiixkx

khkhkhhhhkhkhkhkkkhkhkhrrhhhkhkhhhkhiirrhkhhhhhiiiiiiixx

*hhkhAhkhkhAhhkhhhkhkhhkhkhhkhkihkkhkihkhkihkhkihhkiihikiikx

Tarea exploratoria a,

Suponiendo que los simbolos, mas faciles de utilizar, que hemos elegido para
representar los nimeros en el sistema egipcio son:

151 10'>A 10°->B 10°>C 10*->D 10°5> E y 105 F

Construye una coleccién que tenga:  a) AAAIIILIIII elementos,

b) AAAAAAAAAILLIITI elementos.
Tarea exploratoria a;
Escribe en el sistema egipcio los nimeros: 8, 51, 99, 103, 320, 895, 999, 2874, 10001,
8000100 y 25384295.

Tarea exploratoria a4
Ordena las siguientes series de numeros (sin traducirlos a su expresion habitual) y
explica la técnica que has utilizado:

- E, CAAIIIl, FFDCCAII, AAAAIIILII, DCAI,
DDDDDCCCCCCBBBAAAAIIII, BBBBBBBBBAAAAAAAAAIILIIIII,

- ECC, DCAAII, FBI, AAAAAAAA, AAAAAAAILILIT, BBBBBBBAAAAAAL,
DBBBBBBBBBIIIIIIII, ECBBBBBBBBAAAAAAAIIIIIIIII, DDI,

Tarea exploratoria _as: Realizar las siguientes operaciones dentro del SN aditivo,
explicar, en cada caso, la técnica utilizada, comprobar posteriormente el resultado con el
SN habitual:

— Calcular CCCBBBBBBBBBAAAAAAIIIIIII + CCCCCCCAAAAAAAII
— Calcular BBBBAAAIIIIII — BAAAAAAAAAII

— Calcular AHI x 1

— Dividir AAAAIILIL entre 1T

— Hallar los divisores comunes de AAIIIl y AAA
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-

Hallar los multiplos comunes de AAIIIT y AAA

Entregado en la 4° sesion como tarea para casa.

\Trabajo en los SN aditivos|

Tarea a, : Realizar las siguientes operaciones dentro del SN aditivo,
explicar, en cada caso, la técnica utilizada, y comprobar posteriormente el
resultado con el SN habitual:

—

1

1

Calcular CAIlIII - BBBBAAAIILITITIIII

Calcular AAAAILTT x AAI

Dividir BBBBBAAAIIIIIII entre AAIITI

Tarea a, : El profesor propone empezar a realizar las mismas actividades
que se han realizado con el SN egipcio, pero con el sistema de numeracion
romano.

a)

b)

f)
9)

Preguntas sobre los SN aditivos

¢Se pueden escribir todos los numeros naturales mediante el SN
aditivo? ¢Que tiene de particular el sistema romano? ;Mejora, en algun
aspecto, la eficacia de los restantes sistemas aditivos?

¢Se pueden realizar siempre las distintas operaciones aritméticas? ¢Con
qué numeros el calculo es casi impracticable? (alcance o dominio de
validez) ¢Las peculiaridades de sistema romano lo hacen mas o menos
eficaz para el célculo?

¢En el SN aditivo se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ;Por qué?
¢ Como son estas tablas?

¢A partir de qué ndmeros o de qué magnitud de ndmeros las
operaciones son muy dificiles de realizar sin acumular errores?
(fiabilidad)

¢A partir de qué ndmeros o de qué magnitud de nameros las
operaciones son demasiado tediosas y lentas? (economia)

¢Como cambia la representacion escrita de un numero cuando éste se
multiplica por una potencia de la base?

¢Qué cambios habria que introducir en la técnica de representacion
aditiva para mejorar los algoritmos de multiplicacién y division?
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Entregado en la 5* Sesion

Ejercicios resueltos de multiplicacion y de division en el SN egipcio.

|Multiplicar 37 x 245 en un sistema “aditivo”

Se procede mediante sucesivas duplicaciones de uno de los dos términos (aqui
de 245) del siguiente modo:

N | BB AAAA I BB AAAA Il <
| BB AAAA Av— Nl BB AAAA A
| BB AAAA | BB AAAA
N T BB AAAA BBBB B AAAA <«
I BB By BBBB AAAA
BB
CC XXXX
BBBB AAA BBBB B AAA
1 C B \ C BBBB AAA
1 ™ )
BBBB  AAA
BBB B Y. CCC BBBBB AA
Ax N 1 cC w8 A BBBB
NI B AR
C  BBBB AA
5 CCC BBBB AA |CCC BBBB AA <
AA | CCCC BBBB AA
A/% | ccc c‘/
BBBB AA

Ayudandonos de nuestro sistema de numeracion posicional decimal, podemos

representar de forma mucho mas sencilla los calculos anteriores:

- 1 245 «—
2 490

— 4 980 <«
8 1960
16 3920

— 32 7840 <«

Para calcular 37 veces 245, se hacen sucesivas duplicaciones de 245 y se detiene el
proceso en 32 veces 245, ya que la siguiente duplicacion proporcionaria 64 veces 245
que supera las 37 veces 245 que se pretende calcular. Para completar desde las 32 veces

245 hasta las 37 veces 245, se buscan en la columna de la izquierda los nimeros que
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sumados a 32 den 37 (son el 4y el 1)* y se sefialan éstos y el 32 y sus correspondientes
en la columna de la derecha (o sea 980, 245 y 7480). Por ultimo se suman los numeros
sefialados en la columna de la derecha y se obtiene el producto:

7840 CCC BBBB AA
CCCC BBBB AA

BBBBB AAAA
980 { BBBB AAAA

245 { BB AAAA 1
9065 J CCCCC AAA I
CCCC AAA I

IDiVidir 1475 entre 43 en un sistema “aditivo”\

Se hacen duplicaciones de 43 hasta acercarnos o més posible a 1475:

I AAAA II AAAA I
- I AAAA I AAAA I <~
I AAAA I AAAA 11
| AAA | |
AAA |l I B AAAA I
I AAA
1 B A
BB\MK AA I
il B A AA I BBB AAAA Il
111
Al BBB AAAA Il BBB AAAA IlII
BBB AAAA llII BBB AAAA llII
- —
B AAA 11| CBBB AAAA Il
AAA I ‘/B B/ A ‘wl i AAA I
C B A

Ayudandonos, de nuevo, de nuestro sistema de numeracion, podemos representar de

forma mucho mas sencilla los célculos anteriores:

1 43
- 2 86 <«
4 172
8 344
16 688
— 32 1376 «

! Puede demostrarse facilmente que cualquier nimero natural es suma de potencias de 2.
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Nos detenemos en 1376, en la columna de la derecha, porque la duplicacion siguiente
daria un namero superior al dividendo 1475. A continuacién se buscan en la columna de
la derecha los nimeros que sumados a 1376 se acerquen lo mas posible a 1475.
Obtenemos que es el “86: 1376 + 86 =1462
C BBB AAAA I
1376 {

AAA I
AAAA II
86 AAAA 11
C BBBB AAA I
1462 { AAA

Como a “1462” le faltan “13” para alcanzar “1475”, el resto de la division es
“13”. 'Y como los nimeros que acompafian a “1376” y a “86” son, respectivamente,
“32”y “2”, resulta que el cociente de la division es “34”.
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Comparacion de dos nimeros escritos en un sistema “ADITIVO”

Buscamos el simbolo de

mayor valor en ambos
nitmerns

¢Son iguales?

Hallamos la
cantidad de esos
simbolos que hay

(Hay la
misma
cantidad?

¢Hay mas simbolos
en alguno de los
dos nimeros?

¢Hay més
simbolos en los
dos nimeros?

NO | Es mayor el nimero
—® que tiene el simbolo
de mayor valor.

Es mayor el que
tenga mas simbolos

Los dos nimeros
son iguales

NO Es mayor el nimero
en el que haya mas
simbolos

A 4

Buscamos el siguiente

A

simbolo de mayor valor en
ambos numeros
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Entregado en la 6* Sesion

Tarea para gestionar el primer encuentro con el SN chino:
En el siguiente documento aparecen unos cuantos numeros escritos en el sistema de
numeracion chino y, también, en el sistema de numeracién decimal.

[ 18 ]
Nl a fecha

7
v
z

98

A | El nimero del periédico

.-r
a

324

He aqui los simbolos utilizados para escribir los nimeros:

T

I

R

-

7

7

_1—

-
= |
2

w l'l,\

4 | 5

6

< | N\
7 | 8

9

10

100

10000

Con estas informaciones encuentra cémo funciona la numeracidn chino-
Japonesa

Se proponen las siguientes cuestiones:

a) ¢Qué numero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen en el
sistema chino?

b) Cambia los simbolos del sistema chino por otros méas faciles de dibujar y que
cumplan las mismas funciones.

c) Explica el funcionamiento de cada uno de los simbolos que aparecen en el sistema
chino.

d) ¢Qué operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o adjuncion de
los simbolos en el sistema chino?

e) ¢Qué papel juega la posicién de los simbolos dentro del grupo de simbolos que
representa a un namero en el sistema chino?

f) ¢Existe algun simbolo en el sistema chino para representar al nimero cero?

g) ¢Que cambios aparecen el SN chino en relacion con el SN egipcio?
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Entregado en la 7% Sesion para realizar en casa

Trabajo exploratorio en el sistema hibrido

Tarea exploratoria h;:
Designa mediante el SN hibrido el cardinal de cada una de las siguientes colecciones:
Coleccion

I A XXX X4 0000006060600 00000 0060006000000

0000000000000 0000000000000000000000%000
060660000000 0606060000000 0606000000

06606000000 0660606000000 4660600606000

Tarea exploratoria h,:
Suponiendo que los simbolos, méas faciles de utilizar, que hemos elegido para
representar los nimeros en el sistema chino son:

| »10°% A—10% B—10% C—10% D—10% E— 10 F— 10%..

y como nuevos simbolos que haran la funcion de multiplicadores de dichas potencias 2,
3,4,5,6,7,8y9°%

Construye una coleccién con 9A 6 elementos, etc.

Tarea exploratoria hj:
Escribe en el sistema chino los nimeros: 8, 99, 103, 999, 10001, 8000100 y 25384295.

Tarea exploratoria hy:
Ordena las siguientes series de numeros (sin traducirlos a su expresion habitual) y
explica la técnica que has utilizado:

E,C2A4,2FD2CA2 4A6,DCAI5D6C3B4A5,9B 9A 8.
E2C,DC2A2,FBI,8A,7A6,7B6AI1,D9B8, EC8B7A9, 2D I.

Tarea exploratoria hs:
Realizar las siguientes operaciones dentro del SN hibrido, explicar la técnica utilizada
en cada caso y comprobar posteriormente el resultado con el SN habitual:

— Calcular 3C9B6A8 + 7CT7A2

— Calcular 2D9B3A 1 — 8C9B5A 3

— Calcular 4A7 x 9A2

— Dividir 2C3B 4 entre 7A9

— Hallar los divisores comunes de 2A 4y 3A

— Hallar los maltiplos comunes de 2A 4 y 3A

2 El nimero 1 no se utiliza como multiplicador ya que es innecesario.
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Entregado y corregido en la 8" Sesion

Trabajo en el Sistema de Numeracion Hibrido

Ordenar 5F 9D 7C 8A 9y SF 9D 7C 9A 8.

Disefiar un algoritmo que permita comparar dos nimeros cualesquiera escritos
en el SN hibrido.

Calcular FAI - 3E CB.
Calcular 3C 7B x D 3A.

Dividir 2E 3D 3CSB1 entre 2C SA 7

Preguntas sobre el Sistema de Numeracion Hibrido

a)
b)

c)
d)

f)

9)

h)

¢Se pueden escribir todos los numeros naturales mediante el sistema
hibrido?

¢Se pueden realizar siempre todas las operaciones aritméticas? ;Cual es
la magnitud de los numeros para los que el calculo es casi
impracticable? (alcance o dominio de validez)

¢En SN hibrido se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ;Por qué?
¢ COomo son estas tablas?

¢A partir de qué magnitud de nameros las operaciones son muy dificiles
de realizar sin acumular errores? (fiabilidad)

¢A partir de qué magnitud de numeros las operaciones se pueden
realizar rapidamente? (economia)

¢Como cambia la representacion escrita de un nimero cuando éste se
multiplica por una potencia de la base?

Cuando nosotros utilizamos la escritura “novecientos cuarenta y cinco
mil doscientos ochenta y tres” para designar el numero 945283 ;qué
tipo de sistema de sistema de numeracion estamos empleando? Analiza
las caracteristicas de dicho sistema.

¢Qué cambios habria que introducir en la técnica de representacion
hibrida para mejorar las posibles técnicas de multiplicacion y division?
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Multiplicar 2745 x 389 en un sistema “hibrido” ‘

Para multiplicar 2C 7B 4A 5 por 3B 8A 9, se deberan utilizar dos tablas de
multiplicar: la de los coeficientes y la de las potencias de la base.

Para efectuar el producto, se debe multiplicar cada componente del primer nimero, 3B
8A 9, por cada componente del segundo, 2C 7B 4A 5. Se empieza multiplicando 9 por
2C, por 7B, por 4A y por 5y se suman los cuatro resultados obtenidos. A continuacion
se multiplica 8A por 2C, por 7B, por 4A y por 5y asi sucesivamente. Para obtener el

resultado final se suman las cantidades obtenidas en las tres multiplicaciones parciales.

2C 7B 4A 5 2C 7B 4A 5
X 3B 8A 9 > X 9 —
4A 5
3B 6A
6C 3B
D 8C
2D 4C 7B 5
2C 7B 4A 5 2C 7B 4A 5
X 8A X 3B
4B C 5B
3C 2B D 2C
5D 6C 2E D
E 6D 6E
2E D 9C 6B 8E 2D 3C 5B

A continuacion se suman los tres resultados parciales:

2D 4C 7B )
2E D 9C ©oB
8E 2D 3C__SB
F 6b 7C 8B 5
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Tabla de multiplicar de los coeficientes:

X 1 2

1 1 2

2 2 4

3 3 6

4 4 8 2

5 5 A 5

6 6 A2 8 |2A 4| 3A |3A6|4A 2| 4A 8| 5A 4
7 7 A4 |2A1|2A8|3A5|4A 2| 4A 9 |5A 6| 6A 3
8 8 A6 |2A 4| 3A2 4A | 4A 8 |5A 6| 6A 4 |T7TA 2
9 9 A8 |[2A7|3A6|4A 5/5A 4| 6A3|7A 2|8A 1

Tabla de multiplicar de las potencias de la base:

my.

m

mimo|lO

OIO|W > X
m(o|O|m@| >

MmO O|W®
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Tabla de multiplicar en el SN Chino
realizada por un alumno de 3° de ESO

Lol R N S -« L e e A e I

4 < | O R | R O | Y e
< [ A WD Y (B (BT e AR o |-
PIY | YR WY [ W BN [ R [l A A o)

Kl A< | w0 S R IR C S TC S o R g [ ) E R
Al | S e e e e | e e
Bl | = | W AR e W W k| By
N I O =2 PR NV RV N B e W IR\ IR S IRV
N < R B I e I N R - e N R
NN Ny AN 3 = A< ) = - —
X N ] W A B | W | A | e = ® |
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Dividir 3589 entre 74 en un sistema “hibrido”

3C 5B 8A 9 | 7A 4

2C 9B 6A 4A° 8
6B 2A 9
5B 9A 2
3A 7

Se busca en la tabla de multiplicar de las potencias de la base cual es
la potencia de la base que multiplicada por A da C y resultaser B, B x A =
C, pero como el coeficiente de Aes 7, B x 7A = 7C, que es mayor que 3C.
Debe tomarse A que es la potencia de la base inmediatamente inferior. A
continuacion, se utiliza la tabla de los coeficientes para ver qué coeficiente
le corresponde a A, y vemos que debe tomarse 4A.

De este modo, 4A x (TA 4) = 2C 9B 6A, que restado de 3C 5B
8A 9, proporciona el dividendo parcial 6B 2A 9. Analogamente debemos
buscar que potencia de la base con su correspondiente coeficiente
multiplicada por 7A 4 se acerca lo mas posible a 6B 2A 9. Segun las
tablas de multiplicar el nimero buscado es el “8”, por lo que: 8 x (7TA 4)
= 5B 9A 2 yrestadode 6B 2A 9 dacomo resto 3A 7.

Resulta, en resumen, que el cociente es 4A 8 yel resto 3A 7,yaque
3C 5B 8A 9 = (7A 4)x (4A 8)+3A 7
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Entregado en la 8* Sesion como tarea para casa

L.a numeracion de los Mayas

Originarios de América Central, los mayas se inferesaron mucho por la
astronomia. También tuvieron necesidad de escribir grandes ndmeros. Sin
embargo, no utilizaban nada mds que tres simbolos.

A continuacion presentamos varios nimeros escritos en el sistema maya:

2 |[ 4 '_5__;'_9'!h10 fr12 (19 ][ 20 5 | [ 40 | [100]][248]] 308 |
1 1 — i B . __._l — — _l i O B b -||—-_:-Ii:I—_.
| | | | |1 | | | L [l ** _i'—l ""'|
| || |I | '..‘| |__| | e | |:;:!| | I | | |
Cerett I | | —-—_|® | @ |_® | = | | —]

1.- Encuentra como funciona el sistema de humeracién maya.

2.- Intenta explicar porqué este sistema permite escribir nimeros mucho

mayores que el sistema egipcio

Se proponen las siguientes preguntas:

a)

b)

f)
9)
h)

¢Qué numero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen en el
sistema maya?

Explica el funcionamiento de cada uno de los simbolos que aparecen en el sistema
maya.

¢ Es posible que una misma escritura pueda representar dos numeros distintos? Si es
asi, pon un ejemplo e indica cémo podria evitarse dicho problema de ambigiedad.
¢Qué operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o adjuncion de
los simbolos en el sistema maya?

¢Qué papel juega la posicién de los simbolos dentro del grupo de simbolos que
representa a un nimero en el sistema maya?

¢, En el sistema maya se utiliza el cero como simbolo? Si es asi, ¢qué uso se le da?
¢Qué cambios aparecen el SN maya en relacion con los SN egipcio y chino?
Escribe en el sistema maya los numeros 205, 999, 100000 y 25384 987.
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Entregado en la 8* Sesion para que se vayan familiarizando con las
distintas técnicas de calculo en el SN posicional completo

Algunas técnicas algoritmicas de sustraccion en el Sistema posicional completo

Se pueden utilizar las siguientes técnicas de sustraccion:
1. Técnica de “pedir prestado”.

Se colocan los dos nimeros uno encima del otro alinedndoles a la derecha y se empieza
restar de derecha a izquierda, a las unidades de primer orden las unidades de primer
orden, a las unidades de 2° orden las de 2° orden, y asi sucesivamente. Con esta técnica
el apartado a) se convierte en cinco restas independientes, una por cada posicion. Esto
sucede cuando las cifras del minuendo son siempre mayores que las correspondientes
del sustraendo.
Cuando esto no es asi, como es en el caso b) entonces una técnica consiste en
transformar la escritura del minuendo hasta conseguir que cada uno de los valores que
aparecen en cada posicion sea mayor que cada una de las cifras correspondientes que
aparecen en el sustraendo:
Por ejemplo: Si queremos reducir 2475 — 1879 lo que haremos serd transformar la
escritura de 2475 de modo que todos los valores que aparezcan en cada una de las
posiciones sean mayores que las correspondientes a 1879. Entonces pasaremos a
escribir 2475 como 1 (13) (16) (15), de este modo tendremos 15 unidades de primer
orden, 16 de 2° orden, 13 de 3° orden y 1 de 4° orden. Lo que hemos hecho es pasar una
unidad de 2° orden a unidades de primer orden, de este modo tenemos 10+5 unidades
de primer oren y nos quedan 6 unidades de 2° orden, analogamente pasamos una unidad
de 3° orden a unidades de 2° orden y asi tenemos 10+6 unidades de 2° orden, e
igualmente pasamos una unidad de 4° orden a unidades de 3° orden, con lo que tenemos
10+3 unidades de 3° orden, y nos queda 1 unidad de 4° orden. Ahora ya podemos
realizar la sustraccion posicion a posicion.

1 13 16 15

1 8 7 9

0 5 9 6

2. Técnica clasica o de Fibonacci.

Esta técnica consiste en colocar igualmente minuendo y sustraendo uno encima del
otro, alineandolos a la derecha y cuando existe alguna cifra en el minuendo menor que
la correspondiente del sustraendo se suma 10 unidades de ese orden al minuendo y a
continuacion se hace la resta y despues se suma una unidad del orden siguiente al
sustraendo, de este modo si sumamos el mismo ndmero al minuendo y al sustraendo la
diferencia no varia (pues 10 unidades de un orden equivalen a 1 unidad del orden
siguiente). Por ejemplo:

2 14 1/ 19
1a 8+1  Tw1 9

0 5 9 6
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3. Técnica por compensacion.

Esta técnica consiste en colocar igualmente minuendo y sustraendo uno encima del
otro, alineandolos a la derecha y cuando existe alguna cifra en el minuendo menor que
la correspondiente del sustraendo, se transforma el minuendo en otro nimero donde la
primera cifra de la izquierda queda igual y todas las demas cifras pasar a ser nueve, de
este modo lo que se hace es sumar un nimero al minuendo y para que la diferencia no
varie debemos también sumar ese mismo numero al sustraendo. Por ejemplo:

2 9 9 9

2 4 7 5 —=+524
8 7 9 _+524 2 4 0 3

1

0 5 9 6
4. Técnica de “adicion con huecos”.
Esta técnica consiste en colocar igualmente minuendo y sustraendo uno encima del

otro, alineandolos a la derecha y ahora se trata de buscar qué nimero tengo que sumar al
sustraendo para obtener el minuendo. Por ejemplo:

Se procede de derecha a izquierda posicion a posicion del siguiente modo: Se calcula
qué namero hay que afadir a 9 para obtener 15, (9 para llegar a 15, 6 y me llevo 1),
luego lo que hay que afiadir a 7+1 para obtener 17, (de 8 paraira 17,9y me llevo 1), a
continuacion lo que hay que afiadir a 8+1 para obtener 14, (de 9 para llegar a 14, 5y me
llevo 1) y por fin lo que hay que afiadir a 1+1 para obtener 2.
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Algunas técnicas algoritmicas de la multiplicacion en el Sistema posicional

1. La técnica de doble entrada.

Colocamos los numeros que intervienen en el calculo como si fueran las dimensiones de

un rectangulo, y para ello hacemos la descomposicién canonica de cada ndmero y

realizamos la reduccién de las escrituras por trozos, luego sumamos lo obtenido en cada

una de las columnas y por ultimo, sumamos los totales de cada columna. Por ejemplo:
2000 300 40 5

20000040 300000; 40000 5000 1000

1400000 210000; 28000 3500 700

160000 24000 3200 400 80

18000 2700 360 45 9

3578000+536700+ 71560 + 8945 = 4195205

2. La técnica “per Gelosia”

2 3 4 5
0 0 0 0 1
2 3 4 S
1 2 2 3
4 1 8 S| 7
1 2 3 4 8
6 4 2 0
178|277 3 6| 4 51 9

3. La técnica clasica

2 3 4 5
x 1 7 8 9
2 1 1 0 5
18 7 6 0
164 1 5
2 34 5
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Algunas técnicas de la division en el sistema posicional

1. La técnica anglosajona. (\VVarios ejemplos)

| Dividir 3589 entre 74 utilizando |

— 48
74 8
—T0R
74 x 40 = 2960 3589
-2960
74x8 = 592 0629
- 592
037
El cociente es 48 y el resto 37, ya que
3584 =74 x 48 +37y 37< 74.
| Dividir 960084 entre 562 |
562
562 x 1 1708
562 x 7 = 3934
562 x 8 = 4496 960084
- 562000
398084
- 393400
004684
- 4496
0188
O también
1708
562 12
562 x 1 16 6
562 x 6 = 3372
562 x 2=1124 960084
- 562000
398084
- 337200
060884
56200
004684
3372
1312
1124
0188
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2.- Técnica de los multiplos tiles.

| Dividir 4837 entre 17 |

Primero se escriben los multiplos de 17 siguientes:

17 34 51 68 85 102 119 136 153
170 340 510 680 850 1020 1190 1360 1530
1700 3400

A continuacion se procede del siguiente modo:

4837

- 3400 200
1437

- 1360 80
77

-68 _4

9 284

Luego el cociente es 284 y el resto 9
Explicar dicho algoritmo e indicar qué razones hay para tener en cuenta solo los
multiplos de 17 que se han escrito antes y no otros. Aplicarlo a la division de 43257
entre 58.
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Entregado en la 9 Sesion como tarea para casa.
Tareas a realizar en el SN posicional completo)

1.- Ordenar los nameros siguientes:

123000004500321009876, 123000004500321009879,
1239987899672348213, 'y 1239987899672345678.

Explicar la técnica utilizada. Proponer una técnica en general que nos
permita comparar dos numeros a partir de sus escrituras en el SN
posicional completo.

2.- Calcular mediante tres técnicas distintas que se explicaran y
justificaran:

a) 27+38+16+9+24+12 + 33,

b) 35073 + 38 + 2300045007 + 895000 + 5,

3.- Calcular mediante cuatro técnicas algoritmicas distintas que se
explicaran y justificaran:

a) 87675 — 34564,

b) 3000121 — 1200123.

4.- Calcular mediante tres técnicas algoritmicas distintas que se explicaran
y justificaran:

a) 2345 x 789,

b) 2900150007 x 93500680.

5.- Utilizar y justificar cuatro técnicas distintas para hallar el cociente y el
resto en los siguientes casos:

a) Dividir 81207 entre 75

b) Dividir 7300 897 entre 365

6.- a) Hacer una recopilacion de los distintos criterios de divisibilidad e
intentar traducir dichos criterios a las condiciones del SN aditivo y del SN
hibrido.

b) Calcular los divisores comunes y los multiplos comunes de 24 y 30,
y de 372y 222.
c) Calcular el maximo comdn divisor y el minimo coman multiplo de 24 y
30,y de 372y 222.
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Preguntas sobre el SN posicional completo

Calcular 3001005 - 2890719

Calcular 630098 x 700400

Dividir 74800358 entre 379

Hallar el m.c.d. y el m.c.m. de (735y 2970)

a) ¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el sistema
posicional?

b) ¢Qué simbolos se utilizan en el SN posicional y de qué tipo son? ;Como
se representan las distintas potencias de la base del sistema? ;Qué
significa el que sea posicional?

c) ¢Se pueden realizar siempre las distintas operaciones? ¢Con qué
nameros el calculo es casi impracticable? (alcance o dominio de
validez)

d) ¢En el SN posicional completo se necesitan tablas de sumar y
multiplicar? ¢Por qué? ; Como son estas tablas?

e) ¢Con qué técnicas las operaciones son muy dificiles de realizar sin
acumular errores? (fiabilidad)

f) ¢Con qué técnicas las operaciones se pueden realizar rapidamente?
(economia)

g) ¢Como cambia la representacion escrita de un numero cuando éste se
multiplica por una potencia de la base?

h) ¢Qué cambios aparecen en el SN posicional completo con respecto a los
SN aditivos (el egipcio y el romano), a los SN hibridos ( el chino, el
oral) y a los SN posicionales no completos o primitivos?
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Entregado al comienzo de la 10* Sesion

|Resumen del estudio de la Numeracion en 3° de ESO\

Una representacion escrita de l0os nimeros naturales para que sea eficaz debe permitir,
como minimo:

(A) Que la escritura sea univoca y comoda. Pocos simbolos, facil memorizarlos y que
la longitud de las escrituras haga facil su lectura.

(B) Que la comparacion de los nimeros a partir de sus escrituras sea lo mas facil
posible.

(C) Que se puedan realizar calculos de forma rapida, sencilla y fiable.

Tres tipos de Sistemas de Numeracion.

(1) Sistemas de numeracion de tipo I (“aditivos”).

Primero cifras para 1, n, n% n° n* n° ... donde n es la base del sistema de
numeracién. Ej: el sistema egipcio : 1, 10, 10% 10°, 104, 10°, ...
- Enun segundo momento cifras para 1, a, n, an, n®, an®, n%, an®, n* ...,y a<n es
un divisor privilegiado de n que recibe el nombre de base auxiliar del sistema.
Ej: el sistema romano : 1, 5, 10, 5 x10, 10%, 5 x10?, 10°....
(2) Sistemas de numeracion de tipo II (“hibridos”)
Dos tipos de simbolos:

- Los que representan las distintas potencias de la base n, es decir, n°, n, n%, n® n*

- Los que representan a los multiplicadores de dichas potencias, o sea, para 2, 3,
..., (n=1), (son los coeficientes).
Siempre se colocan encima o delante de la potencia a la que multiplican (aqui la
posicion es importante).

Ej: el sistema chino-japonés y nuestro sistema decimal oral.
(3) Sistemas de numeracion de tipo III (“de posicion™).

- Solo cifras para representar los n —1 primeros nimeros naturales: 1, 2, 3, ..., (N —
1) (funcionan como coeficientes de las potencias de la base n).
- Cada una de las potencias n' esta representada por la posicion i-ésima que ocupa
un coeficiente dentro del grupo de simbolos que representa al nimero.
Ej: Sistemas maya y babilonico (primitivos con simbolos para 1y a, a divisor
privilegiado de ny para el cero.)
El sistema de numeracion decimal escrito.

Un SN debe permitir expresar los nimeros naturales mediante un conjunto S de
simbolos, de tal manera que sean compatibles las condiciones siguientes:
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(1) No haya ninguna ambigtiedad.
(2) El cardinal del conjunto S de simbolos utilizados en SN no sea excesivamente
grande.
(3) Cada numero natural venga representado por una cadena de simbolos (repetidos o
no) que no sea excesivamente larga.
(4) Que sean potentes, econdmicas Yy fiables las técnicas que permiten:
(4.1) comparar dos 0 mas numeros
(4.2) sumar dos 0 mas nameros
(4.3) restar un numero de otro mayor
(4.4) multiplicar dos niUmeros
(4.5) dividir un nimero por otro
(4.6) hallar multiplos y divisores de uno 0 mas numeros.

|Técnicas extremas:

- Utilizar un anico simbolo Yy repetirlo tantas veces como indica el nUmero que
queramos representar,

- Utilizar un simbolo diferente para cada numero natural.
La primera permite resolver (1) y (2) pero no (3) y
la segunda permite resolver (1) y (3) pero no (2).

\Una primera técnica intermedia:\

Consiste en mejorar la técnica de un Gnico simbolo realizando un unico tipo de
agrupamiento.

NI IO IO IODNOD IOX 23

v

\% \4 \% vV I > 23

Aparece nuevo simbolo para el agrupamiento.

\El Sistema de Numeracion “aditivo”\
Consiste en realizar agrupamientos de forma regular, utiliza agrupamientos de
primer orden, de segundo orden, etc.
- Semejante al sistema egipcio.
- Simbolos:1, A, B, C,D, Ey F

EENMERE

10° 10%, 102 10°% 10% 10°y 10°
Designan unidades sucesivas, cada una de las cuales es diez veces la anterior.

\Sistema egipcio\
- Los simbolos representan a las potencias de la base.
- Labase es 10. Se agrupa de 10 en 10.
- No existe ambigiedad de escrituras.
- Se utiliza la adicion.
- No es posicional. No tiene cero como cifra.
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- No es posible escribir cualquier nimero

\Caracteristicas de SNa\

- No presenta ambigtiedades.

- Sigue habiendo dificultades para resolver la tarea de disminuir el nimero de
simbolos necesarios para representar cada nimero. pues para representar
9.999.999 necesitamos 63 simbolos.

- No permite comparar dos numeros de forma satisfactoria.

- Permite realizar las tareas de sumar, restar, multiplicar y dividir para nUmeros
pequerfios de “forma razonablemente econdmica”. Pero si los nimeros aumentan
la técnica es muy poco economica.

- Presenta la ventaja de no tener que recurrir a utilizar las tablas de sumar y de
multiplicar.

lUna direccion de evolucion de la técnica de representacién aditival

Objetivo: Dar una respuesta mas eficaz y economica a la tarea de disminuir el nimero
de simbolos necesarios para representar cada numero.

Variacion aportada por el sistema romano.
Simbolos: I, V, X, L, C, Dy M

.

10°, 5x10° 10%, 5x10%, 10% 5x10%y 10°
Designan unidades sucesivas que son alternativamente el quintuplo o el doble de la
anterior.

Otra variacion dentro del sistema romano

Todo simbolo colocado a la izquierda de un simbolo de valor inmediatamente superior,
indica que el menor debe restarse del mayor:
9 »IX; 4 -5 1V, 40 - XL; 90 —» XC,
400 —» CD; 900 — CM.
Estas mejoras, para dar respuesta a la tarea de disminuir el nimero de simbolos
necesarios para representar cada nimero, hacen que la técnica sea menos econémica y
menos eficaz para realizar operaciones aritméticas, incluso con nimeros pequefios.

ICONCLUSION

EL OBJETIVO PRINCIPAL O “RAZON DE SER” de los sistemas de numeracion
aditivos es la representacion de los numeros naturales sin ambigiedades y con una
pequefia cantidad de simbolos y no la simplificacion de los algoritmos de las
operaciones aritméticas.

\El Sistema Hibrido\

- Constituye un sistema aditivo-multiplicativo, semejante al sistema chino o a
nuestro sistema oral.
- Utiliza los simbolos para las potencias de la base:
| »10% A —10%; B— 10% C — 10%
D - 10% E—10% F— 10%...
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Utiliza un nuevo tipo de simbolos que hacen la funcién de multiplicadores de
dichas potencias :(2, 3,4, 5,6, 7,8y 9).

Mejora la solucion a la tarea de disminuir el nimero de simbolos necesarios para
representar cada nimero pues evita la repeticion de simbolos de las potencias de
la base.

La representacion de los nimeros se simplifica, aunque todavia no podemos
escribir todos los nimeros naturales con un numero finito de simbolos, fijados
de antemano.

El algoritmo de comparacion es mas econémico que el del SN aditivo, pues
no €S necesario contar cuantas veces se repite cada simbolo.

Las operaciones aritméticas pueden realizarse de forma mas sencillay
econdmica que con el SN aditivo, sobre todo, con nimeros “grandes”.

Sin embargo, hay que utilizar la tabla de sumar de los coeficientes y las dos
tablas de multiplicar (la de las potencias de la base y la de los coeficientes).

|Sistema chino\

Tiene simbolos que representan a las potencias de la base y a sus
multiplicadores.

La base es 10. Agrupa de 10 en 10.

No hay ambigliedad de escrituras.

La posicién es importante. No tiene cero como cifra.

Utiliza las operaciones de adicion y multiplicacion.

No se puede escribir cualquier nimero.

\Caracteristicas de los SN posicionales|

Dan una respuesta definitiva a (2), y permiten resolver las tareas de comparar y
calcular.

Prescinden de los simbolos de las potencias de la base ya que éstas vienen
indicadas por las distintas posiciones que ocupan los respectivos coeficientes.
Permiten escribir todos los nimeros naturales con un namero finito de simbolos
(fijados de antemano).

Los unicos simbolos que utilizan son los coeficientes o multiplicadores de las
potencias de la base.

\Caracteristicas de los SN posicionales primitivos\

Utilizan simbolos para los coeficientes que intentan evocar visualmente lo que
representan.
Ejemplos: 9 — T esee | 87 — ecee Joo
57 > ({({vvvvvvVvyVv, 247> VVVV VVVVVVV
No permiten resolver la tarea “¢Como expresar los nimeros naturales que
necesitamos mediante simbolos de manera que no haya ninguna ambiguedad?
III puede ser “15” 6 “110” 6 “205”.
Vv Vv puede ser “2” ¢ “61”.

[El sistema “posicional completo”.
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- Dauna respuesta definitiva a la tarea de disminuir el namero de simbolos
necesarios para representar cada namero.

- Prescinde de los simbolos de las potencias de la base ya que éstas vienen
indicadas por las distintas posiciones que ocupan los respectivos coeficientes.

- Permite escribir todos los nimeros con un namero finito de simbolos(fijados de
antemano).

- Los unicos simbolos son los coeficientes o multiplicadores de las potencias de la
base. Las potencias de la base vienen indicadas por las distintas posiciones.

- Utiliza simbolos convencionales diferentes para cada uno de los coeficientes (los
nameros menores que la base).

- Afade un nuevo simbolo: el cero, para indicar que en una determinada posicion
hay ausencia de elementos.

- Labase es diez y dispone de los simbolos 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 para los
coeficientes y del simbolo 0 para indicar ausencia de elementos en una
determinada posicion.

- No presenta ambiguedades.

- Permite comparar dos nimeros de una forma muy eficaz.
- Proporciona una respuesta mas economica y eficaz a las tareas de célculo.

Cuestion inicial: ¢Que propiedades y caracteristicas especiales tiene nuestro sistema
de numeracion (posicional completo en base 10) para que se haya impuesto de
manera absoluta sobre todos los que han existido a lo largo de la historia y que han
coexistido durante muchos siglos?

Nuestro sistema de numeracion posicional completo en base 10 (SNp) debe poseer unas
propiedades especiales que le permiten expresar el cardinal de una coleccion finita (es
decir, un nimero natural) por muy grande que sea y manejar los nimeros
comparandolos, efectuando calculos y construyendo otros nimeros a partir de los que
ya se conocen. ¢ Cuales son estas propiedades tan especiales?
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Material utilizado en la 11 Sesion|

Examen realizado por los 30 alumnos de 3° de ESO\

IES San Juan Bautista
Examen 3° E.S.O.

1.- Realizar los calculos siguientes:

- 4001 - 2015

- Dividir 6407 entre 372
en los SN aditivo, hibrido destacando en cada caso las principales limitaciones y
ventajas del SN adoptado. (4p)

2.- Construir un sistema de numeracion posicional con 4 simbolos y base 60 y
escribe en dicho sistema los nimeros 3, 11, 30, 60, 100, 3661 y 216216. Explicar las
limitaciones y ventajas de dicho sistema. ¢Pueden presentarse algun caso de
ambigiiedad en sus escrituras? Si es asi, poner un ejemplo, e indicar como podria
evitarse dicho problema de ambiguedad. (2p)

3.- Juan ha hecho un error en el siguiente calculo:
387
x 48
3096
1548
4644
¢Qué relacion hay entre 4644 y 3877 Justificar la respuesta. (1p)

4.- Los romanos utilizaron dos técnicas de representacion de los nimeros. Los

siguientes numeros estan escritos utilizando la técnica mas tardia:. 4 —>1V, 49

—> XLIX , 99 —> XCIX, 499 —> CDXCIX, 999 —> CMXCIX
Caracterizar esas dos técnicas de representacion de los nimeros, indicando sus
ventajas y limitaciones. (2p)

5.- Sabiendo que 15368 x 18 = 276624 y que 15368 x 23 = 353464.
Realizar los siguientes calculos, sin llevar a cabo calculos multiplicativos, (para
ello puedes utilizar los calculos anteriores y las propiedades de las operaciones):
23018 x 15368, 41 x 15368.
Justificar la respuesta, indicando las propiedades utilizadas. (1p)
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IES San Juan Bautista

Examen 3° E.S.O. 23- 3 - 2004

1. Realizar el célculo siguiente: 546 x 86
en el SN aditivo y destacar las principales limitaciones y ventajas de dicho
sistema. (2p)

2. Realizar la division siguiente: 3548 entre 83
en el SN hibrido e indicar las principales limitaciones y ventajas de dicho
sistema. (2p)

3. Construir un sistema de numeracion posicional de base 8 de modo que presente
dificultades de ambiguiedad de escrituras y escribe en dicho sistema los nimeros 2,
8, 65, 1000. Explicar como se podria evitar el problema de la ambigiiedad de
dicho sistema. (2p)

4. Caracterizar el Sistema de Numeraciéon Oral que utilizamos habitualmente para
expresar oralmente los nimeros. (2p)

5. Al restar dos nimeros de 3 cifras, Maria se ha olvidado una llevada en la
segunda columna. ;En cuanto se ha equivocado? ;Por qué? (1p)

6. Dado el calculo siguiente: 364
x 402
145600
728
146328
Realizar los siguientes calculos, sin llevar a cabo calculos multiplicativos, (para
ello puedes utilizar los calculos anteriores y las propiedades de las operaciones):
804 x 364, 644 x 364 . Justificar la respuesta. (1p)
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